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1. INTRODUCCION

El presente trabajo es un estudio e investigacién sobre la ensefianza de la matematica en la
escuela media, y especificamente se propone aportar para ampliar la comprensién de la

ensefianza de la demostracion en los ultimos 50 afios en la Argentina.

Una enseflanza media que intenta ser para todos y universal, no puede mantenerse solo en
los discursos y declaraciones, sino que esta preocupacién tiene que atravesar a todo el
sistema educativo y sus actores. Universalizar la ensefianza media implica también volver
a pensar como ensefiar a pensar, asi como revisar qué estrategias son mas potentes para
potenciar el aprender a aprender a lo largo de toda la vida. Ensefiar a utilizar los distintos
procedimientos y herramientas de las disciplinas y a reconocer su potencia heuristica es sin
duda una de las deudas mas relevantes de las didacticas cuando se piensa en el

conocimiento que deben adquirir los estudiantes para ser usado fuera de la escuela.

En este sentido, los objetivos fundamentales de este trabajo se inscriben dentro de las
actuales preocupaciones de aportar al desarrollo y adecuacion de la ensefianza de nivel
medio, en su primer ciclo, a una significativa formacion del pensamiento de los jévenes
que asisten y acceden a este nivel, hoy obligatorio en una gran parte de los paises
latinoamericanos. Y muy particularmente, se dedica a indagar sobre si se utilizé y cémo la
ensefianza de la demostracion como herramienta de conformacién de las propias
- capacidades cognitivas, a io largo de cincuenta afios.
Asi, para ello retoma en su marco tedrico, las investigaciones en Didéctica de la
Matematica y los conocimientos por ella producidos, para analizar el sentido dado a esta
ensefianza, y se inscribe en el marco de una preocupaciéon mas general, como es la
potencial contribucion de la ensefianza de la Matematica a la formacién del pensamiento
de los adolescentes, en sus aspectos relacionados con la constitucion del pensamiento
racional. En la seleccién y recorte de este probiema, se podrian haber considerado
diferentes aspectos de interés desde el punto de vista didéctico, entre los cuales pueden
incluirse los siguientes interrogantes: ;jcudles son las aproximaciones cognitivas de los
alumnos a la demostracién y sus razonamientos espontaneos?, jcudles son las estrategias

de los profesores al ensefiarla?, o cuéles son los rasgos que la caracterizan como objeto de




ensefianza?. Este trabajo se ubica esta tiltima perspectiva, es decir considerandola como
una construccién didactica realizada a partir del conocimiento disciplinar de referencia, la
Matematica, en el marco teérico mas general de la Teoria de la transposicion didéctica, y

su ampliacidn, la antropologia de los saberes.

La construccion didactica a la que se hace referencia implica un proceso de transposicion
que se desarrolla en dos etapas: la primera es aquella en la que el objeto de la ciencia es
“preparado” para su entrada al sistema de ensefianza y transformado en un objeto para ser
ensefiado; la segunda es la que ocurre dentro del propio sistema cuando cada profesor en
cada institucién toma un programa, un disefio curricular, un texto, y lo transforma en

objeto ensefiado y eventualmente aprendido.

Este estudio recorta ese proceso y toma solo su primera etapa: Intenta determinar cuéles
son los rasgos generales que ha asumido este objeto en la presentacion a los profesores en
tanto interlocutores de la primera etapa de la transposicion, e indagar qué lugar tiene como

parte del conjunto de conocimientos de quienes son responsables de ensefiar.

El pensamiento racional como capacidad humana que la educaciéon formal tiene la
oportunidad de desarrollar sirve como todo pensamiento a los fines del propio
conocimiento, y se asocia al razonamiento. ‘Este término, razonamiento, suele designar
tanto la actividad intelectual de manipulacién de informacién para producir nuevas
informaciones a partir de ios datos, como el conjunto de enunciados articuiados son su
producto final. Suele usarse con mas precisién el término "razonamiento heuristico" para la
actividad intelectual | "
:

Por otra parte, al considerar la actividad de produccién de conocimientos cientificos y la
necesidad de validar los resultados obtenidos, la demostracion aparece como una
herramienta esencial para la Matematica, pues es la aceptada por la comunidad para probar
la validez de resultados. Es el procedimiento de validacién — con diferentes caracteristicas
a lo largo de la historia — propio de esta ciencia, es lo que diferencia a la Matematica de las

ciencias experimentales.
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Entre las razones que signaron el presente estudio, se encuentra la ausencia de trabajos
realizados en la Argentina con este enfoque, detectada al explorar los antecedentes del

problema, con lo que resulta oportuno y significativo dedicarse al mismo.

El problema estudiado tiene relevancia cuando se piensa en la ensefianza de la disciplina,
pues no se aprende realmente Matematica si no se adquiere una idea sobre las formas de
validacién que funcionan en ella. Hay coincidencia hoy, entre quienes piensan la

ensefianza de diferentes dominios, respecto de que, ensefiar una disciplina es ensefiar su

cultura, es decir, los modos de hacer, comunicar y pensar propios de ella. Y también hay

coincidencia respecto de que la cultura matemética que un sujeto aprende esta asociada a

las practicas que ha desarrollado a proposito de ella.

Por otra parte, comprender el sentido que ha tenido y tiene la ensefianza de la

demostracion, permitira mejorar el disefio de estrategias que contribuyan a la formacion
del pensamiento tacional en todos los alumnos, ya que, aunque sabemos que no solo la
Matematica tiene posibilidades de aportar a esta formacién, ocupa en ella sin duda, un

lugar privilegiado.

La metodologia de investigacién en ciencias sociales, estd edificada sobre la polémica

entre dos tradiciones. Por un lado la aristotélica, para la cual la ciencia es "un camino
inductivo desde las observaciones hasta los principios generales o principios explicativos”,
"y segtn la cual la explicacion cientifica puede ser expresada en términos de expiicacion
causal. Por otro lado, la mas ligada a Galileo, para la que la explicacién cientifica pueden
ser expresada en términos de exphcacmn teleologlca 0 comprcnsmn (MARDONES
1999: 32). ’

Considerando que existe una realidad “exterior” al discurso que puéde ser conocida, y dado
el caracter del problema, la metodologia elegida para abordarlo fue cualitativa. Su légica
ha sido la de operar en forma intensiva estudiando pocos casos en profundidad, con un
movimiento en espiral, de ida y vuelta entre la teoria y la empiria. El interjuego entre
ambas, permitié ir construyendo interpretaciones para pasar de categorfas mas pegadas a la

empiria a conceptos mas abstractos.
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Esta decision, también estd fundamentada en los antecedentes metodoldgicos de este
trabajo, pues las investigaciones que se han revisado sobre el modo en que otros
conocimientos disciplinares son estudiados como objeto de ensefianza, son de tipo

cualitativo.

El universo de la demostracion fue estudiado a través de la recoleccion y el anélisis de
diferentes materiales escritos, con fechas de publicacion a partir de 1950. Por una parte, los
libros escolares asociados a diferentes programas editados y usados en las escuelas en el
periodo elegido. Por otra parte, los documentos reguladores de la ensefianza que llegaban a
los colegios e institutos, como los programas de estudio de Matemética, las circulares o
resoluciones, contenidos de materias o ciclos de ensefianza, boletines y otras publicaciones
oficiales y de ensefianza privada, y los libros de educadores matemaéticos prestigiosos,

cuyas opiniones marcaban rumbos a los profesores.

Las unidades de andlisis seleccionadas para hacer relevante la comparacién entre ellas, han
sido identificadas por etapas de tiempo, pues en el periodo estudiado ha habido diferencias
significativas en muchos asp'ectos de la ensefianza de la matematica, que marcaron
diferencias en el sentido dado a la demostracién. Para cada categoria encontrada se
seleccionaron los casos necesarios hasta su saturacion, es decir hasta que uno nuevo no

aportara informacion adicional significativa.

. En el caso de este estudio cualitativo y de 10gica inductiva, se puede considerar su validez, -

como una cuestién relacionada con su produccion, _,_"considerar a la produccién y la
validacién del conocimiento como unidades entrelazadas aunque conceptualmente pueda
resultar util mantener la diferencia, pero no necesariamente de manera dualista, todo un
desarrollo actual reivindica los procesos de produccién del conocimiento cientifico y sus

muchas veces estrecha conexién con la justificacién.” (SHUSTER)

Este trabajo se organiza en ocho capitulos.” Luego de lab introduccion, en la primera parte
del texto, la demostracion es considerada objeto de saber en dos capitulos. En el segundo
capitulo se hace un tratamiento de la demostracion en relacion con las nociones de
herramienta ‘u objeto de una actividad cientifica, mediante una sintesis bibliografica
organizada en dos apartados en los que se considera la demostracién desde cada una de

esas nociones. En el primero 1a toma desde sus fundamentos l6gicos, es decir como objeto

LA ENSENANZA DE LA MA-TEMATICA Y LA FORMACION DEL PENSAMIENTO, Prof. Graciela Chemello
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de la légica matemética, en el segundo apartado avanza en un analisis histérico -
epistemolégico - didactico, que permiti6 profundizar en el origen y evolucién de esta
nocién tal como circula en la comunidad matematica, el sentido de la actividad de

demostrar y los caracteres permanentes de la demostracion.

En el tercer capitulo, se caracteriza en primer. término las diferentes formas de
razonamiento asociadas a distintas fases de la actividad de resolucion de problemas en
Matematica, para ubicar la problematica de la ensefianza de la demostracién en el marco de
otra mas global, la de las formas de validacién. Luego se describen las caracteristicas de la
racionalidad matematica diferenciandola de la racionalidad cotidiana, y las relaciones entre
razonamiento deductivo y racionalidad, para concluir retomado las cuestiones tratadas en

el capitulo 2, definiendo cual es el lugar de la demostracion en la racionalidad matematica.

En ia segunda parte de este trabajo, la demostracion es analizada como objeto de
ensefianza. El cuarto capitulo se dedica a explicitar los analisis € interpretaciones
realizados, considerando las textualizaciones del saber que se realizan para su entrada al
sistema de ensefianza (entendiendo que la puesta en texto plantea limites a la posibiividad de
conocer la demostracién como objeto para ser ensefiado pues “ningin texto del saber
contiene todo el saber a ensefiar”), qué limites se establecen en este estudio entre ambas
etapas del proceso de transposicién didécticé, y los fenémenos ligados a la preparacion
didactica. Los analisis comparativos por periodos se realizan tanto en relacién con las que
denominamos orientaciones regulatorias del sistema de ensefianza, como en funcion de
libros de matematicos influyentes. De tal modo se analiza la evoluciéon de la ensefianza
demostracién desde los enfoques de 1956 cuando se intenta un acercamiento entre las
posturas racionalista e intuicionista hasta la reforma de 1994 con la inclusién de los

“procedimientos ligados al quehacer matematico” como contenido de ensefianza.

En el quinto capitulo se realiza una presentacion histérica descriptiva y analitica de
aguellos libros de texto a los que accedieron los ectudiantes de los distinios periodos, y que

fueran paradigmaticos en cada uno de elios.
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Por dltimo, a modo de conclusiones o mas bien epilogo se plantean en el capitulo seis

algunas orientaciones relativas a los diversos actores del sistema de la ensefianza y que son
por si mismas son de caracter propositivo. Las mismas, plantean posibles lineas de accion,
nuevas preguntas para la investigacion y por ello aunque son concluéiones, no dejan de ser
provisorias y plantear nuevos problemas. Si tienen alguna utilidad, se habra cumplido la
intencion central de este trabajo: aportar a la comprension y generar ideas para actuar sobre
la ensefianza de la matematica con jovenes adolescentes en su educacion media en relacion

con la formacién de sus estrategias de pensamiento.

Finalmente en el capitulo siete, se presenta la bibliografia que es agrupada segun los
siguientes criterios. En el primer apartado, se retinen los aportes para la revision de
nociones logicas y matematicas, y el conocimiento de nuevos aspectos de la historia de la
matematica y de la historia de la nocién de demostracién; asi como el conocimiento ligado

a las nociones de sociogénesis de los conocimientos, y la evolucion de las teorias cientifica

En el segundo apartado, se circunscribe a los libros de base del marco tedrico didactico
elegido, los que fueron revisados focalizando en el problema, tanto sobre los fundamentos
y métodos de la DM, la transposicion y su evolucidén como teoria didactica, sobre la
validacion y la racionalidad en Matematica, y las nociones de herramienta y objeto.
También los libros que aportan a las concepciones que circularon en distintos momentos

sobre la matematica y su ensefianza, y sobre el curriculum de matematica.

El apartado 7.3., incluye estudios de diverso tipo sobre la misma nocién de demostracion,

textos ligados a su ensefianza, ensayos didacticos e investigaciones sobre su aprendizaje,

sobre su inclusion en textos, su presencia en el curriculum.

En el siguiente apartado se incluyen los textos para estudiantes de educacién para

diferentes épocas, modalidades, cursos, afios, asi como de diversos autores.

En el apartado 7.5. se encuentran los documentos regulatorios de la ensefianza, en los se
incluyen tanto documentos oficiales como de la ensefianza privada y publicaciones

periodicas de uso habitual en las escuelas; en ellos se presentan entre otras cuestiones,

contenidos, objetivos, sugerencias de planificacion, propositos de la ensefianza y formas de -

LA ENSENANZA DELA MATEMATICA Y LA FORMACION DEL PENSAMIENTO, Prof. Graciela Chemello
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evaluacién. Por ultimo, en el apartado 7.6., se incorporan las lecturas relativas a la misma

metodologia de la investigacion.

Los anexos que se incluyen en el capitulo ocho, incluyen los capitulos de los cuatro textos
emblematicos estudiados, y el quinto de transicién, que incorporan todo su peso histérico,

y sin los cuales este estudio no hubiera sido ni posible.

Por ltimo quiero expresar mi agradecimiento a quienes colaboraron en este trabajo, Lili
Gysin que me acompaiié con su solvencia académica, su claridad, y su aliento en cada

tropiezo, mis colegas y amigos, Ana Lia Crippa, Moénica Agrasar, Gustavo Barallobres y

Silvia Chara, qie ayudaron con sus sefialamientos sagaces y su apoyo carifioso,

compafieros de la aventura de trabajar comprometidamente en estos tiempos creyendo aun
en los lazos solidarios y en que la educaciéon mejora al hombre y es un derecho de todos.
Asimismo a la Dra. Alicia Camilloni que aceptd compartir con su solidez en una disciplina

tan relevante en este tiempo como es la Didactica.
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PARTE I: SOBRE LA DEMOSTRACION
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2. LA DEMOSTRACION COMO OBJETO Y COMO HERRAMIENTA

Con este capitulo se comienza a introducir la demostracién analizada como objeto de
saber. Al definir los objetos de saber de la ciencia, Chevallard diferencia las nociones
matemdticas de las que denomina paramatematicas en tanto objeto o herramienta’
refiriéndolas a una practica precisa. Pone a la demostracion como ejemplo de “nocién
paramatematica”, explicando que denomina de este modo a las nociones que son
herramientas de la actividad matemadtica, pero que normalmente no son objetos de estudio
del matematico. En cambio, las “nociones matematicas” como la de nimero, son objeto de
estudio y también son (o pueden ser) herramientas de estudio. La nocidn de demostracion,
es objeto de estudio de la logica matematica, pero no de la Matemaética. Es la modelizacién

de la prictica estudiada en el marco de la logica considerada como ciencia de los métodos.

Tomando esta cuestion, como este trabajo se refiere a la demostracion en la ensefianza de
la matematica en la escuela media, recurrimos a la logica para analizar la demostracion
como objeto de la légica matemadtica en el primer apartado y luego la tomaremos como

herramienta de la actividad matematica en el segundo apartado.

La demostracién como objeto de la logica

La exploracion de los fundamentos 16gicos de la demostracion, y la necesidad de aclarar la

nocion de razonamiento deductivo, ha permitido precisar el significado de otros términos
" que intervienen en la nocién de demostracion:
i

*El término razonamiento, que como se anticipé en la Introduccién tiene dos

acepciones, se define en logica mas precisamente como el conjunto de

proposiciones en el que una de ellas llamada conclusion, se pretende que esté

fundada o se infiera de las otras llamadas premisas.

eEntre los razonamientos, se denominan deductivos a aquéllos en los que la

conclusidn se infiere en forma necesaria de las premisas.

' Las nociones de objeto y herramienta suelen usarse también en Didactica de la matematica, iuego de que
Douady las introduce para marcar la diferencia entre dos status en el funcionamiento de un conocimiento en
la actividad matematica escolar. Sin embargo, entendemos que el sentido en que usa estos términos
Chevallard es diferente, pues se trata del funcionamiento de un conocimiento en relacién con una practica
cientifica.
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e Un razonamiento es valido cuando no hay ningin razonamiento de esa forma que

tenga premisas verdaderas y conclusion falsa. ‘

" Los llamados razonamientos deductivos reciben su validez de los grandes principios
l16gicos: identidad, contradiccién, tercero excluido y razon suficiente (ROMERO -
PUCCIARELL], 1952: 82), que se pueden enunciar del siguiente modo:

ES

s Jdentidad; todo objeto es idéntico a si mismo
¢ Contradiccién: no pueden ser verdaderos simultdneamente “S es P” y “S es no P”

e Tercero excluido o disyuncién contradictoria: S es P o S es no P, o lo que es lo

mismo S es necesariamente Pono P

¢ Razo6n suficiente: Por razon de un juicio ha de entenderse 1o que es capaz de abonar
lo enunciado en el juicio, es suficiente cuando no hace falta nada mas para que el
juicio sea plenamente verdadero (este principio no es totalmente logico pues se

refiere a la verdad que es un problema gnoseolégico)

El hecho de que en los razonamientos deductivos la conclusion se infiere en forma
necesaria de las premisas, es lo que permite utilizarlo para construir lo que en matemética
llamamos “resultados”. La demostracion de un juicio (o resultado) consiste en deducirlo

- silegisticamente de otros juicics reconocidos como ciertos.

Los elementos primarios del razonamiento matematico son los axiomas (ROMERO -
PUCCIARELLI, 1952: 160), junto a las definiciones y nociones basicas. Se diferencian de
las premisas en ser los primeros, anteriores a ellas en el orden deductivo. (PUYAU -
ROETTI, 1976: 34) Los axiomas, son verdades indiscutibles, évidentes por si y sin
necesidad de ulterior fundamentacion. En cuanto a la evidencia de los axiomas, hay
diferencias entre la mirada anterior a las geometrias no euclidianas pues.la geometria
pretendia ser una modelizacion del espacio fisico, y los axiomas en un sistema formal que

se eligen como punto de partida sin atenerse a una necesidad de modelizacion.
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Ademds, la demostracion matematica se diferencia del silogismo 16gico en que tiene por lo
comun més de tres juicios y en que emplea frecuente de la igualacion. La igualacion, al

establecer la equivalencia de dos términos, permite sustituir uno por otro.

Para poder afirmar que un resultado es cierto necesitamos entonces un Zeorema

(afirmacion légica “p=>q”, donde p se llama la hipétesis y q la tesis), la validez de p (que

habra sido la conclusién de algin teorema previo) y la demostracién de la implicaciéon

>

logica.

Intervienen una hipétesis (p) y una tesis (q), relacionadas por el cohdicional a través de
uno o mas pasos, es decir que si se admite p entonces de ello se deriva necesariamente g,
decimos “si p entonces q”, en simbolos p=>q. La tabla de verdad del condicional tiene
cuatro posibilidades (VV, VF, FV y FF), de las cuales tres son verdaderas (VV, FV y FF).
Como en Matematica partimos siempre de afirmaciones V, la validez de la implicacién
equivale a la validez de la tesis. Por lo tanto toda.demostraciéri de una implicacién, que
parte de premisas verdaderas, es al mismo tiempo la demostracion de la conclusion a la que

se arribe.

Desde el punto de vista logico, ademds de la demostracion directa, en que se parte de las
premisas llegando por condicionales verdaderos sucesivos a la conclusién, gueremos

mencionar dos tipos particulares de demostraciones.

Una es la conocida como “demostracion por induccién completa”, que sirve para validar
un resultado para todos los nimero naturales. Para Poincaré, éste es “el método propio de
la Matematica”, cuyo caracter esencial es que contiene en si, condensados en una férmula
unica, una infinidad de silogismos. Se procede del siguiente modo: “se establece primero la
validez del teorema para el nimero 1, se demuestra en seguida que si es verdad para n-1, lo
es para n”. Esto permite concluir que el teorema es verdad para todos los nimeros

naturales” (ROMERO — PUCCIARELLI, 1952: 164).

Otro caso particular es el de las “demostraciones por el absurdo”. En estas demostraciones
se utiliza una equivalencia logica, a saber, “p=>q” equivalente con “py q” , sabiendo que

pes 'V, que es equivalente a su vez a probar que “py no q” es F (siempre sabiendo que p es
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V). Se parte entonces de postular la negacién de la tesis y tomado en consideracion la
hipétesis se trata de arribar a una contradiccién. Si esto ocurre, se puede concluir que la
tesis es verdadera. _ |

Por otro lado, la marcha del razonamiento en la actividad intelectual de quien piensa, lo
que hemos denominado en la introduccién “razonamiento heuristico”, puede ser sintética o
progresiva, cuando se parte de relaciones conocidas y se extrae de ellas la tesis, o analitica

o regresiva, cuando se parte de la tesis que debe ser demostrada.

¢ En el procedimiento sintético se supone ya conocido el desarrollo 16gico ideal en la
direccién precisa que conviene para llegar al fin propuesto. No es por lo tanto un

método de indagacion, de descubrimiento.

¢ En el procedimiento analitico se considera tanto la relacion entre lo conocido y lo
que se busca como el concepto de esto ultimo como hipotéticamente vélidos; y &
partir de este supuesto y con auxilio, por otra parte, de relaciones conocidas, se
tiende una cadena de juicios cuyo ultimo miembro presenta como condicion de su
validez una exigencia que se puede cumplir mediante la aplicacion de postulados
conocidos o de problemas ya resueltos. El proceso analitico es una indagacién, un
tanteo, y que al lograrse da lugar por reversibilidad al proceso inverso, sintético que

es el efectivamente demostrativo.

Para scparar en rigorbla marcha sintética de la analitica, es importanie comprender a
diferencia del papel que desempefia en cada una la tesis al comienzo del proceso. En el
proceso sintético, la tesis estd presente como la meta del raéidcinio, pero no se razona a
partir de ella. En cambio, en el proceso analitico, la tesis que se procura probar se convierte °

en efectivo punto de partida.

Los aspectos considerados tanto respecto del razonamiento como de la demostracion, son
conocimientos que el matematico tiene y subyacen a su practica de produccion de
conocimientos, que incluye la demostracion de resultados. Sin embargo, asi como
caminamos Sin preguntarnos c6mo ni por qué se camina, los matematicos demuestran sin
preguntarse por su hacer en periodos normales (en el sentido de KHUN) de crecimiento de
su ciencia. Solo cuando algiin problema conmueve a la comunidad, surgen preguntas que

pueden poner en tela de juicio también el hacer, y eventualmente discutir acerca de los
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-fundamentos de la demostracién como parte de un cuestionamiento mas amplio. En el

proximo apartado, centrando la demostracion como parte de la actividad matemética, se
desarrollan los analisis juzgados como mas interesantes desde un-punto de vista didictico

para los propositos de este estudio, aportar comprension a la ensefianza del razonamiento

matematico.

La demostracién como herramienta de la matemaitica

En este apartado, se presentaran los estudios de la demostracion como el instrumento de
prueba aceptado por la comunidad matematica. Para estudiar esta cuestion se ha recurrido a
trabajos en los que confluyen miradas de diferente tipo. Son epistemologicos (en el sentido
de Lakatos®) porque sitian los problemas ligados al conocimiento en la cultura de la
comunidad matemética en diferentes épocas y sociedades, tomando en consideracion a los
actores, los debates, y demas factores que intervienen en su produccion, y de validacion,
sus continuidades y rupturas. Son didacticos porque el propésito de los autores es iluminar
el contexto de produccion para obtener alguna pista interesante para pensar la ensefianza.
Los trabajos estudiados han permitido conocer algunos elementos de la demostracion, tal
como circula y ha ciréulado en la comunidad matematica. Esto tiene un valor para este

trabajo, y una limitacion.

Ei valor es que enriquecié ia mirada didactica al acceder en parte, a ia compiejidad de este
objeto de saber, ya que los trabajos revisados, producciones escritas de comentadores y
protagonistas, implican una versién diferente de la textualizada elaborada para su entrada
en los profesora&os. La fecundidad del analisis historico epistemologico, reside en que

permite tener en cuenta las caracteristicas del conocimiento en cuestion desde el momento

en que empieza a explicitarse o en que es posible reconocer su uso, relacionado con las

problematicas a las que esta ligado, y con las que han permiten su evolucién.

La limitacién es que, la realizacion de estudios de este tipo no modifica la practica

" matematica y por lo tanto la concepcion sobre este objeto de saber. Esta concepcién, segiun

‘el enfoque aqui elegido, estd determinada por los diferentes tipos de actividades

2 La filosofia de la ciencia sin la historia es ciega
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desarrolladas en relacién con el objeto. En este sentido, se.sefiala que la practica’
matematica de demostrar de la mayoria de los profesores ha estado mediada por
instituciones educativas y desvinculada de la produccién de saber en la comunidad, lo que

recorta el sentido atribuido a este procedimiento.

Conviene aclarar qué no se realizé esta tarea con la ilusién de trasladar a la ensefianza el
funcionamiento del conocimiento en la comunidad cientifica, pues atin cuando se instale
un contrato de produccion de conocimientos, los contextos son muy diferentes: las
problematicas de los sujetos, sus conocimientos e intereses, etc. La idea en cambio ha sido
acceder a la complejidad de la construccion de la nocion de demostracion por parte de

quien aprende.

De tal modo, se puede pensar como hacer vivir en la escuela objetos complejos para
alumnos que no tienen los conocimientos para resolver los problemas originales, y como
hacer para que incorporen como herramienta de su actividad en el aula las de la actividad
matematica. También es posible pensar, con los condicionamientos que impone el sistema
de ensefianza, qué elementos destacar y qué textualizaciones realizar en las indicaciones
curriculares, libros de texto para profesores y para los alumnos de modo de facilitar a los
profesores la aprehension del sentido de la demostracion y con qué mediaciones hacérselas

llegar teniendo en cuenta la diversidad de su relacion con el saber.

¢ Los trabajos considerados, han posibilitado revisar diferentes aspectos sobre ia
demostracion como marco de analisis de la ensefianza, y han permitido organizarlos

para nuestro estudio en los siguientes apartados:

e su origen y antecedentes en la antigua Grecia como instrumento mas general para
probar la verdad asociada a la revolucion de la irracionalidad,, y a un cambio de

status en los objetos de la matematica.

e ¢l sentido que tuvo en los diferentes contextos sociohistéricos de produccion la
actividad de demostrar, los problemas que preocupaban a la comunidad en el

momento en que aparecen ciertas demostraciones, y las formas de resolver — o no —

® Practica en el sentido de Douady en Relacién ensefianza aprendizaje Dialéctica HO y Juego de marcos,
“lamaremos practica a todo uso adaptado de conceptos matematicos como instrumentos implicitos o
explicitos en los diversos problemas que permite resolver”, extendido al uso de procedimientos propios de la
cultura matematica. El sentido construido en relacion con -un concepto (o procedimiento) matematico esta
dado por las practicas que se pueden asociar a él.
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los problemas planteados que se encontraron en funcién de los conocimientos

disponibles y concebibles.

e los caracteres cambiantes y los permanentes de la demostracion a lo largo de la
historia, su forma discursiva inicial (con una cierta estructura légiéa, y una escritura
como un tipo de texto que utiliza ciertos simbolos y reglas), y sus cambios de forma

| asociados a nuevos marcos epistémicos (nuevos objetos —marcos conceptuales-,

nuevas reglas, etc.).

El origen de la demostracion

Entre los trabajos encontrados sobre el origen de la demostracién, los de Eggers Lan

(1995) y Arsac (1987) permiten pensar pistas didacticas significativas.

Aunque tal ongen a veces se ubica en la sistematizacion de Euclides por el uso de una
forma deductiva de razonamiento, ambos lo sefialan en la Grecia del siglo -V, y asociado a
" un cambio mas amplio en la Matematica, dando razones para éste tanto de orden interno

como externo a la disciplina. Es interesante detenerse en el andlisis de cada uno.

En su libro, Eggers Lan tiene un propésito epistemolégico, el de aportar al debate sobre

»* Al considerar si las mismas son

las razones que dan origen a la matematica “cientifica
de orden internc o externc, cita con- frecuencia los trabajos de von Fritz, con guien
comparte la opinion respecto de que ha habido razones de ambos tipos, por un lado “que
ha recibido fuerte estimulo de la filosofia” y también “ha habido ulteriores desarrollos de

indole exclusivamente matematica”.

Entre los elementos que hacen pasar a la Matemética de pre-cientifica a cientifica’, sefiala

tres factores, dos ligados a la demostracion (los métodos), uno matematico y otro

filoséfico, y el tercero a la preocupacion por la cuestion de los irracionales (los conceptos).

Al factor matematico lo denomina “la exigencia de una prueba rigurosa en la geometria™.

4 con un criterio de “fecundidad histérica” para la demarcacién de io cientifico (Eggers Lan) que podemos
asociar a la “capacidad para resolver problemas” de Laudan
con un criterio de fecundidad histérica para la demarcacion de lo cientifico - (Eggers Lan, 1998).




Sefiala que otros pueblos productores de conocimientos matematicos como los babilonios,
“usaron métodos en cuya aplicacién no sé podia disiinguir entre soluciones aproximadas o
exaétas, porque cada método fue desarroliado en relacion con sus aplicaciones practicas y
no se podia separar de ellas para trasladarlos a otros ambitos”. (KURT VON FRITZ en
EGGERS LAN). Los griegos trataron de separar los métodos de sus aplicaciones practicas,
con la finalidad de poder identificar los que fueran vélidos para diferentes aplicaciones, es
decir que trataron de descontextualizar los métodos de las situaciones que les dieron

origen.

La idea inicial de demostracién, est4 diferenciada de lo empirico por el intento de que el
conocimiento que se enuncia sea “valido para todo” y no sélo para un caso particular
Como ejemplo de su afirmacion Eggers Lan cita un texto de Eudoxo en el que dice que
Thales “demostrd” al referirse a la explicacion de un procedimiento empirico, lo que indica
que una practica ligada a mostrar en un dibujo pero que aportara un enunciado valido para
todos los tridngulos era aceptada como demo'stracic'm (en los términos de Balacheff, como
prueba). .' |

Es decir que la necesidad de generalizacién en geometria los llevé a la idea, en un
determinado momento, de dar a las proposiciones y los métodos una mayor'

fundamentacion. Los llevo a la exigencia de una prueba mas rigurosa.

El factor filoséficc es para el autor “la edificacion axiomdtica deductiva” (EGGERS LAN,
1995: 25). Eggers Lan analiza diferentes textos originales de filosofos y matematicos
griegos para determinar que la esencjia y uso de la deduccidn, es el causal aristotélico
aplicado a la matematica (EGGERS LAN, 1995: 32), “lo que, dadas ciertas cosas, se sigue
necesariamente”, y por lo tanto tiene su origen en la filosofia . v

Rastrea el origen de lo deductivo en un griego no matematico como Parménides, en un
poema épico dedicado a persuadir, en el que se demuestra que es logicamente imposible lo

contrario de lo que se afirma.

Entre los matematicos ubica a Teodoro ¢ Hipdcrates. Teodoro porque mostr6 graficamente
o hizo aplicacién de superficies, en casos donde no pudo aplicar la “epharmozein”, e
Hipdcrates porque, para proponer su método de exhaucion para el calcule de superficies

cubriendo circulos con poligonos y pasando al limite tuvo que utilizar - con un alto grado
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de probabilidad — una forma de razonamiento deductivo. En cuanto la presencia de la
deduccion en los Elementos de Euclides,nseﬁala que hay un momento de la presentacion (el
teoréma I 35) en el que se plantea un problema que no se puede resolver con regla y
compas, sino que es necesario probar la igualdad de areas de distintas figuras. Aparece
entonces una novedad radical en el desarrollo de la obra, pues no se puede avanzar mas por

un procedimiento empirico, hay que recurrir a lo deductivo.

Con respecto al tercer factor que motorizé el cambio en la matematica, Eggers Lan sefiala
que también implicé la necesidad de independizar los razonamientos:de la experiencia al
plantearse el problema de los irracionales, y entonces “partir en sus razonamientos de
principios deductivos”. En la bisqueda de pautas para la argumentacion sistematizaron la

fundamentacidn axiomatica de los razonamientos matematicos.

“Y tal vez esa organizacion sistemdtica no haya existido hasta que
Teeteto y Eudoxo con los trabajos sobre lineas irracionales y con la
teoria de la proporcién permitieron domefiar matematicamente el ambito

de la irracionalidad”. (EGGERS LAN, 1995: 42)
Tienen relevancia sintetizar del trabajo de Eggers Lan las siguientes conclusiones:

*El afan de generalizacion propio de los matematicos griegos ligado a la idea de

rigurosidad estuvo en el origen de la demostracion.

¢ Lo deductivo de la demostracion, la idea de necesariedad, tiene raiz filoséfica pues

esta en relacidn con el causal aristotélico.

eLa posibilidad de partir en los razonamientos de principios axiomaticos, estuvo
ligada a un cambio mas amplio que incluyo la posibilidad de tratar

matematicamente la irracionalidad numérica.

En cuanto al trabajo de Arsac, éste tiene el propdsito de analizar la historia para buscar
pistas en relacién con la ensefianza de la demostracion, y por ello lo califica como un
trabajo de epistemologia didactica. Parte de considerar la demostracién como un tipo
particular de prueba y ésta como un tipo particular de explicacion, segun la diferenciacion

de Balacheff, que se ha sefialado anteriormente.
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Desde esta perspectiva, son pruebas pero no demostraciones, las aserciones geométricas
probadas recurriendo a figuras que parécen en la matematica hindii, por ejemplo la
deméstra'cién de la propiedad de Pitdgoras por areas equivalentes. También son pruebas
pero no demostraciones las realizadas por los escribas egipcios, quienes verifican los
resultados para probar la justeza de los calculos efectuados. Por ejemplo el volumen del

cono circular recto en el papiro de Ahmes.

Arsac también se ubica en el debate de las razones que influyeron en el origefi de la
demostracion, sefialando — al igual que Eggers Lan - que la historia de esta época es

conocida por los comentadores, pero no se cuenta con textos de matematicos.

Una de las razones es de indole social. Utilizando como fuente a Szab6, menciona la
influencia sobre los matematicos de las costumbres de la sociedad griega y su uso del
debate pﬁblico y la argumentacién libremente contradictoria como regla de juego
intelectual paré la vida politica. La transformacién de la matematica en ciencia hipotético

deductiva seria la aplicacion de las reglas del debate argumentativo a la Matematica.

Refiere que Szabo atribuye a P_arménides y Zenén de Elea el origen de la transformacion
radical de la Matematica que simultineamente precisa los objetos de esta ciencia y los
define axiomaticamente como idealidades, objetos de pensamiento, y las reglas de

manipulacién, en particular la demostracion que permite distinguir los enunciados

. verdaderos.

Otra de las razones €s qufe (por el “principio de economia” de Bourdieu, que funciona en
una comunidad productora de conocimiento: no se movilizan mas razones logicas que las
necesarias para la practica) la aparicion de un conocimiento se da cuando es indispensable
para la resolucién de un problema. Y plantea que, en este caso, es el problema de la

irracionalidad.

Con respecto a la relacion entre irracionalidad y demostracion, Arséc hace un minuciosd
analisis. Dice que el problema de la irracionalidad de V2, se confunde en ocasiones con el
problema de la inconmensurabilidad del lado del cuadrado con la diagonal. De hecho si
bien se trata de un mismo problema, se puede mirar en dos marcos diferentes. En el

aritmético, se trata de constatar que el niimero 2 no admite raiz cuadrada racional, y en el
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" geométrico, se constata que la diagonal de un cuadrado no admite parte alicuota comun

con el lado.

En el marco aritmético, el problema es el de existencia, que no puede tener mas que una
respuesta negativa gracias a un razonamiento por el absurdo, y la idea de unicidad de la
factorizacion con los niimeros primos. Esa demostracion es la siguiente: Si V2 fuera
racional, se podria escribir

2

V2 =p/q (donde p y'q SOn NUMEros enteros)

‘En tal caso se puede suponer que no tienen ambos el factor 2, pues en caso contrario se
~ podria simplificar la fraccién dividiendo numerador y denominador por 2. Elevando ambos

miembros al cuadrado resulta:

2=p2/q2,0sea 2q2=p2
De aqui resulta que p debe tener el factor 2, lo que no es posible porque se parti6 de

suponer que ni p ni q tenian el factor 2.

El problema en el marco geométrico es que es imposible constatar en la figura la
inconmensurabilidad, al contrario, la ekperiencia inmediata  concluiria con la
- conmensurabilidad. Por lo tanto, la inconmensurabilidad sélo puede concemnir a objetos
- mateméticos ideales y sdlo pueden ser objcto de una demostracién (y no de una
mostracion). Por lo tanto, el reconocimiento del fenomeno de la inconmensurabilidad en el
marco geométrico implica la existencia de la demostracion. Si el teorema de Pitagoras

puede ser “mostrado”, el de la inconmensurabilidad sélo puede ser “demostrado”.

Esto lleva a dos preguntas, a saber: como tropezaron los griegos con el problema de la
inconmensurabilidad, y si el razonamiento por el absurdo estaba presente en el siglo —V

conio modo de validacién de una afirmacién dentro o fuera de la matematica.

Para responder a la primera pregunta, dice Arsac, que la matematica griega
predemostrativa aun no estaba individualizada como campo y no es posible separarla
metodologicamente de la filosofia y de la fisica. Estaba dominada por el pensamiento

- pitagorico, del que retiene dos caracteristicas: C1, todo es niimero, y C2, no hay diferencia
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entre el dominio geométrico y el fisico, hay un sincretismo fisico-matematico y una

ausencia de distincion entre lo real y lo pefcibido.

En geometria esto significa que se puede considerar un segmento como una serie de puntos
consecutivos y separados, asociar a cada segmento un nimero y adjudicar a todo par de
segmentos una relacion de enteros (por sus conocimientos en musica). En tanto uno se
ocupe de magnitudes concretas, siempre es posible encontrar por mediciones una relacién
racional, siempre es posible encontrar una parte alicuota comin. Pero por otra parte, la
geometria admitia la divisibilidad infinita de segmentos o dicotomia infinita pues se podia
hallar con regla y compas el punto medio de un segmento, con lo que se llega a una

contradiccidn que era posible por la ambigiiedad de la nocién de punto.

Frente a este pensamiento, aparece el problema de la inconmensurabilidad en diferentes
contextos, por ejemplo en la relacion entre el lado y la diagonal del pentagono. Para
construir la parte alicuota comun mayor posible entre dos segmentos, se va restando el
menor del mayor cada vez y si se llegara a cero serian segmentos conmensurables Sino lo
son el proceso sigue hasta el infinito y la diferencia de longitud de. dos segmentos

sucesivos tiende a cero.

Este fenémeno cuestiona las ideas del pitagoﬁsmo. La solucién delv problema requiere de la
definicién de los objetos dela geometria como objetos de pensamiento donde las reglas de
manipulacién estan fijadas por les axiomas, y las propiedades sean establecidas por
demostraciones. En sintesis, en el  marco - geométrico aparecen las relaciones entre
irracionalidad e inconmensurabilidad, por lo que el problema de 1/’os irracionales se

resuelve en marco aritmético (no existe su raiz).

Con respecto a la presencia del absurdo en el siglo -V, nuevamente Arsac acude al trabajo
de Szabd para sostener que luego de constatar el obstaculo en el seno de la matematica, se
inicia una etapa de rechazo a la experiencia sensible y a intuicion. El obstaculo interno se
supera al precio de una refundacién total del cardcter mismo de las matematicas. Y se

supera gracias al aporte externo, segun Szabd, de los eleaticos.

LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA Y LA FORMACION DEL PENSAMIENTO, Prof Graciela Chemello

223-



Para ellos el mundo sensible no puede ser el objeto de un conocimiento verdadero. La
verdad no es accesible por la observacién sino sélo p;)r el pensamiento puro. Estos objetos
son no-contradictorios se puede probar una afirmacién sobre ellos, mostrando que su
negacién implica contradiccion. Asi el razonamiento indirecto es adaptado para estos
objetos “hay otra cosa para hacer, no es suficiente suponer que un objeto existe y
examinar las consecuencias de esta suposicion, es necesario suponer que ese mismo objeto
no existe si quieres plantear a fondo tu gimnasia...” (puesto en boca de Parménides en “Le
Parmenides” de Platén). Como ejemplo de razonamiento indifecto cita un poema de
Parménides, y es usado sistematicamente por Zenén, quien es para Ar_iétételes el fundador
de la dialéctica (un entrenamiento del razonamiento que es una deduccién que toma como

punto de partida razonamientos admitidos y obtiene consecuencias contradictorias a fin de

refutarlas).

"Un espiritu contempordneo sostendria que es la ruptura con la realidad
de los objetos geométricos lo que le permite a la Geometria tomar el
lugar de conocimiento verdadero. También que el conocimiento de los
irracionales se construye contra la racionalidad en el sentido de

Bachelard”. (ARSAC, 1987: 241)

Arsac plantea finalmente que lo que es imposible decidir es si la influencia elestica se da
directamente o a través de Platon que tenia por discipulos a Teeto y Eudoxo que ponen a

PSR TPE R N 1o temm il
- punito el pi oblema de la irracionalidad.

Reteniefldo las conclusiones de Arsac respecto de cémo la irracionalidad provoca una
contradfccié_h interna en el seno de la matematica griega, y como se resuelve se puede
sintetizar lo siguiente. Por un lado, por las concepciones pitagdricas (en especial su
panartimetismo), y como en esa época no estaba definida la matematica como campo de
pensamiento no se puede hablar de origen interno o externo. Pero la irracionalidad da
origen a2 un nudo de contradicciones que van a llevar a individualizar un campo, la
matematica y en particular la geometria. (se podria hablar de problema interno). Por otro
lado, el modo de pensamiento de la sociedad en esos tiempos, el eleatismo, influye
ampliamente en la solucién definitiva que va paralela con la configuracién de la

Matematica como ciencia hipotético deductiva.
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Del trabajo de Arsac interéesa retener que:

« Si bien la irracionalidad provoca una contradiccion interna en el seno de la
matemadtica griega, la eleccion de la solucion fue ampliamente influida por la

sociedad griega.

e La revolucion ocasionada por la irracionalidad en la matematica griega esta signada

por la aparicion simultanea de:
« los objetos matematicos como objetos ideales.
e los enunciados generales

e las demostraciones que prueban las afirmaciones apoyandose unicamente en
axiomas, definiciones y reglas de la ldgica, en particular la del tercero

excluido.

Las coincidencias entre ambos trabajos, el de Eggers Lan y el de Arsac son entonces:

» el problema de los irracionales est4 asociado a la transformacion de las matematicas

en una ciencia que usa la demostracién para probar la verdad.

e esta transformacion también implico el uso de axiomas, es decir un cambio de

status en los objetos de la matematica.

El sentido de la actividad de demostrar

Tanto Barbin (1988) como Le Fevre (1991) han 'realizado trabajos en los que marcan

etapas en la evolucion de la demostracion.

Barbin estudia tres grandes etapas pues analiza esta evolucion en funcién del sentido

que tiene en cada una de ellas la actividad de demostrar.

En la primera etapa, que comienza en el mundo griego en el siglo -V y hasta el siglo XVII
la demostracién,v dice Barbin, aparece como un modo de convencer en un debate

contradictorio. Tiene las caracterisitcas se han sefialado en el apartado anterior, es decir tal
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como aparece en los Elementos de Euclides. Frente a la crisis de los irracionales, nuevos

objetos y nuevos métodos.

En la segunda etapa que se inicia el siglo XVII y se extiende hasta el siglo XIX, se produce
una expansion considerable de los objetos conceptos y métodos. La demostracién tiene por
finalidad esclarecer mas que convencer y los métodos de descubrimiento juegan un rol
central. El término esclarecef se entiende como hacer comprender (a otros o a si mismo)
por qué un enunciado es verdadero, es decif en convencer por la comprension mas que
convencer solamente por un razonamiento sin fallas. No ‘s trata de forzar a la razon a
reconocer la validez légica de una argumentacion, sino mas bien de hacer ver y por lo tanto
comprender ciertas ideas o ciertas relaciones de ideas o de ﬁgufas. Seglin Barbin es una

ruptura importante en la historia de la demostracién matematica.

En la tercera etapa, que se inicia en el siglo XIX, aparece la busqueda de retorno al rigor
como un modo de poner orden frente a importantes transformaciones en la disciph'na.. Enla
geometria, por ejemplo, que habia tenido el dominio de la evidencia y la certeza, tanto que
habia permitido rodear la crisis de los inconmensurables, se produce una transformacion
mayor, la del concepto de espacio, a partir de la busqueda de demostracion del V
postulado. En esta busqueda de rigor, frente a la denominada crisis de fundamentos,

aparece la escuela formalista (Hilbert), que abandona el sentido por la forma, y apunta a

- establecer la coherencia més que la verdad. Se da una nueva concepcion de los objetos

matematicos. Para los formalistas, los objetos de la matematica definidos por la axiomatica
no tienen existencia objetiva sino que tienen que satisfacer el principio de no-contradiccion
interno a las matematicas. La demostracion retoma a su sentido de convencer por un

razonamiento sin fallas y ajustado a las reglas de la légica.

Para Barbin,

e considerar la actividad de demostrar en los periodos histéricos de sistematizacion
de conocimientos, y en los de creacion y descubrimiento, permite reconocer en los
primeros el sentido de convencer y en los segundos el de esclarecer o hacer

comprensible aquello que se afirma.
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Del trabajo de Le Fevre es significativo tomar para este estudio dos aportes, en relacion
con su sefialamiento de los limites de la demostracion en la empresa de sistematizacion de

la matemética, y en relacion con la actividad de demostrar en el sentido de comprender.

En relacién con la primera cuestién, recuerda a Goedel, quien publica en 1930 uno de los
textos mas notables de ldgica matematica, en el que afirma que no se puede probar la
coherencia (no contradiccion) con la logica ﬁsual, porque todo sistema coherente contiene
proposiciones indecidibles. Esto derriba la concepcion unénime de la matematica. Se
obtienen resultados bien diferentes segun cudles sean los axiomas. (Si, partiendo de un
conjunto de axiomas se llega a un enunciado indecidible, se abren dos caminos, tomar o no

tomar ese enunciado).

Sefiala Le Fevre que, aunque esto no ha sido el final de las matematicas ni el final de las
demostraciones, ha forzado a constatar los limites de la tarea comenzada hace veinte siglos
por los griegos, en el que la demostracion era el instrumento de sistematizacion del
conocimiento matematico en un todo coherente. Continuaré siendo posible hacer
demostraciones, pero al interior de sistemas bien definidos y con instrumentos también

bien definidos. Nuestro conocimiento esta condenado a la incompletitud.

En relacion con la actividad de demostrar en el sentido de comprender, propone considerar
la marcha demostrativa como ocasién de relacionar, de descubrir lazos entre conceptos y
resultados diversos, de estabiecer dependencias conceptuales. Es un ejemplo de este valor
como instrumento para la produccién de conocimientos, el que relata SINGH (1997) de la
reciente demostracion del célébre ﬁltimo teorema de Fermat ( xn + yn = zn no tiene otra
solucion entera que n=2) real;izadzi por Wiles después de mas de 300 afios. En realidad,
Wiles demuestra una conjetura a partir de la cual el teorema es cierto. La historia de los
avances en la demostracion, utilizando conjeturas y equivalencias, reduciendo casos, y
relacionando entre si conceptos y teorias de distintos ambitos de la matemética, es un

ejemplo de esta capacidad de relacionar.

Destaca Le Fevre que en el siglo X V1, la necesidad de encontrar y probar a la vez, da lugar
a retomar el método de anélisis propuesto por Pappus y Thedn, que implica un cambio de
direccion del movimiento del pensamiento, de lo desconocido a lo conocido, de lo que se

esta por establecer a lo establecido. Viete es el mas ilustre de aquellos que quieren
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rehabilitarlo. Para conjugar-las virtudes heuristicas de un método propio de descubrimiento
“con la necesidad de respetar y asegurar la verdad de las proposiciones, habria luego que

hacer el camino inverso.
Resulta conveniente retener de Le Fevre,

ela profundizacion del sentido de comprender asociado a encontrar nuevos lazos
5 - .
entre conceptos y resultados y a reconocer un doble movimiento del pensamiento

en el proceso de creacion de nuevas matematicas.

Cambios y permanencias en la demostracién

En relacién con las demostraciones, la actividad de demostrar, y los matematicos que

desarrollan esta practica, se ha consultado el estudio de BKOUCHE (1989).

Desarrolla la idea de que la demostracién no es inmutable, no solo en lo que atafie al
sentido de esta actividad, también hay grandes diferencias en cuanto a los objetos, a los
métodos, al vocabulario y la forma de presentacién que asumen. Al respecto, Bkouche
compara dos demostraciones distantes 2000 afios, y que se dicen andlogas: un caso de
igualdad de trisngulos de Euclides, con la ayuda de desplazamientos rigidos y
superposiciones y un caso de geometria afin demostrado por los métodos del 4lgebra lineal
aplicada. Sin embargo, tal como sefiala Arsac (RDM 9.3.) faltan estudios con respecto a los
cambios de forma de la demostracion en la historia y a los problemas lingiisticos al

considerar el aspecto social.

Asimismo hay que sefialar que algunos estudios advierten acerca de necesidad de recuperar
que matematicos de una misma época pueden tener concepciones y usos diferentes de la

demostracion.

En relacion con las permanencias, Bkouche quien se pregunta si es posible relevar, a través
de las transformaciones histdricas, caracteres sostenidos a lo largo del tiempo de algo que

convenga llamar demostracion para elegirlos como objetivos centrales de su ensefianza.
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El autor sefiala tres: el caracter a priori, el caricter de necesidad y el caracter de

universalidad. Arsac explica la significacién de estos caracteres desde su punto de vista:

eel caricter a priori nos lleva al hecho de que la demostracion da la posibilidad de
economizar la experiencia . Aqui experiencia entendida en sentido amplio (puede
ser sobre un objeto que ya tiene status matematico, por ejemplo experimentar el
hecho de que el cuadrado de un numero impar es impar) La manipulacion de
objetos es reemplazada por una manipulacién de ideas, un razonamiento que apunta

a una certeza superior.

e esta certeza expresa ¢l caracter de necesidad de las conclusiones demostradas, a las
cuales no se podra oponer alguna constatacion empirica contraria (por ejemplo, en
geometria, algiin dibujo particular). Pero esta necesidad no puede ser atendida mas

que a través de un cierto namero de reglas suficientemente rigidas.

een fin, el caracter universal de la demostracion hace alusion al hecho de que los
caracteres precedentes suponen que los objetos sobre los cuales se razona, que
siempre estan presentes en la demostracion, aun cuando no se reduzcan a €l, tienen

un status de abstraccion.

A modo de sintesis del capitulo, conviene comparar los aspectos que se han retenido como

relevantes de los trabajos estudiados.

o+)

Cuando la comunidad griega se enfrenta al problema de los irracionales, y para dar
solucién a esta cuestion, aparece la necesidad de usar la deduccion para probar la verdad,
con lo que sus verda;ies son verdades necesarias, y los objetos matematicos cambian de
status, pasan a ser objetos ideales. El origen de la demostracion esta entonces asociado al

' surgimiento de la Matematica como disciplina autonoma.

Una mirada histérica que reconoce antecedentes a la demostracion griega y una evolucion
- en sus formas, lenguajes, y objetos a los que se refiere, permite considerar periodoé mas
ligados a la sistematizacién de lo conocido, y recuperar que tal organizacién aporta nuevo
conocimiento, y periodos en que prima la expansién de la ciencia, los nuevos problemas y
nuevos conceptos e instrumentos para abordarlos. En concordancia con estos periodos, - y
tal vez alternativamente predominantes cuando un matemdtico demuestra - convencer a

otros cuando ya estd convencido quien demuestra, o intentar comprender descubriendo
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" nuevos conocimientos son dos sentidos posibles de la actividad de demostrar, Y en esa
actividad, un doble movimiento del pensamiento, partir de un resultado conjeturado y
buscar las relaciones que permiten obtenerlo como resultado, y luego deducir paso a paso

de lo conocido a lo desconocido.

Por iltimo, algunas caracteristicas han permanecido a lo largo de la historia como propias
de la demostracion: el caracter a priori de sus enunciados que lleva al hecho de que la
demostracién dé la posibilidad de economizar la experiencia, el caracter de necesidad de
las conclusiones demostradas por el funcionamiento de un cierto nimero de reglas
suficientemente rigidas, y el caracter universal de los objetos sobre los cuales se razona

que tienen un status de abstraccion..

LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA Y LA FORMACION DEL PENSAMIENTO, Prof Graciela Chemello -30-



3. LA DEMOSTRACION EN CONSTRUCCION DE LA
RACIONALIDAD MATEMATICA.

En este capitulo, se retinen los analisis derivados de nuevos estudios, pero también se
retoman en una nueva perspectiva, las conclusiones del capitulo anterior. El proposito es
com;ﬁrender cual es el lugar de la demostracion en la matematica para asi derivar pistas
para pensar su enseflanza, y qué relacién tiene con la formacién de raz:onamiento en los

jovenes.

La demanda social que reciben sostenidamente los profesores de matematica es,
centralmente, la de ensefiar a razonar. Si un alumno no trata un problema razonando

matematicamente, se dice que tiene una falla de razonamiento, una falta de légica, que ha

hecho cualquier cosa, que es incapaz de comprender. Lo que ocurre en muchos casos.es™ -

que el razonamiento utilizado respeta la logica estdndar de la vida cotidiana, pero no
necesariamente la l6gica matematica.

Todas las expresiones sefialadas son de desilusion frente a la ausencia de una racionalidad
cientifica de cuya ensefianza se responsabiliza a la Matematica y que pareciera que muchos
profesores consideran un saber que el alumno tiene o no segin cudles sean sus

capac1dades y por lo tanto no lo consxderan un contenido de ensefianza.

Razonar mateméticamente es un saber que se debe ensefiar como parte esencial de la

ensefianza de laf matematica, y para fundamentar esta afirmacion, se presenta este capitulo.

1

Actividad matematica, validacion y demostracién

La actividad matematica frecuentemente ha aparecido en la version escolar, como asociada
unicamente al razonamiento deductivo, es decir que éste se ha mostrado como el modelo
de pensamiento en esta actividad. Sin embargo, la practica cientifica esta muy lejos de este
modelo. Cada comunidad cientifica, se ocupa de producir y comunicar conocimientos en
un cierto dominio, y cada una tiene sus reglas de juego en relacion con estas actividades.
- En este apartado, se daran algunas notas respecto de la produccion y en particular de la
validacion de conocimientos en matematica, tomando trabajos de investigadores que

analizan esta problematica con intencionalidad didactica.

LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA Y LA FORMACION DEL PENSAMIENTO, Prof. Graciela Chemelio

-31-



La produccién en la ciencia, estd ligada a procesos de resolucién de problemas.
Histéricamente se conoce que los conceptos han surgido como respuestas a problemas de
diversa indole, que en algunos casos fueron reformulados. y resueltos con los
conocimientos existentes, mientras que en otros casos dieron lugar a la construccién de
nuevos recursos matematicos. El investigador continia esta tarea, resuelve problemas no
resueltos. Esta actividad implica, entre otras cuestiones, el uso de formas de razonamiento
diversas tanto deductivas como no deductivas. El proceso de resolucidon comienza cuando,
quien larlleva adelante, toma a su cargo la tarea problematica, momento en el cual el

estudio entra en una fase exploratoria. Al respecto, es ilustrativo el siguiente sefialamiento:

“Se trata de una fase en la que no se dispone de una formulacion
sz)ﬁcientemente precisa del problema dado y que vuelve a aparecer
cuando, aun disponiendo de un enunciado matemadtico preciso no se sabe
cudles serdn las herramientas matemadticas mds adecuadas para
abordarlo. En esta fase juega un papel importante lo que el matemdtico
Polya llamo el pensamiento matemdtico plausible o conjetural, es decir
el arte de formular conjeturas. ...Nos referimos aqui a aquel momento
del trabajo del matematico en que uno debe saber alejarse de lo que se
acostumbra a considerar la certeza matemdtica para ponerse a razonar
con lo probable o verosimil”. (CHEVALLARD, GASCON, BOSCH,
1997: 130/132)

Segun Polya, hay patrones o leyes que rigen el pensamiento plausi_bIé, y éstas son de
distinta naturaleza que las leyes logicas utilizadas para demostrar resultados matematicos
bien formulados, lo que se suele llamar razonamiento deductivo. Ambas formas de

pensamiento se complementan y son imprescindibles en la actividad matematica.

Las formas de razonamiento en la fase exploratoria no son necesariamente deductivas. Tal
.como se adelant6 en la introduccién, se considera razonamiento heuristico a la actividad
intelectual, muchas veces no explicita, de manipular informaciones para, a partir de datos,
producir nuevas informaciones. Esto ocurre de diversas formas: cuando el punto de partida
es un hecho singular y al término del proceso se concluye en una ley general en cuyo caso
se denomina proceso inductivo, cuando se intenta derivar una conclusion particular de un

hecho general, en cuyo caso se trata de un proceso deductivo, también si se trata de un

LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA Y LA FORMACION DEL PENSAMIENTO, Prof Graciela Chemello -32-



razonamiento por analogia que basandose en ctiertas semejanzas comprobadas infiere otras

\

6
que no pueden comprobarse.

En cuanto a la validacién de los conocimientos, en este estudio se toma la posicién de

considerarla una parte de la produccion, dificilmente disociable de la resolucion.

Margolinas plantea al respecto:

“Comienza en general al fin de un trabajo de resolucitn de un problema
matemdtico, es decir en el momento en el cual se necesita saber si el
resultado obtenido conviene al problema planteado. El punto de vista de

la validacién comienza pues con el examen del fin de una resolucion”.

(MARGOLINAS, 1993:22) .

Se coincide con Margolinas respecto de que al fin del proceso de resolucion se da una

etapa de validacion, pero sin desconocer que durante el proceso de resolucién se pueden ir

dando validaciones parciales. Validar el conocimiento producido, es garantizar que las -

proposiciones son verdaderas, y en Matematica, esto tienen una particularidad, como se

expresa en el parrafo siguiente:

“El funcionamiento del conocimiento para el alumno debe aproximarse,
gracids al aprendizaje, al funcionamiento del saber en la matemadtica”™
oo “Una de las funciones de la matemdtica es permitir la anticipacibn de
los resultados de una accion. Anticipacion que iinplic’a un doble
i movimiento: la prediccion y la garantia de validez de la prediccién” ...
“Retomando el vocabulario que utiliza en particular Bachelard, digamos
que las proposiciones matemdticas son apodicticas (necesariamente
verdaderas, estén donde estén) y no asertoricas (verdaderas de hecho).
El descubrimiento del cardcter apodictico de las proposiciones
matemdticas forma parte del aprendizaje. Este lazo crucial entre o
matemdtica y verdad apodictica coloca el punto de vista de la validacion

en el centro de los problemas de ensefianza de la matemdtica”

(MARGOLINAS, 1993: 23/24)

& Algunos estudios consideran también razonamientos abductivos (Panizza, 2000).
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La problematica de la validacién, que trata sobre el estudio de las diferentes formas de
prueba en la actividad matematica, incluye la de la demostracion, Ginico instrumento valido

para la comunidad cientifica.

Balacheff ha sefialado que la validacion de los conocimientos producidos, requiere
considerar dos dimensiones, la 1égica ligada al tipo de razonamiento involucrado, y la
social ligada a las interacciones entre los sujetos que intervienen en el debate. Tomando
= esta cuestion, marca diferencias entre tres términos que son usados frecuentemente como

sinénimos: explicacién, prueba, y demostracién.

“Explicacién es un discurso que apunta a hacer inteligible el cardcter de
verdad adquirido por el locutor, de una proposicién o resultado.

Prueba es una eﬁcplicacio'n' aceptada por una comunidad dada en un
momento dado. Esta decision puéde ser objeto de un debate donde la
exigencia para determinar un sistema de validacion comun a los
interlocutores es la significacion. |

Demostraciones son pruebas que adoptan una forma particular. Son una
‘serie de enunciados organizados siguiendo reglas determinadas: un
enunciado es conocido como verdadero o se deduce a partir de los que le
preceden con la ayuda de una regla de deduccion tomada de un conjunto

de reglas bien definidas. ” (BALACHEFF, 1987)

Tomar en cuénta también el aspecto social no implica relativismo respecto de la verdad de
cada enunciado matematico, sino acuerdo entre los matematicos de una determinada épo?:a,
sobre la aceptacion o no como valida de una demostracion, aceptacion ligada al conjunto
de conocimientos disciplinares del momento, la fundamentacion dada desde la l6gica de

las reglas utilizadas y las necesidades de avance o no de los resultados y sus aplicaciones.

Al idear y experimentar situacioneé de enseflanza para investigar los tipos de prueba
utilizadas por los alumnos, Balacheff, elabora una jerarquia de pruebas: unas de marcha
“empirica (el empirismo naif, la experiencia crucial, el ejemplo genérico) y otra de marcha
intelectual (la experiencia mental). Las pruebas pragmaticas tienen sus raices en el sentido

comun, y no son consideradas pruebas en la comunidad cientifica. Se apoyan sobre saberes
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practicos, jugados esencialmente en la accion. Las pruebas intelectuales demandan que

esos conocimientos puedan ser tomados como objeto de reflexién o de debate.

Su conclusién es que la evolucién de las pruebas pragmaticas a las intelectuales en el

alumno y en particular la elaboracién de demostraciones requiere de tres factores que

interactuan fuertemente

“El polo de los conocimientos de los alumrios
El polo del lenguaje »
El polo de la racionalidad o de los tipos de racionalidad que subyacen a

las pruebas producidas. "(BALACHEFF, 1995: 159/160)

Otros investigadores, también estudian este cambio en el alumno. Duval por ejemplo, se

pregunta si el cambio de punto de vista del alumno en relacidn con el razonamiento,
.cuando pasa de un razonamiento natural a un razonamiento matematico implica una
_continuidad o una ruptura. Lo analiza en términos de comparaci6n entre el funcionamiento

cognitivo de la argumentacion y el de la demostracion.

Aungue este tema del cambio en el alumno es de gran interés para pensar la ensefianza de
la demostracion, no se avanzard en mas cuestiones al respecto, pues en este estudio no se
pretende analizar el funcionamiento de la clase. Interesa si profundizar en las relaciones

- entre demostracidn y racionalidad.
Razonamiento deductivo y racionalidad matematica
Para aclarar el sentido que se le da en este estudio al término racionalidad empleado por

Balachef, es posible considerarla como una nocion cercana a la de “marco epistémico” de

Garcia, quien refiriéndose a ella dice:
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“Esta expresion, ... representa un sistema de .pensamiento, rara vez
explicitado, que permea las concepciones de la época en una cultura
dada y condiciona el tipo de teorizaciones que van surgiendo en distintos
campos del conocimiento. Cambios muy significativos de marco
epistémico marcan grandes épocas histéricas. No se originan en las
teorias que contemplan aspectos particulares de las disciplinas, aunque
si pueden aparecer como una resultante de un cambio profundo en la

concepcion de las disciplinas”™ (GARCIA, 1993: 157).

Se trata del conjunto de instrumentos que sirven para conocer, y lo que se concibe como
posible de abordar, lo que se concibe como pregunta y lo que no. Este marco condiciona

pero no determina el marco conceptual.

La Historia de la Ciencia muestra que la racionalidad que funciona en una comunidad
cientifica, y en particular en la matematica, se construye por etapas, por ensayos, errores y
elecciones que dan lugar a confrontaciones en el interior y entre las comunidades (KHUN,

1995).

i

Un cambio de racionalidad no es sélo conceptual, sino también de las formas de abordaje.
Un cambio en el marco epistémico condiciona toda la disciplina pero un cambio en el
marco conceptual no. Por ejemplo, aceptar las geometrias no euclideanas fue un cambio

epistémico, pues a partir de ¢l ]a geometria ya no modeliza el espacio fisico.

“Los métodos se transforman a medida que los nuevos problemas

cuestionan su validez.” (BKOUCHE, 1989)

En su trabajo sobre el debate cientifico, Legrand sefiala cudles son los elementos que
determinan la racionalidad cientifica, o en sus términos “;cudles son los objetos de saber

indispensables para conocer qué juego se juega en las instituciones cientificas?”.

Siguiendo el criterio de Legrand, se puede considerar que la racionalidad en cada una de
las distintas practicas cientificas se da en dos niveles: la validacién externa, que esta en

relacién con la eficacia de uso de los instrumentos tedricos en su funcionamiento en
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situaciones exteriores a la teoria, y la validacién interna, es decir los criterios de validez

que rigen de manera esencial el funcionamiento tedrico.

En el funcionamiento de una ciencia se crean modelos despegandose de la realidad. La
Matematica, es el paradigma ideal de este funcionamiento porque todos sus objetos deben
ser previamente definidos, y esto le confiere una cierta simplicidad de utilizacion. De ellos
se puede decir si son verdaderos o falsos, si 0 no, paralelo o no paralelo, se pueden plantear
dicotomias. De hecho, la regla del terceto excluido funciona eficazmente en esta ciencia,

mientras que es mucho mas delicado hacerla funcionar en las ciencias aplicadas.

“Asi, contrariamente al criterio de validez comunmente adoptado en el
tratamiento racional de otros dominios de la realidad, en la Matematica
vale la regla del contraejemplo. Es por esta regla que la matemdtica
adquiere el cardcter de instrumento universal de las otras ciencias”.

(LEGRAND, 1988)

En la ciencia, la bisqueda de generalidad de las afirmaciones conduce a un proceso de
simplificacién consciente de lo real estudiado, de focalizacion sobre un aspecto especifico
o de un cambio radical de punto de vista. Este camino conduce a la retenciéon de
informacién. Por el contrario, en la vida cotidiana, aclarar la verdad reclama decir todo lo

que hay que decir sin omisiones.

Como se ha visto en el apartado anterior, para que un alumno adquiera una racionalidad
matematica es necesario conducirlo a operar un cambio en su punto de vista, pues en la
racionalidad cotidiana, no hay necesidad de formular definiciones, la regla del

contracjemplo en general no funciona, porque el principio de dicotomia y el tercero

excluido es casi siempre inutilizable, y en el intercambio interpersonal, se pone acento en’

la verosimilitud més que en la verdad, con lo que prima el principio de dar la méaxima

itiformacion para convencer ai interlocutor.

“Para que un alumno ingrese en una racionalidad que reconozca el
cardcter apodictico de las verdades matemdticas, es necesario que el
nifio perciba que comprende. Vive —en ese caso- una “mutacion

filoséfica””(Bachelard en MARGOLINAS, 1993: 24)
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A modo de sintesis, se puede decir que la problemética de la construccién de una

racionalidad matematica por parte del estudiante, esta ligada a:

ela posibilidad de utilizar diferentes formas de razonamiento para resolver

problemas,

¢ ]a consideracion de los enunciados como verdades apodicticas,

e¢cl uso de la demostracion para validar, basado en los grandes principios l6gicos:

identidad, contradiccién y tercero excluido.

ela construccién de un universo matematico que tenga sentido para el alumno, que

de lugar al uso del razonamiento deductivo, pues éste no puede ser ensefiado por si

mismo.,

“Elaborar una demostracion no es solamente deducir, es también y al
mismo tiempo construir los objetos matematicos, construir la

racionalidad matematica misma.” (BARBIN, 1989: 5) -

“El objeto de la demostracidn es aportar conocimiento sobre los objetos
matematicos” “La actividad de demostrar esta ligada a la construccion
de los objetos matemdticos y mds ampliamente del objeto de la

‘matemdtica” (BARBIN, 1989: 6)

Abora bien, entre racionalidad y demostracion, es posible considerar cual de ellas es

condicion previa para la otra. Bkouche analiza esta cuestion acudiendo a la que denomina

“epistemologia gonsetiana™:

“Es menos un discurso sobre la ciencia que una tentativa de
explicitacién de la marcha cientifica en los lugares en que ella es
balbuceante y donde, al mismo tiempo que construye saberes nuevos y
elabora métodos nuevos, debe determinar las condiciones de

legitimacion, es decir las condiciones de certeza del saber asi

construido.
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Las condiciones de certeza no residen en una garantia a priori (la
doctrina prealable, necesaria al fwzdamenio de todo conocimiento), sino
en la globalidad del saber, es sobre el saber mismo que esas condiciones
se construyen, lo que podemos resumir diciendo que “la doctrina previa

no deviene previa hasta después”.

“La actividad de demostrar no es la aplicacién de una racionalidad
determinada a priori, sino que es el lugar de construccién de esa

racionalidad” (BKOUCHE: 1989)
Se subrayan entonces, las conclusiones de este capitulo:

Para ensefiar realmente lo que es la matematica es indispensable incluir como contenido la
ensefianza de la demostracion, ya que sin ella no apareceria uno de los rasgos esenciales de
la racionalidad matematica. La demostracion como forma de validacién més exigente que
otras pruebas en el sentido de que implica no s6lo una forrha particular de abordar los
objetos, sino el status de los objetos mismos y el lenguaje utilizado para su tratamiento,

debiera aparecer como forma de introducir a los alumnos en el razonamiento deductivo,

La actividad de demostrar debiera aparecer en la matematica escolar como una forma de
validacién entre otras, que un alumno debiera realizar en el aula como parte de sus
practicas mateméticas. Para ello es necesario instalar en ei aula una forma de actividad
matematica, en la que los conocimientos vivan como respuestas a problemas, y en la que
los alumnos puedan resolver solos y también interactuando con otros, se controle la
respuesta obtenida, se reflexione sobre lo producidoi analizando las formulaciones,

debatiendo y argumentando sobre su validez.

El punto de vista que orienta la mirada sobre la demostracién como objeto de ensefianza, y

-su refacion con la formacion del pensamiento de los jovenes que se desarrolla en los

capitulos 4 y 5, se deriva de los analisis desarrollados en este capitulo con el que concluye

la primera parte del estudio.
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PARTE II: SOBRE LA EN SENANZA DE LA. DEMOSTRACION
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4. LA DEMOSTRACION EN LAS ORIENTACIONES PARA LA
ENSENANZA | |

En este capitulo se presentan los estudios sobre la ensefianza de la demostracién en el
primer’ ciclo de la eécuela media, desde 1950 hasta el afio 2000. La eleccién del ciclo estd
fundada en dos razones. La primera de estas razories, es que la obligatoriedad establecida
para el mismo desde el aflo 1994, tornaA imprescindible adecuar la ensefianza de la
matematica de modo que todos los alumnos puedan acceder a los instrumentos que ésta
brinda para su formacion intelectual. La segunda razén es que en este ciclo la nocion de
demostracién aparece por primera vez en la ensefianza, si se considera el momento en que

un estudiante la conoce en su recorrido escolar.

Se ha sefialado ya en la introduccidn que este. estudio toma la primera etapa de la
transposicion, aquella en la que el objeto de la ciencia — tal como circula en ese momento
histérico en la comunidad de referencia - es preparado para su entrada al sistema de

ensefianza, a las instituciones didacticas, y transformado en un objeto para ser enseifiado.

Esta preparacion didactica implica por una parte, un proceso de seleccidn de las obras®
matematicas que forman parte del proyecto social de ensefianza. ;Cémo se eligen y cémo
podrian elegirse en cada sociedad y en cada periodo histérico las cuestiones que deben ser
estudiadas por los jovenes ciudadanos? Las decisiones que se toman son siempre
decisiones de peso politico, fruto o no de negociaciones entre sectores sociales, pero esta
seleccion prefigura de cierta manera el cuniculup, y ciertamente es una problematica
didactica, pues no es posible separar las formulaciones iniciales del desarrollo detallado del
curriculum. En este estudio se parte de los objetos ya designados como aquellos que se
deben ensefiar en la escuela media sin abordar la cuestién de su seleccion, sino que se
analiza cuiles son los rasgos generales que ha asumido la demostracion en la presentacion
~ a los profesores en tanto interlocutores de una priniera etapa"de la transposicidn, qué lugar
tiene la demostracion en el conjunto de los conocimientos que la escuela es responsable de

ensefar.

7 Se denomina primer ciclo de la escuela media, al que hoy es el tercer ciclo de ia Educacién general Bésica,v
y antes del afio 1996, el ciclo basico, o 1ero., 2do. y 3er. Afio de bachillerato, comercial y técnica.

8 Obra como se usa en Chevallard 1997, como fruto de la accion del hombre, como resultado de decisiones o
ausencia de decisiones, y si son obras no acabadas son “obras abiertas”
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Interesa considerar en este trabajo aquellos elementos que intervienen en la conformacién
del objeto de ensefianza que percibe el profesor dé matematica sin profundizar en la
continuidad de este proceso en el seno de las instituciones de ensefianza. Se toman los
elementos que inciden sobre la concepcion que €l fue adquiriendo a lo largo de sus
practicas desde su formacidén inicial como profesor y en el tramo ya recorrido de su
trayectoria profesional, y es mas, recuperando su propia historia como estudiante de la
escuela media. ‘ |

Esta investigacion se ha realizado a partir de tres tipos de materiales: pbr un lado aquellos
que permiten definir las orientaciones para la ensefianza: los libros de matematicos y los
documentos regulatorios, y por otro, los libros de texto. Cada material se ha observado

para analizar diferentes cuestiones, a saber:

v" Los libros de matemadticos preocupados por la educacion sobre la ensefianza de su
disciplina, cuya opiniéon fue altamente valorada y seguida — al menos en los |
propésitos de su tarea - por los profesores de su época, y publicaciones mensuales
que llegan a algunos grupos de escuelas privadas, han dado lugar a indagaciones
sobre la concepcion de matematica de la época y.de su enseffanza, o al menos la de
muchos de sus contemporaneos pues al explicitar la manera en que ellos piensan su
disciplina han influido en el resto. Ademés, los autores elégidos fueron activos
participantes de las en las dos dltimas reformas. También se relevaron cuando fue
posibie sus concepciones de aprendizaje y de ensefianza, 481 como sus comentarios

acerca del razonamiento y las demostraciones.

v" Los documentos oficiales regulatorios de la ensefianza, tales como los programas,
resoluciones y circulares del Ministerio de Educacién, y documentos curriculares
de distinto tipo, permiten analizar como aparecen la demostracién y la formacion
del razonamiento. Si aparecen en los objetivos, o en los contenidos, en tal -caso en
relacion con qué otros se presentan, si se deben evaluar y con qué estrategias
ensefiar, etc. Si han tenido una preparacion didactica que contemple o no sus
diferencias con el objeto de saber en la matematica. En estos documentos, se
tomaron las referencias a términos como: prueba, teorema, argumentacion,
conjetura, demostracion, deduécién, induccién, inferencia, hipotesis, justificacion,

resolucion de problemas, propiedades caracteristicas, resolucién de problemas.
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v Los libros de texto, producidos en la Argentina en el circuito privado, continuan
definiendo los contenidos de la ensefianza curriculum en términos de alcance y

organizacion, asi como las practicas docentes, las actividades de los alumnos.

Los analisis de los libros de texto para estudiantes de la escucla media de diferentes
épocas, modalidades, autores y afios —siempre dentro del primer ciclo, y se presentan los
analisis y conclusiones en el capitulo cinco. |

Los andlisis e interpretaciones realizados de los dos primeros tipos de materiales parten de
' considerar la cuestién relativa al curriculum en Matematica. Distintos autores han definido
el curriculum de diferentes formas que van desde “un programa estructurado de contenidos
concretos de uﬁa disciplina”, hasta el “conjunto de toda la experiencia que tiene el nifio
bajo la tutela de la escuela”. En este estudio se considerard, como lo plantea Chevallard,
que el curriculum de matematica es el conjunto de especificaciones en relacién con el
aprendizaje y la ensefianza de los objetos matematicos designados para ser ensefiados.
Segun la relacion entre los aspectos matematico y los psico — socio — pedagégicos que

i

intervienen en el curriculum, se pueden considerar al menos dos perspectivas.

En una concepciéon donde el aspecto matemdtico se considera no problemaético, se
mantiene la ilusion de transparencia entre elzobjeto de saber en la ciencia y el objeto de
ensefianza, y se intenta imitar con mayor o menor fidelidad la obra matemétiéa. En este
. caso, la-elaboracién de curriculum se centra principalmente en las cuestiones referidas a les
aspectos psico — socio - pedagogicos.
|

En la concepcién de la Didactica de la Matematica, la elaboracién del curriculum implica
una adaptacion escolar de la obra matematica, una reconstruccién de la misma para su
ensefianza. El hecho de que el curriculum es un texto escrito, una “textualizacion del saber
realizada para su entrada al sistema de ensefianza”, requiere de varios procesos, el de
-seleccion de fragmentos del saber, ¢l orden en que serd expuesto y el lenguaje con que sera
expresado, la organizacién de una secuencia segun un criterio que contemple tanto las
caracteristicas particulares de los objetos matematicos como las formas de apropiacion de
los alumnos, lo qué se traducira en términos de alcance de cada saber en cada etapa de la
secuencia elegida, la distribucion temporal en los ciclos, y afios de la escolaridad. En fin, la

adaptacién a las restricciones del sistema de ensefianza, donde lo que motoriza la aparicion
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de nuevos conocimientos ya no es la necesidad de resolver problemas no resueltos como
ocurre en la vida de los conocimientos en la ciencia, sino la dialéctica antiguo nuevo y la

obsolescencia interna (CHEVALLARD, 1989).

En esta perspectiva, es necesario considerar que la textualizacién plantea limites a la
posibilidad de explicitar las caracteristicas de un saber como objeto para ser ensefiado pues
“ningiin texto del saber contiene todo el saber a ensefiar”, ya que esta “puesta en texto de
un saber vivo, una obra abiérta, implica intentar atrapar en la linealidad del discurso su
diversidad y su devenir. Es por tanto considerando estos limites Que se analizan las

orientaciones curriculares.

Por otra parte, también la naturalidad del curriculum es una ilusion, lo que ensefia la
escuela es una obra abierta siempre inacabada que evoluciona con la sociedad. Como parte
del cumriculum de matematica, se analizan en este capitulo y en el préximo, la

demostracion y el razonamiento o la formacién del pensamiento.

En este capitulo en particular se desarrollan las referencias a la ensefianza de la
demostracion y su relacion con la del razonamiento, en los libros de matematicos.y en las

regulaciones, analizando la transiciones y los cambios entre cada periodo.
Periodos y transiciones en la ensefianza de la demostracién

En la indagacion de las fechas de reformas se ha relevado que, en 1926 se realiza la
primera reforma para la enseflanza de la Matematica en el nivel med;o, siendo las
posteriores las de los afios 1937, 1940, 1956, 1965/66 y 1994/5 en que se pr(;duce la Gltima
modificacién. (TORANZOS, 1959).

En el periodo en estudio se toman las modificaciones producidas en 1956 al plan de 1940,
la de 1965, y la de 1994, en los planes, programas, y documentos curriculares respectivos,
se determinan entonces tres momentos de cambio a los que se hace referencia por separado

y cuatro periodos, tal como se muestra en el esquema N° 1. :
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PERIODOS Y TRANSICIONES EN LA ENSENANZA DE LA DEMOSTRACION. ESQUEMA N° 1
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¥ el periodo T se inicia en 1950 y concluye en 1956,
v el perfodo IT de 1956 a 1965, |

v el periodo III comienza en 1965 y finaliza en 1995,
v yel periodo IV entre 1995 y 2000.

Se entiende entonces que se formulen tres transiciones entre los cuatro periodos, y que para
relevar la orientacion de tales transiciones se tomen los textos sobre la ensefianza de
matematicos reconocidos en cada época. Tales libros son los de Toranzos para la reforma
de 1956, Santal¢ para la de 1965 y los documentos de las Fuentes para la transformacién

curricular de Cuenya, Fava — Gysin y Saiz para la del 1994.

En cada apartado, se incluye un estudio mas descriptivo que analitico de las orientaciones
- para la ensefianza desde 1950 hasta 2000, que distingue caracteristicas relevantes de cada

periodo y luego en las conclusiones del capitulo se comparan sus semejanzas y diferencias.

Por la evolucién en la estructura y componcntes de las orientaciones oficiales, y los
cambios de la demostracion dentro del curriculum, en algunos periodos no se encuentran
referencias explicitas a ella. Por esa razdn en el analisis de los contenidos de ensenanza se
releva la forma en que aparece la demostracion en relacién con un objeto del campo
geométrico, la nocién de paralelogramo y el conjunto de objetos matematicos que aparecen

ligados a él.

Esto tal vez se debe ademds, a que esta noci6n esta fuertemente ligada al objetivo de
formacién de los alumnos en el método o el pensamiento matematico por lo que se
encuentra en general mas referencias a ella en las resoluciones y en los libros de los

matematicos influyentes. -

Se desarrollan para cada periodo, las caracteristicas relevadas sobre las siguientes

cuestiones:

v' matemética a ensefiar y lugar de la demostracion
v aprendizaje y ensefianza, y la formacién del razonamiento deductivo

v" contenidos, objetivos, actividades, evaluacién
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La transicién del periodo I al periodo I

La transicion a la que se hace referencia, aparece descripta en las diferencias que marca
Toranzos entre la ensefianza que funciona en las escuelas hasta 1959 - en el periodo 1 - y
su propuesta — que caracteriza el periodo 2 -, tomdndose como hito que separa ambos

periodos la reforma de 1956.

En su libro sobre la ensefianza de la Matemitica, Toranzos sefiala que la ensefianza
secundaria en la Argentina, nacid con una impronta “esencialmente formativa y cultural”.
Al analizar los planes de estudio de las reformas anteriores a la del 56, plantea que la
ensefianza de la Matematica en Argentina oscila desde sus inicios entre dos orientaciones
que denomina racionalista e intuicionista, y que deben ser superadas por una nueva

orientacion que concilie las dos posturas.

-A partir de 1940 y hasta la reforma de 1956, la ensefianza fue de orientacion racionalista, y

Toranzos la describe del siguiente modo:

“La orientacion racional preconiza la ensefianza de la Matebza’tica tal
cual es, siguiendo la sz‘stematizacio’n de Euclides con las modificaciones
que aconsejan los tratadistas modernos. Se presenta la matematica
formal y abstracta, con su estructura rigurosamente logica, su sistema de
fundamentacz’énia.xiomdtica, su red de postulados, teoremas, coroiarios,
etc., todos ellos ligados por rigurosas demostraciones”. (TORANZOS,
1959 :149)

“Esta ensefianza, sefiala el autor, acarrea problemas para su aprendizaje:

“el exceso de demostraciones formalistas artificiosas y poco sugestivas,
y el muy poco papel dado a la ejercitacion prdctica, hace del aprendizaje
de la Matematica en una pesada tarea de memorizacion mecénica de
teorias formales y abstractas cuyo significado permanece inaccesible al

adolescente” (TORANZOS: 52)
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La orientacién intuicionista, que segin Toranzos fue promovida por la reforma de 1937,
intenta dar mas importancia a la comprensién de con;:eptos y relaciones que a la estructura
y método. de la disciplina, pero se “falsea la estructura ldgica deductiva que es
precisamente su esencia y su valor formativo” * (TORANZQOS: 55). El autor la caracteriza

planteando:

“La intuitiva no tiene en cuenta el rigor légico y trata de llegar a la
formacion de conceptos apelando al sentido comun, a la imaginacion, a
la intuicidn, y aun a la experiencia.”... “'se descartan las preocupaciones
por la pureza metodolégica de la estructura, se dejan de lado las
pretensiones de ordenamiento I6gico y riguroso, asi como las exigencias

de dar demostraciones légicamente perfectas” (TORANZOS, 1959: 149)

Su propuesta intenta conctliar lo que considera positivo de ambas orientaciones, y la

formula del siguiente modo:

“partir de lo intuitivo para dar entrada progresiva al rigor, dar
importancia a los procedimientos heuristicos para .desarrollar la
capacidad para la actividad original, dar importancia a las aplicaciones
y objetivaciones, dar cabida a la intuicién como auxiliar para lograr una
mejor comprension de los conceptos y razonamientos matemdticos, pero

no en sustitucion de los razonamientos i6gicos”. (TORANZGS: 39)

!

Se ocupa de describir la ensefianza, siempre como una exposicién por parte del profesor,

explicando los que denomina métodos inductivo y deductivo, de la siguiente forma:
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“Se aplica la induccién cuando se ejemplifica antes o en lugar del
desarrollo deductivo, pero debe hacerse notar que su intencion es la
comprension y no la demostracion de cuestiones matematicas. También
son de este tipo las demostraciones intuitivas o ejemplificadas, y por eso
a contin..uacién o en el segundo ciclo es necesario efectuarlal
demostraciéh rigurosa. En aritmética, por ejemplo, las demostraciones
por induccion completa son dificultosas. El método inductivo es
fundamental en aplicacion de caminos heuristicos y de resolucidon de
problemas, principalmente cuando se quiere encontrar la solucién, pero
el proceso no queda concluido, es necesario demostrar que la solucién

es la correcta por el método deductivo” (TORANZOS)

Considera que los programas, deberian dar las indicaciones necesarias para fijar la
orientacion, especificando qué temas se pueden tratar por via demostrativa, cuales de una
manera no formal, y cudles pueden ser motivo de aplicacion y para estudios heuristicos,

como por egjemplo las construcciones geométricas.

Por otra parte, con respecto al aspecto formativo de la ensefianza de la matematica, la
considera como ensefianza disciplinadora de la inteligencia. Explica que el razonamiento
puede ser tanto inductivo como matematico, incluyendo en éste, ademas de la deduccion
- stlogistica, ia induccién compieta y el razonamiento probabilistico, y aclarando que en las
ciencias fisico naturales y humanas juegan ambos métodos, pero que en Matematica lo
inductivo experimental no interviene. Plantea que el razonamiento matematico es la

modalidad fundamental del pensamiento para establecer relaciones de caracter deductivo.

Dice:

“el esquema lbgico matemdtico h entonces t, es fundamentalmente
andlogo al que se plantea cuando se conccen ciertos heches y de elles s

quieren obtener conclusiones por el camino deductivo. De aqui que la
Matemdtica prepare para analizar y deducir, fijando con precision la
hipétesis o hechos conocidos y la tesis o conclusiones pasando por un
camino racional seguro mediante el uso de la légica. (TORANZOS:

63).
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Las orientaciones oficiales para la enseiianza en este nivel ‘durante este periodo se
producian en la Direccion Nacional de Ensefianza Media del Ministerio de Educacion de la

Nacién, y eran difundidos a las escuelas mediante circulares y resoluciones.

Consisten en los que fueron denominados como planes y programas de estudio, que se
limitaban a un esquema muy sintético con el contenido de la ensefianza de cada materia y

su distribucion por cursos y, en algunos casos, con indicaciones para el profesor.

Como se ha planteado, el analisis de los programas se focaliza en la nocién de
paralelogramo, que se ubica en segundo afio, y en las novedades que introduce el plan de

1956 con respecto al de 1940.

En el programa de 1940, los contenidos estan agrupados en dos bloques, Aritmética y
Geometria.- La nocién de paralelogramo aparece en una unidad que se denomina
“Paralelogramos y trapecios”, y consiste en varnas listas seguidas, cada una de las cuales
comprende una figura, y las propiedades y construcciones que se relacionan con ella.
Separando cada lista, se menciona “ejercicios de aplicacion”. Las figuras estan nombradas,
por ejemplo “paralelogramo”, las propiedades estan enunciadas en forma completa, por
ejemplo “En todo paralelogramo los 4ngulos opuestos son iguales”, y para las
construcciones se indica en cada caso a partir de que datos debe hacerse, por ejemplo
“Construir un paralelogramo dados dos lados consecutivos y el angulo comprendido” La
misma. secuencia se plantea luege para cada unc de los paralelogramos especiales,
rectangulo, rombo y cuadrado. |

En el programa de 1956, se mantiene la ag'rupaci()n de los contenidos en dos bloques de
Aritmética y geometria, y aparece en el primero de ellos, como unidad Nro. 1: “Revisién
sobre las nociones de conjuntos vistas en primer afio (que son: conjunto y elemento,

inclusién y pertenencia, union e interseccion). Par ordenado. Relaciones entre conjuntos:

equivalencia y orden, ejemplos”. Es interesante sefiaiar que en esta primera introducciénen

los programas de las nociones conjuntistas, no se modifica en nada la organizacion del

resto de los contenidos
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La enunciacidn de los contenidos relativos a la nocion de paralelogramo en este programa,
se hace en tres capitulos, uno que se titula “Paralelogrémos”, en el que aparecen solamente
“definicién y propiedades de los paralelogramos en general” sin nombrarlas ni enunciarlas,
otro capitulo de “Paralelogramos especiales”, en el que aparecen mencionadas tales figuras
: geoniétricas “rectangulo, rombo y cuadrado, definiciones y propiedades generales y
especiales de estas figuras”, y otro para las “construccion de paralelogramos, rectingulos,
rombos y cuadrados y justificacion de los procedimientos correspondientes”, sin

especificar las condiciones dadas como dato.
La transicién del periodo II al periodo III

Esta transicién entre el periodo II ya caracterizado y el periodo III, se evidencia en el texto
- de Santalé cuando se refiere a las diferencias entre las que denomina matematica clasica y

matematica moderna, separados por la reforma de 1965.

En el analisis del libro de Santal6® (1966) se aprecian referencias significativas que
marcan la transicion. Con respecto a la matematica a enseiiar, al explicar los cambios que
se proponen en la reforma sefiala que éstos se dan en varios aspectos. Por un lado, hay un
cambio de lenglmje, por otro hay un cambio en el orden y en la jerarquizacién de los

contenidos;

“(La matemdatica moderrna) adopta una nomenclatura y un simbolisiio
mds adecuado a las nuevas modalidades”... “cambic su ordenamiento
pasando a primer plano capitulos hasta entonces secundarios y
‘relegando al  olvido capitulos hasta entonces tenidos como
fundamentales”... “trata de incluir los problemas de la cldsica como

casos particulares de situaciones mds amplias”. (SANTALO, 1966: 11)

También hay un cambio en el tipo de problemas que se piantea y en la forma de tratarlos:

® Tal como aparece en la pubticacién de Consudec de agosto del 65, Santalé fue uno de los integrantes de la

comision Nacional para la Ensefianza de la matematica
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“La matemdtica cldsica enfoca un determinado problema y lo resuelve
con métodos adecuados al mismo. La matemdtica moderna crea
estructuras muy generales, se coloca en el punto de vista mds elevado
posible y deja la solucidn de los problemas particulares como ejercicio
de sus poderosas herramientas. La misma generalidad, al apartarla de
casos concretos donde fijar ideas, le obliga a un mayor cuidado en las
demostraciones, lo que le da una apa}‘iencia de mayor rigor que respecto

de la matemdética cldsica”. (SANTALO, 1966: 11)
Con respecto al cambio en los contenidos que implic6 esta reforma, dice el autor:

“En 1962, en Estocolmo se estudiaron los temas a incluir en la escuela
~ secundaria: Elementos de la teoria de comjuntos, Introduccién de la
logica, Probabilidades y estadistica, Algebra moderna”. (SANTALQO,
1966: 25) |
“Toda la matemdtica se basa en razonamiento logico, por lo que
conviene incluir elementos de légica matemdtica aunque en proporcion
moderada pues no se razona bien pensando en reglas aprendidas sino a
través de una prdctica continuada como ofrece el estudio de la

matematica”. (SANTALO, 1966: 30)

“Para la ensefianza del dlgebra dice “se la hace depositaria de la parte
' |

axiomdtica que se le quita a la geometria. Se empicza por la idea de

conjunto, y los simbolos de pertenencia, inclusién, union e interseccion”.

(SANTALO, 1966: 28)

No hay referencia muy claras respecto del aprendizaje, salvo las referencias el “desarrollo

de la intuicion™ y “la deduccion 16gica™.

Con respecto a la ensefianza del razonamiento y en particular del razonamiento deductivo,
al que considera herramienta fundamental de la Matematica, el ‘autor plantea que la

matematica del secundario debe ensefiar a razonar bien, y que por ello debe ser, sobre todo
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formativa. Sefiala que no hay matematica sin razonamiento y que aprender matematica es

la mejor manera de aprender a razonar.

Su propuesta para la ensefianza de la geometria incluye dos elementos: el desarrollo de la
intuicidn, y el uso de la demostracién “como método para comprender mejor cosas no
evidentes”. En este sentido, luego de sefialar que las demostraciones de los Elementos de
Euclides, que fueron para la ensefianza el modelo de todo razonamiento matematico
* basado en la deduccion logica, no eran légicamente perfectas, y que la geometria de
Hilbert era muy compleja para el primer nivel de secundaria, propone abandonar la idea de

edificar una geometria rigurosa en el primer ciclo.

“Se evitard la demostracion de proposiciones cuyo enunciado parezca a
los alumnos de una evidencia tal que no sientan la necesidad de una
Justificacion. El tratamiento logico y formal debe reservarse para mas

tarde”. (SANTALO, 1966: 25)

El autor sefiala también que la ejercitacion de la demostracidon de teoremas debe ser mayor
en esta propuesta que en la geometria racional axiomatica, insistiendo con la idea de que se

reserven para aquello que el alumno no vea como cosa evidente.

Y brinda ejemplos de algunas demostraciones a tratar en el primer ciclo, y entre estos
- gjemplos incluye tanto demostraciones por el absurdo como por induccién completa Para
ler afio, propone demostrar la concurrencia en un punto de las tres bisectrices, algunas
propiedades de los paralelogramos y el teorema de Thales, asi como dar ejemplosfde
condicidn necesaria, de condicién suficiente, y de condicién necesaria y suficiente, y con
ayuda del 5to postulado de Euclides, demostrar por el absurdo el reciproco de que angulos
'correspondientes son iguales. Para 2do afio, propone sistematizar elementos basicos de
teoria de conjuntos e incluir el principio de induccidn para demostrar la suma de los n

primeros naturales. (SANTAL , 1566: 42)

En las orientaciones a los docentes derivadas de la reforma de 1965, el programa de
segundo afio, sigue teniendo una parte de Aritmética y una de Geometria, y la modificacion
de este ultimo no afecta a la enunciacion de los tres capitulos dedicados a los

paralelogramos. La unica modificacién es el reemplazo del capitulo de simetria central y
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axial por el de transformaciones del plano en si mismo, que incluye las simetrias como un

caso de transformacion.

Las que son mucho mas explicitas réspecto del sentido del cambio propuesto son las
“Normas para el desarrollo de los programas de matematica del ciclo basico”, que
acompaiiaron la resolucion 1772/65, especifican, para cada uno de los tres afios, los temas

nuevos y las indicaciones para la ensefianza de la aritmética, la geometria y el dlgebra.

Se dice alli que “sin modificar los contenidos de los programas vigenteé se ha considerado
introducir temas nuevos para favorecer una actitud del profesor acorde con una moderna
conduccién del aprendizaje y con la mayor o menor importancia que debe asignar a los
temas tradicionales”. Se dice también que la aritmética, la geometria y el algebra son
aspeétos de una sola disciplina que es la matematica, y que se procurarad sefialar las

relaciones mutuas entre ellos, siempre que se presente la ocasion.

Focalizando el rastreo en las Normas especiales para la geometria, se dicq que se destinen
dos horas semanales a su ensefianza, que se apele en lo posible al descubrimiento intuitivo
de propiedades estimulando la participacién activa de los alumnos, pero no eliminar la
demostracién (salvo las evidentes para el alumno) ni mucho menos descuidar el
razonamiento deductivo. Ademas se propone el uso del material concreto (varillas,

plegados) como auxiliar didactico, con criterio dinamico y relacional.

Con respecto a la demostracion y el razonamiento se dice las Normas mencionadas:
“Corresponde al profesor establecer dentro del tiempo dzicpon}'ble y la
preparacion del curso, cudles propiedades serdn introducidas por la via
intuitiva y cudles serdn objeto de una demostracion logica rigurosa;
pero, en todos los casos se orientard al alumno en el descubrimiento de
la relacion que se busca, yu sea mediante pregunias graduadas
verificaciones particuldres o el empleo de material concreto. Se estima
fundamental una adecuada ejercitacion donde se apliquen o integren
propiedades estudiadas o donde se puedan descubrir otras mediante

razonamientos sencillos.
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Por la economia de tiempo que supone, se estimulard. la demostracion
oral de propiedades que los alumnos pueden hacer por si mismos, pero
se insiste en el uso apropiado del lenguaje y en el orden légico de las

cadenas deductivas.”

Es interesante destacar que el orden de introduccién de las nociones es inverso al de su
produccién histérica, comenzando con la definicion de objetos son mas recientes y
generales y luego presentando otros resultados mas antiguos y menos inclusores como

derivados de ellos

Aunque no comresponde a los contenidos ni normas para segundo afio, resulta
ejemplificador lo explicitado en las correspondientes a tercer afio respecto de un tema
nuevo en el ciclo: vectores en el plano. La secuencia de introduccion de las nociones y las
demostraciones es la siguiente: primero definir el producto escalar, luego presentar la
propiedad distributiva del producto escalar, en tercer lugar demostrar el teorema del
coseno, como consecuencia de la propiedad, y por ultimo demostrar el teorema de

Pitagoras, como caso especial del teorema del coseno.
La transicién del periodo III al periodo IV

La nueva orientacion para la ensefianza de la matemadtica en el periodo IV, aparece en
varios documentos, y no todos eilos muestran la misma concepcion ai respecto. Tienen sin
embargo puntos comunes, que la diferencian de la ensefianza en el periodo anterior, y es a

ellos que se hara referencia.

Para analizar el pensamiento de matemaiticos s¢ seleccionaron los que fueron
consultados para la reforma de la ensefianza de 1a matematica de 1994, comprendida dentro
de una reforma mas amplia de los contenidos de ensefianza en todos los niveles y areas. Se
tomaron para analizarlo tres documentos incluidos en el libro denominado Fuentes para la
transformacion curricular, de la Direccion de Investigaciones educativas del Ministerio de
Educacton. El primero, fue coordinado por Cuenya, el segundo es de Fava y Gysin, y el
ultimo de Saiz. De cada uno se toman algunos elementos para dar cuenta de las

concepciones del momento.
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Con respecto de la matemética a ensefiar considerada como actividad, se sefiala que hay - -

que ensefiar no sélo los conceptos que maneja sino también los procesos de pensamiento.

Por ejémplo:

“es necesario que el énfasis de la ensefianza esté puesto sobre todo en el
- aspecto formativo del educando, el cual debe tender fundamentalmente a
la adquisicion de los procesos de pensamiento propios de la actividad.

matemdtica (...)” (CUENYA, 1996: 15)

“lg ensefianza en los niveles elemental y medio, no se trata de formar
matemdticos, sino de ensefiar a usar la matemdtica y educar en el

método matematico (...) (FAVA, GYSIN, 1996: 60)

“la matemdtica es sobre todo saber hacer, ...dirigimos nuestra mira a la
adquisicién de procesos de pensamiento, buscando la inculturacion a

través de un aprendizaje activo” (FAVA, GYSIN, 1996: 60)

“Saber matemdtica no es soélo aprender las definiciones y los teoremas,
para reconocer después la ocasién de utilizarlos y aplicarlos; sabemos
bien que hacer matemdtica implica ocuparse de problemas.” (Brousseau,

en SAIZ, 1996: 116).

Con respecto a los contenidos de ensefianza, una modificacion sustantiva es la desaparicion
de la teoria de conjuntos en la EGB, pues como su problematica de origen, es la de la

construccion de sistemas axiomaticos, su introduccion se reserva a niveles superiores.

“Consideramos que, si bien el alumno debe entrar paulatinamente en
contacto con la formalizacién a través de plantear hipotesis, generalizar,
conjeturar y demostrar teoremas, tales actividades no deben constituir el
eje central de la ensefianza de la matemdtica en estos niveles’.

(CUENYA, 1996: 18)
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Con la idea de destacar la actividad matemdticas, se la describe como un quehacer que

consiste en:

“resolver problemas aium no resueltos. Emite hipdtesis, busca caminos
alternativos, abandona aquellos que no lo conducen a los resultados

deseados, etc.” (SAIZ, 1996: 114)

Aparecen como contefiido de enseflanza los procedimientos, y en particular los de

resolucién de problemas:

“Contenidos procedimentales para la resolucion de problemas

« Reconocimiento, seleccion, organizacion y tratamiento de los datos
pertinentes para la resolucion de un problema.

« Formulacién, comprobacion o modificacion de conjeturas a partir
de los datos del problema o de los resultados intermedios.

« Formulacion, elaboracion y comunicacion del proceso seguido en
la resolucion de problemas con interpretacion de los distintos
calculos realizados.

« Argumentacion de la validez de una solucion.

« Elaboracion de estrategias en verdaderos problemas de
investigacion de cuestionamientos a partir de un conjunto de

datos.” (SAIZ, 1996: 111)

Con respecto a la demostracidon y su ensefianza, los documentos contienen diferentes

explicitaciones para su introduccion en el tercer ciclo:

“Es en el Tercer Ciclo de la EGB donde creemos que se debe iniciar una
profundizacion del método matematico, en el sentido de introducir
gradualmente al alumno a la idea de demosiracion deductiva y su

necesidad” (CUENYA, 1966:19)

También se encuentran referencias para su introduccién atn antes del tercer ciclo como
parte de la clase de matematica, que incluird momentos de debate entre los alumnos

respecto de sus respectivas producciones como respuesta a un problema planteado. Este
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debate sobre lo producido, es el marco en el que aparecén algunas de las reglas de
validacion propias de la comunidad matefnética, para permitir su apropiacién por parte de

los alumnos:

« Un enunciado matematico es verdadero o falso;
» Un contraejemplo es suficiente para invalidar un enunciado;

¢ En matematica, para debatir hay que apoyarse en un cierto numero de propiedades

o definiciones claramente enunciadas sobre las cuales hay un acuerdo (axiomas);

¢ En matematica, dar ejemplos que verifiquen un enunciado no es suficiente para

probar que es verdadero.

El documento curricular fundamental de este periodo, por la amplia consulta a que dio
lugar su elaboracion es el de los Contenido Basicos Comunes para la Educacién General
Basica, los CBC para la EGB, cuyo proceso de elaboracion fue organizado y coordinado

por la Direccion General de Investigaciones Educativas.

Si bien en los afios 80 se habian realizado en algunas jurisdicciones documentos
curriculares mas completos y complejos que los iniciales planes, programas y normas,
¢stos se ocupaban de la ensefianza primaria. Para la ensefianza media, los CBC constituyen

las nuevas orientaciones oficiales comunes a todo el pais.

Una diferencia esencial de los QBC con otros docurhentps anteridres_ es-que se convirtieron
en prescripciones para las esc{xelas' cuando inicialmente no fueron elaborados con ese
sehtido dado que en €l los conténidos estan organizados por ciclo (tres ciclos de tres afios)
y no por afio. Si bien se inicié un proceso para que cada jurisdiccién elaborara un DCP
para sus escuelas con una secuenciacion por afio, en algunos casos no se concluyd, y en

otros el DCP no avanza en esa distribucién.

El capitulo de Matematica de los CBC, tiene varios componentes. Una Introduccién y ocho
bloques de contenidos, seis de conceptuales, uno de procedimentales y otro de
actitudinales. Cada bloque tiene una sintesis explicativa y expectativas de logro al finalizar

la EGB.
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Con respecto a la nocién de paralelogramo, indagando en el bloque 4 de Nociones
geométricas, en la columna correspondiente al 3er. Ciclo (antes 7mo grado de primaria y
lero y 2do. afios de media), se encuentra que no se explicita como contenido. Sin embargo,
aparecen otros que se pueden relacionar con esta nocidn, pues forman parte de la misma
red conceptual. En los contenidos conceptuales dice brevemente: “Figuras; poligonos,
elementos, propiedades, construcciones de- figuras con regla y compas”, y en los
contenidos procedimentales: “Relaciones entre propiedades de una misma figura y de
figuras entre si. Clasificacidn, descripcién, construccién, y representacion de formas

planas”

Es en el segundo ciclo de EGB, donde aparecen explicitamente los contenidos que se
rastrean en este estudio. Dice en los conceptuales: “Elementos y propiedades de triangulos
y cuadnlateros. Construcciones con regla y compas”, y en los procedimentales:

“clasificacion, reproduccion, descripcidn y construccion de formas planas™.

Es decir que los paralelogramos, como parte de los cuadrilateros se trabajarian en el

segundo ciclo, y en el tercero, se ampliaria a los poligonos convexos.

En el bloque siete de Procedimientos Generales del Quehacer Matematico, se han
encontrado referencias al razonamiento y la demostracion. Uno de los tres ejes de este
bloque es el de “procedimientos vinculados al razonamiento”, entre los que se mencionan
una serie de contenidos ligados a las formas de razonamiento inductivo y deductivo, uso
del contragjemplo, deteccion de inconsistencias en el raionamiento, formulacion de
argumentos 10gicos, demostraciones sencillas, uso de términos como: necesario, sﬁﬁciente,

si y solo si.

También los contenidos de este eje se articulan con los del segundo ciclo, donde aparece
“investigacién de la validez de generalizaciones” y “uso de la negacion, cuantificadores y
los conectores y y 0”, y con los contenidos del primer ciclo “explorar la validez de los

procedimientos y resultados”.
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En la Sintesis explicativa de este eje se mencionan como formas de llegar al conocimiento,
la inductiva, la deductiva y la intuitiva. Se propone que el alumno sepa “ plantear hipétesis,
hacer conjeturas, generalizar y si es posible demostrar, sin exigencias de formalizacién

extrema que impiden apreciar los procesos que conducen a los resultados”.

Se explica con detalle las tres formas de llegar al conocimiento, y luego se propone que el
alumno desarrolle “la capacidad de detectar inconsistencias en razonamientGs propios y
ajenos”, y la de “razonar légicamente”, considerados, recursos esenciales para hacer

progresar sus conocimientos y manejarse en la sociedad con autonomia.

A modo de conclusién sobre los periodos y las transiciones en las orientaciones para

la ensefanza

La comparacién entre los cuatro periodos delimitados muestra diferencias y una evolucion

con respecto a cada uno de los aspectos sefialados:

v" La concepcion de matematica a ensefiar y el rol de la demostracion
¥ El aprendizaje, la ensefianza y la formacion del razonamiento deductivo

v La demostracion y el razonamiento en los componentes del curriculum

P9
jogrt
>

Q
[
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Sobre la concepeién de matemética a ensefiar y el rol de la demostracién enc
desprende de los materiales relevados, se va modificando a lo largo de los cuatro periodos
delimitados, como seli desarrolla a continuacion,
L

Tanto en el primero como en el segundo periodo, se presenta la Matematica como un
cuerpo de conocimientos organizado deductivamente, y en el caso de la geometria con la
sistematizacién euclidiana. Es una presentacion rigurosa, expresada en un lenguaje en el
* que se alude a las figuras, sus elementos y propiedades. Los objetoslde la geometria son las
figuras consideradas como objetos ideales, y los postulados son las propiedades aceptadas
como evidentes de acuerdo con la observacion y la experiencia. Las proposiciones tienen
un caracter absoluto, universal y necesario, sea porque son postulados evidentes, o porque

ese han derivado de ellos deductivamente.




Entre el primer periodo y el segundo, se advierte una modificacion en el lugar que se da a
la demostracion en la disciplina. En ambos Aperiodc:)s aparece como el mérodo de la
matem&tica, aquel que permite obtener nuevas propiedades sobre los objetos ideales
definidos. Es el modo en que se establecen relaciones de cardcter deductivo, el
razonamiento aparece como una serie de deducciones, por lo que la demostracién es el
modelo de pensamiento matematico. La diferencia consiste en que la resolucién de
problemas, en el primer periodo se encierra en una concepcidn estrictamente deductivista
que desconoce los comportamientos heuristicos, mientras que en el segundo periodo, se
admite la necesidad de dar lugar a procedimientos tanto inductivos como deductivos para
desarrollar la capacidad para la actividad original. Es decir que se acepta que los problemas
requieren del uso de otras formas de razonamiento, aunque la demostracién sigue siendo el
modelo ideal, y el unico modo de garantizar la validez de los resultados, por lo que habra
que demostrar aquéllo que se obtuvo por via inductiva. Hay alguna evolucién en la

consideracion de la demostracion como modo de validacion.

En el tercer periodo se presenta la matemaética con su estructura formal, regida por la
légica y con mayor el rigor posible considerando las capacidades cognitivas de los
alumnos. Se pretende mostrar en la escuela la racionalidad matematica posterior a la crisis
de sus fundamentos'®, en la que las proposiciones no tienen més el caracter absoluto de
verdades, sino que son no contradictorias en un sistema de axiomas. Por eso ante las
dificultades logicas de la geometria euclidiana, se elige presentar los objetos de la
geometria definidos desde la tcorfa de comjuntos, e interesa maés mostrar las relaciones
entre las figuras (se agrupan en conjuntos y subconjuntos segun las propiedades que
cumplan) que obtener sus propiedades en forma deductiva. La presentacién axiorr,iética

pasa al dominio del Algebra.

En este tercer periodo, la demostracion es la herramienta fundamental de la actividad
matemdtica, la que le asegura su rigor sobre la base del uso de reglas logicas. Sin embargo,
para este ciclo no se pretende un tratamiento formal, y se reserva su uso en la ensefianza
solo para los casos en que pueda aparecer su cardcter de instrumento que permite
comprender mejor lo no evidente. Dado que las concepciones de aprendizaje vigentes en la

época, exigen apoyarse en una practica experimental o de manipulaciones concretas, se

1% Se conoce como crisis de fundamentos, a la que sobrevino cuando se comenzaron a cuestionar las bases
iégicas de la matematica.
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acude a ellas para presentar nociones abstractas, pero funcionan como un trabajo anterior y

exterior a la matematica misma, en su interior la marcha es deductiva.

En el cuarto periodo, la matemética se presenta como la actividad de resolucién de
problemas de una comunidad cientifica, mediante conceptos y procedimientos de diverso
tipo. Procedimientos relativos a las estrategias de resolucion, los diversos modos de
razonamiento y los modos y lenguajes de comunicacién. Los conceptos aparecen un doble
status, de instrumento es decir como recurso que permite resolver diversos problemas, y de
objeto, es decir como parte del conjunto de saberes de la ciencia. En esta presentacion lo

que se pone en primer plano es la cultura matematica, el hacer matematica.

Como los procedimientos pasan a ser un contenido explicito de ensefianza, entre los de
razonamiento se mencionan varios la argumentacién sobre la validez de lo producido en la
resolucién, las reglas validas del debate matematico, y la demostracion deductiva como un
instrumento de validacion privilegiado.

)
En cuanto a las concepciones de aprendizaje y de ensefianza y en particular la
ensefianza del razonamiento, también se han ido modificando a lo largo de los cuatro

periodos.

En el primer periodo, el aprendizaje consiste en la memorizacién mecanica de teorias

formales y abstractas, de tal modo que su significado en general es inaccesible ai -

adolescente. Es poco relevante el papel dado a la ejercitacion practica, y se considera que
elj alumno aprende si puede recitar sin fallas ni faltas el texto del saber preparado para la
ensefianza. La ensefianza consiste entonces en la exposicion de las definiciones y teoremas
(la teoria matematica) y sus aplicaciones, en general escrita en el pizarrén. La actividad
fundamental del alumno es copiar y luego memorizar, pudiendo reservarse un pequeiio
espacio a la realizacién de ejercicios de aplicacion, donde deben utilizar la teoria

memorizada.

Si bien se considera el aspecto formativo de la ensefianza de la matematica, se lo hace
‘considerando que la matematica es per se, disciplinadora de la inteligencia, por exposicion
del alumno a su método. La formacién del razonamiento no se considera objetivo ni

contenido de ensefianza, por lo tanto no es una responsabilidad del profesor formar el
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pensamiento de los alumnos, éstos tienen o no la capacidad de razonar y aprenderan a

hacerlo deductivamente repitiendo los teoremas expuestos.

En el segundo periodo, interesa lograr la comprension del alumno, por lo que se recurre no
s6lo a exponer la teoria de manera deductiva, sino también a dar ejemplos antes o en lugar
del desarrollo deductivo, aclarando siempre que éste no se ha realizado. También el
docente puede plantear la resolucion de problemas por distintos caminos cuando quiere
encontrar una solucion, pero es necesario demostrar Que esa solucién es la correcta por el
método deductivo™. Si bien hay mayor insistencia en la necesidad de involucrar al alumno,
mediante la realizacién de mayor cantidad de ejercicios, éstos resultan de aplicacion de lo
ya explicado y aiin de repeticion de las mismas actividades ya realizadas por el profesor,

con otros datos.

También en este periodo, se considera que la Matematica forma el razonamiento
deductivo, pero hay una confusion entre este proceso y €l de resolucidn. De ello se podria
concluir que quien puede resolver, podra razonar deductivamente, lo que es una
simplificacién de las formas de razonamiento que intervienen en la resolucién. La
ensefianza del razonamiento es un propdsito pero sin que esto se traduzca en alguna norma

o responsabilidad para el profesor al respecto.

" En el tercer periodo, que coincide en el pais con la llegada de las teorias constructivistas, el
aprendizaje se concibe como un logro de cada alumno en interaccion con su medio. En la
interpretacion de los estadios piagetianos, un estudiante del primer ciclo de la escuela

‘media transita hacia el pensamiento formal pero éste tiene aun'las caracteristicas del
operatorio concreto, y como los estadios funcionaban como reguladores de los contenidos,
muchos fueron eliminados por considerarse fuera de las capacidades operatorias de los
alumnos. Por otra parte, en .una primera traduccién de esta teoria epistemologica para la
pedagogia, se considerd que el aprendizaje se daba por las acciones de los alumnos sobre
materiales concretos puestos a su dispesiéién;-. El descubrimiento de conocimicntes que
debia derivar de la manipulacién, iba estructurando el pensamiento del alumno. La
ensefianza estaba centrada en Ia eleccion de esos materiales que, se pensaba, permitia una

primera aproximacion intuitiva a los objetos matematicos.
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En cuanto a la demostracion, y si se consideran las exigencias de rigurosidad derivadas de
una matematica formalista, resulta que eé inaccesible a los alumnos de esta edad. Se
considéraba que para producir una demostracién, un alumno debia entrar en las reglas de
juego. Y en esta concepcion, un alumno entra o no en esas reglas, con lo que si no puede
demostrar con rigor 1égico, s6lo puede seguir las demostraciones del profesor. Por eso, si
bien se promueve que los alumnos expresen oralmente demostraciones, se pide asegurar la
adecuacion del lenguaje utilizado. Las pruebas producidas sin el uso de un lenguaje
riguroso, no se pueden interpretar como part® de un proceso, como un acercamiento desde

otras formulaciones, desde otras formas de vahdacion.

La formacion del pensamiento matematico es un claro objetivo en este periodo, y se
considera que la inclusion de contenidos de ldogica colaborard con su ensefianza. Sin
embargo, esta claro que no confian en que el estudio de las reglas 1dgicas alcance para

razonar bien, sino que esto se logra con una practica continuada de matematica.

En el cuarto periodo, el aprendizaje de la matemaética, es concebido como derivado de
instalar en el aula una comunidad clase que produzca soluciones y las debata ante la
presentacién de problemas que se le proponen para resolver. Se produce aprendizaje por
adaptacion de los conocimientos anteriores a las nuevas situaciones donde pueden ser
utilizados como recurso, y la interaccion con los pares, es también fuente de aprendizaje,

de evolucidn de los conocimientos.

La ensefianza esta asociada a la eleccion de problemas que puedan considerarse tales para
la clase desde el punto de vista cognitivo, y a su gestién en un contrato didactico con
caracteristicas particulares. Los problemas habra que elegirlos de manera que todos los
alumnos puedan entrar en ellos, iniciar alguna estrategia de resolucidn, de modo que no es
obstaculo sino un factor de enriquecimiento la diversidad de puntos de partida en cuanto a

los conocimientos, los diferentes nitmos y estilos de interaccién.

La validacion de los conocimientos que se producen en la clase es parte de las practicas
habituales, y en ese marco, el uso de argumentaciones y diferentes modos de prueba, y

entre ellos la demostracion puede ser pensado didacticamente.
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El razonamiento aparece en esta concepeion, atravesando todo el proceso de resolucion, en -
sus diferentes formas, y cada una podra .ser delimitada en su uso en funcién de las
situaciones, momentos e intenciones con que se los use en una resoluciéon. No podra ser
ensefiado independientemente de la construccion de una racionalidad sino que es uno de
sus elementos componentes, y tal racionalidad ir4 evolucionando en el grupo clase a

medida que nuevas situaciones muestren los limites de los conocimientos que se poseen.

La actividad de demostrar se considera como una etapa en la evolucién de las formas de
validacion ligadas al uso del razonamiento deductivo, y por lo tanto se propone una

secuencia didactica desde el primer al tercer ciclo para su ensefianza.

Con respecto la demostracién y el razonamiento en los componentes del curriculum
se ha encontrado que las orientaciones que regulan la ensefianza, son presentadas a las
escuelas mediante documentos que tienen diferentes componentes a lo largo del periodo
estudiado. Asimismo se ha ido modificando el lugar que en esas orientaciones tienen las

dos cuestiones mencionadas.

En los dos primeros periodos, estos documentos incluyen solamente un programa de
contenidos. La completa explicitacién de las definiciones y propiedades en el primero,
puede deberse a la necesidad de instalar entre los profesores, una primera especificacion
del alcance de los contenidos. Por la misma razén pero con algunos afios en que esos
 contenidos ya han sido ensefiados, en el segundo periodo, la enunciacion de los contenidos
es mas breve. Es decir que se podria interpretar que ya hay entre ellos un significado
compartido respecto del repertorio a las que se alude, por ejemplo bajo el titulo
“propiedades™. La secuencia de presentacion de contenidos se presupone como la misma
que el docente usara en el aula, sigue un criterio disciplinar que es el de Ia presentacion

deductiva.

La ensefianza del razonamiento deductivo y la nocion de demostracion no aparecen en los
dos primeros periodos, en las orientaciones regulatorias de la ensefianza. Es posible que
esto se deba a que la formacion del pensamiento deductivo es una cuestion que encuentra

su lugar entre los prop6sitos y éstos no aparecen como componente de los documentos.
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En el tercer periodo, los documentos consisten en un programa y unas Normas para su
desarrollo que contienen lo que hoy se podria denominar orientaciones didécticas. Son
“indicaciones” sobre los “temas nuevos”, referidas al tratamiento de los mismos, cémo
introducirlos (en forma intuitiva o formal), el tipo de ejemplificacion, representaciones y
lenguaje a utilizar, y también indicaciones sobre el tratamiento de los temas ya conocidos
de “aritmética” y de “geometria”, como el uso de materiales didécticos, cantidad y tipo de
ejercitacion, forma de presentacién de las propiedades en geometria y el cambio de los

ejercicios de calculo por los problemas en aritmética.

Pareciera que estas Normas estin elaboradas con dos propdsitos, instalar nuevos
contenidos y cambiar el orden y jerarquizacién de los que ya se enséﬁan, y también
modificar las practicas de ensefianza existentes. La secuencia de presentacion combina un
criterio disciplinar con uno sicopedagégico, la estructura de la diécipiina articulada con la

- participacion activa y las capacidades cognitivas de los alumnos.

A partir del tercer periodo, siguen sin aparecer en los contenidos ni el razonamiento
deductivo ni la demostracion, pero se incluye en las Normas la necesidad de formar el
pensamiento deductivo como parte de las orientaciones didacticas. Cuando plantea
“algunas cadenas deductivas podran hacerse oralmente”, como modo de mejorar el uso del
tiempo, no queda claro cual es la estrategia del docente que permitird al alumno producir
tal cadena. La demostracion sigue asociada a la forma de presentacion de los contenidos
cuando no son evidentes para el alumno, es decir como modelo de pemsamiento
matematico y no asociada al trabajo del alumno. Con lo que hay una contradiccion entre Ia
intencion de formar el pensamiento matematico y no dar lugar al alumno a realizar

demostraciones.

En el cuarto periodo, los documentos contienen una introduccién con propositos de la
ensefianza, unos bloques de contenidos que incluyen ademas de los listados organizados
con criterio disciplinar, una sintesis explicativa donde se explicita el sentido de su y ias
expectativas de logro, es decir lo que se espera que los alumnos lleguen a aprender, que

puede interpretarse como unas orientaciones para la evaluacion.
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Los documentos curriculares en este periodo, pareciera que intentan subsanar desde la
prescripeién varias problematicas de ensefianza: la escasa articulacion de los contenidos, la
escasé claridad de los docentes respecto de la fundamentacién de su préctica, el
desconocimiento de la evaluacién como parte de los procesos de aprendizaje y de
ensefianza, la necesidad de evaluar competencias (capacidades en accién que incluyen el
uso de conceptos y procedimientos en situacién). La secuenciacién de contenidos, atiende
a criterios didacticos, para cuya elaboracién se incluyen las cuestiones disciplinares, las
ligadas al apréndizaje y también las de la ensefianza. S6lo en este periodo, se deja de lado >

la ilusién de que el objeto de enseiianza, calque el objeto de saber.

En el cuarto perfodo, la ensefianza del razonamiento deductivo y de la demostracion
aparecen en la sintesis explicativa que determina el alcance y el sentido de los contenidos
y en los listados de los mismos, del bloque de Procedimientos Generales del Quehacer
Matematico de los CBC. La demostracion esta planteada como herramienta de validacion
propia de la matematica, y el razonamiento deductivo como una de las formas de llegar al

conocimiento.

Inclusive se orienta sobre el tipo de actividades a desarrollar en el aula, y el papel de los

alumnos y del docente en dichas actividades.

Sintetizando este capitulo, puede destacarse, en el marco de la evoluciéon de los
.documentos regulatorios de'la ensefianza, y en relacidn con las onentaciones que brindaron
para las transformaciones los libros de los matematicos destacados, es posible delinear los

cambios que se dieron en la ensefianza de la demostracion y la formacién del pensamiento.

. '
1

“Que la ensefianza de la Matematica tiene un papel en la forinacién del pensamiento

. de los alumnos, y que ese papel estd centralmente dado porque brinda la posibilidad de
formacién en el uso del razonamiento deductivo, uno de los elementos que constituyen su
racionalidad, es una cuestién que se constata ¢n los escritos de los matematicos de todos

los periodos.
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Sin embargo, tal intencién formativa no esta expresada en los documentos de los dos
primeros periodos, tal vez como segunda fazén porqﬁe no estaba habilitado el eSpacio para
inclﬁirlo en los documentos regulatorios. Pero la razén fundamental, es que se pensaba que
la sola exposicion al conocimiento organizado deductivamente, habria de generar tal

formacion.

Enel tercér periodo comienza a ser incluida la necesidad de ensefiar a razonar en las que se
considerdron como orientaciones didacticas de las prescripciones, porque se entiende que
el alumno debera tener un rol activo en el aprendizaje. Debe resolver problemas y se
supone que aprendera a razonar deductivamente con la préctica continua de resoluciones,
para las cuales sélo se admite como valido el uso del razonamiento deductivo. Otras

formas de razonamiento se admiten fuera del proceso de resolucién de problemas.

En el cuarto periodo en los documentos regulatorios, la formacién del pensamiento es un
propdsito de la ensefianza, y los tipos de razonamiento inductivo y deductivo incluidos en
las orientaciones didacticas como distintas formas de llegar al conocimiento, es decir como
parte de lo heuristico en la resolucién de problemas.

No hay unanimidad sino cambios en cuanto a la ensefianza de la demostracién.

Comienza siendo considerada en los dos primeros periodos, y aun en el tercero, el método

. de la matematica, asociada a la produccién de conocimientos y confundida con la totalidad

del proceso de resolucién de problemas. Culmina en el Gltimo periodo, como uno de los
instrumentos de prueba usado en el proceso de resolucién, el que se atiene a las reglas

logicas y por ello garantiza la validez en la comunidad del resultado producido.

En los dos primeros periodos el alumno debe copiar o comprender demostraciones hechas
por otros, en el tercero podra demostrar mas adelante pero no en el primer ciclo de la
- escuela media. ;Como se articula esto con el propésito de formar en el razonamiento
- deductivo?, sélo resolvera deductivamente problemas qué permitan otras formas de

validacion, los de contexto extramatemético.
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En el ultimo periodo, la resolucién se concibe como un proceso que incluye diferentes
momentos de validacién en su transcurso, y que también incluye momentos en los que el
penéamiento funciona més con una intencién de investigar caminos que de controlar lo que
se ha hecho hasta alli, mas en la exploracién de posibilidades que en la blisqueda de la

certeza.

Sin embargo, no se plantea aiin con claridad que la demostracion es una forma de
validacion mas exigente que otras pruebas pues implica la constitucién de una racionalidad
en la que no sélo interesa la forma de abordar los objetos, sino el status de los objetos
mismos y el lenguaje utilizado para su tratamiento. Tampoco aparece la actividad de -

demostrar como la que permite construir la racionalidad matematica.
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5. LA DEMOSTRACION EN LOS TEXTOS PARA LA ENSENANZA
MEDIA

Retomando los planteos y analisis iniciados en el capitulo cuatro sobre la demostracién
como objeto de ensefianza, en el presente capitulo se toman los textos para los estudiantes
del primer ciclo de la ensefianza media considerados de peso a lo largo del periodo en
estudio, por su aceptacion por parte de los profesores. .
Los textos constituyen otra instancia de la transposicién didactica pues introducen nuevas
modificaciones en los objetos de ensefianza, constituyen una nueva y mas fina delimitacién
del alcance de los contenidos. En algunos casos, frente a la insuficiencia de orientaciones
oficiales, o la falta de ajuste periddico de las mismas, los libros de texto se constituyen para
los profesores en una fuente en la que abrevar en la biisqueda de un parametro de
comparacion de sus propios conocimientos disciplinares, de una clarificacién respecto del
tipo de ‘actividades a realizar, de propuestas innovadoras en la articulacién y organizacién

de los contenidos a ensefiar.

En el relevamiento de textos, inicialmente se tomaron los correspondientes a cualquiera de
los tres afios del primer ciclo de la escuela: media o tercer ciclo de EGB, de autores
nacionales y también algunos de origen espafiol (GUZMAN, COLERA y SALVADOR) o
francés (PAPY) que han tenido uso entre los profesores en la Argentina. Luego se focalizé
en quince textos de autores nacionales y para segundo afio del ciclo basico, o para 8vo. y
“9no. afio de EGB, para poder establecer alguna comparacién en el inicio de la presentacién
de la q;emostracién en el ciclo. Es necesario sefialar aqui que en 8vo.afio de EGB cursan
alumnc;s cuya edad es la de los de ler. afio del ciclo basico, pero se han tomado los libros
de 8vo. y no los de 9no. porque también ha habido, con el cambio de estructura de los

niveles del sistema una nueva distribucién de los contenidos.

De los prirheros trabajos de anlisis de alrededor de doce libros de texto para el afio
elegido, se han seleccionado cuatro por ser los més relevantes en su época por su uso y su
peso cultural. (ver Cuadro: Reformas y textos en la historia de la ensefianza de la

Matematica).
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Para el periodo que va desde 1950 a 1956, se eligié el de REPETTO, LINSKENS y
FESQUET en la edicién de 1952 que responde al perfodo 1 y los contenidos anteriores a la
reforma del 56. Para el periodo 2, de 1956 a 1965, otro libro de las mismas autoras del afio
1967 cuyos contenidos son los propuestos en la reforma del 56. Para el periodo 3, de 1965
a 1995, se tomé el de TAPIA, TAPIA y BIBILONI cuya primera edicién fue del afio 1975
y toma las orientaciones de la reforma de 1965. Para el periodo 4, posterior a la reforma de
1995 se ha seleccionado el de GUELMAN, ITZCOVICH, PAVESI, RUDY. También se
analiza un quinto libro, que puede ser considerado de transicion entre el tercero y cuarto
periodo, el de SADOVSKY, KASS, PANIZZA, y REYNA de 1989, i)of ser e'l primero que

incluye una referencia tematizada a la demostracion.

Entre los multiples aspectos considerados en la lectura y andlisis de los textos
seleccionados se ha privilegiado en primer lugar una lectura general del mismo, y luego
una lectura mas pormenorizada de sus componentes. Ciertos interrogantes colaboraron en

este estudio, y han sido organizados en tomo a las problematicas siguientes:

V' Sobre las decisiones tomadas en la organizacién del texto y la demostracién en él.

(La demostracion en el libro es objeto de reflexidn explicita? ; jEn qué “ambiente” |

aparece en el texto?. ;Es o no objeto de ensefianza? ;Qué lectura puede hacerse del

indice? ;Como estd organizado cada capitulo?

v Sobre la concepcicn de matemdtica a ensefiar, la racionalidad y el lugar de lu
demostracion en ella.

;Cémo se presenta la matematica? ;Qué concepcién de los objetos matematicos,

son invenciones, se descubren o son construidos? ;La demostracién, es herramienta

de validacién o modelo de la actividad matematica? ;Lo deductivo se presenta en
relacion con qué status de los objetos matematicos? ;En geometria, el rol de la
figura, es mostrar o demostrar, es decir se induce al alumno a aceptar lo que
aparece en el dibujo como prueba? ;Como se establecen conjeturas y como se
validan? ;En geometria, se habla de propiedades y teoremas pero pide verificar en

el dibujo? Si es en algebra se demuestran las conjeturas obtenidas inductivamente?
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v’ Sobre la nocién de paralelogramo. 4
(El objeto “paralelogramo™ en relacién con qué conocimientos aparece?, ;Qué
' conocimientos se consideran previos? ;Se presenta esta nocion en su caracter de
objeto de la ciencia, descontextualizado, o en su caracter de herramienta,
contextualizado? ;Hay problemas? ;Problemas intra o extramatematicos? ;Como

aparece la demostracion en relacion con la nocién de paralelogramo?

v Sobre las propiedades demostradas >
.Se llama teorema a una serie de relaciones no demostradas, solo enunciadas con lo
que se vacia de sentido la palabra teorema?. ;Se dice condicion necesaria y
suficiente cuando estan los dos teoremas? ;, Hay alguna indicacién sobre el dominio
de validez de las propiedades demostradas, alguna alusion a generalizacion? Y que
ocurre con los teoremas reciprocos? ;Se trabaja de algin modo cuando existen y

cuando no existen?

V- Sobre la preparacion diddctica de la demostracion
;Se ha realizado un recorte respecto de la demostracion? jhay “temporalizaciéon™ y
secuenciacion de las formas de razonamiento en general y del razonamiento
deductivo en particular? es decir, jse plantea cémo entra al sistema y como
evoluciona en él la ensefianza de f:ormas de razonamiento en general o del

razonamiento deductivo?.

v Sobre las practicas docentes inducidas y la representacion del aprendizaje del
alumno en relacion con el razonamiento y la demostracion
(El docente es inducido a la exposicion del saber, a plantear el descubrimiento, a
proponer problemas? ;Se habitua al alumno a generalizar y a encontrar diferencias
entre lo particular y lo general? Cuando se pide demostrar, ;hay preguntas
intermedias o alguna otra guia para el alumno? ;Se explicitan, construyen o ignoran
las reglas validas? jEn la actividad del alumno es posible alguna de las duplas:

convencer - sistematizar o comprender — descubrir?
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Textos paradigmaticos en cada periodo

Libro Geometria - Segundo curso - Repetto, Linskens, Fesquet. -

Este libro analizado es la edicidn 4° edicion (la 1° es de 1940) y se presenta en dos
volimenes, uno de Aritmética y otro de Geometria tal como el programa del curso, del que
el indice del texto es una copia. En el de Geometria, aparecen 11 capitulos cuyos titulos
aluden a objetos matematicos de diverso tipo_, como figuras geométricas (circunferencia y
circulo o cuadrilateros), relaciones (como posiciones relativas de una recta con respeéto a
una circunferencia, u operaciones como multiplicacién de segmentos. Cada uno incluye la
enunciacion completa de las propiedades y si existen sus reciprocas, asi como también de
las construcciones cuyos procedimientos se van a desarrollar, indicando ademés cuéles
seran en cada caso los datos de partida. Se explicita también que se incluyen “ejercicios de

aplicacion”. (AnexoIa V)

" Cada capitulo esta organizado en varias partes, una para cada nocion tratada. Cada parte
incluye dos tipos de presentaciones, una 0 mas definiciones y teoremas relativos a las
propiedades de los objetos definidos, y ejercicios de aplicacidn, entre los que-se incluyen

construcciones geométricas. (Anexo VIa XVI).

Las nociones matematicas aparecen en su presentacion descontextualizadas, en su caracter
de objetos de la ciencia. Todos los teoremas, tanto directos como los reciprocos estan
demostrados. Se presenta una figura como apoyo para seguir el razonamiento, pero ésta es
considerada como un dibujo al cual hay que agregar datos para pode!r razonar, no se
pretende mostrar sobre el dibujo. En algunos casos se deduce dé: una propiedad
demostrada, una condicién necesaria y suficiente (REPETTO, LINSKENS, FESQUET:
1952, 33).

En los gjercicios de aplicacion se propone al estudiante realizar demostraciones, y también
realizar calculos para el caso de las propiedades métricas (REPETTO, LINSKENS,
FESQUET: 1952, 26/27). Las construcciones explicadas paso a paso, si es posible se

desarrollan con més de un procedimiento, y al finalizar se plantea la condicién de

posibilidad de cada una, es decir para qué valores o relaciones entre los datos es posible
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construir la figura pedida (REPETTO, LINSKENS, FESQUET: 1952, 27 y 28). Las
explicaciones sobre las construcciones se hace razonando sobre una figura de analisis que
aparece en el texto. Si bien las construcciones que se plantean éor,no ejercicio a resolver,
son otros ejemplos de las ya explicadas con diferentes datos, en algn caso se propone
realizar alguna no explicada (REPETTO, LINSKENS, FESQUET: 1952, ejercicio 15, pag.
29).

Se puede inférir que esta organizacion refiere a las concepciones de ensefianza y de
aprendizaje. El profesor explica el saber en su caracter de objeto, y tambi€én su uso como
instrumento por ejemplo en la construccion de figuras, tratando de ser lo mas fiel posible a
la versién escolarizada del conocimiento en que la definicion para cada objeto es unica, asi

como el tipo de simbolizacién utilizada para representarla.

Las actividades para el alumno son ejercicios de aplicacic')n.‘ El estudiante ejercita y aplica
el conocimiento. Puede aplicar el conocimiento porque lo aprende acabado, cada objeto
con todas su propiedades y cada una de éstas con el dominio de validez adecuado,
relacionado con otros objetos del mismo campo. No se apela a la comprensidn del
estudiante, sino a que entre en el juego deductivo de partir de premisas y arribar
légiéamente a la conclusion. Si lo hace, quedara convencido de que ésta es irrefutable, pero

(como entra en el juego?.

- Las construcciones nuevas, con datos diferentes que se proponen en algunas listas de
ejercicios de aplicacion, podrian ser consideradas problemas intramatematicos desde una
mirada actual, sélo que en el marco de un contrato didactico como el que se infiere del
texto, el alumno no tiene concibe la resolucién de problemas como practica matematica si

no lo hace usando como modelo de razonamiento el deductivo.

Esto supone presentar la Matematica como un cuerpo de conocimientos organizado; en la
que se suceden definiciones teoremas; corolarios y construcciones. La actividad
matematica no aparece mas que a través de sus resultados y en particular la gedmetn’a
segln la sistematizacion de Euclides cuyos enunciados son los axiomas de partida o los -
- derivados deductivamente de ellos. El orden en que se van presentando los conocimientos

es el que impone proceder por deduccién. Los objetos de la geometria son figuras, objetos




ideales dados mediante una definicién, y la demostracién funciona aqui como un

instrumento que permite encadenar nociones y propiedades.

La noci6n de paralelogramo aparece como parte del capitulo 4, en el que también se
desarrolla la nocion de trapecio. Los paralelogramos son presentados como cuadrilateros
con propiedades particulares. Este capitulo esta antecedido por la presentacion de otros con
nociones mas generales, como los poligonos convexos y los cuadrilateros. También en el
capitulo de paralelogramos se toman primero los paralelogramos en 'general y luego los

tres paralelogramos especiales: cuadrado, rombo y rectangulo.

Aunque no forma parte del recorte realizado en este estudio el libro de aritmética del
mismo afio, conviene sefialar pof la diferencia con otros textos analizados, que la
demostracién también aparece en el libro de Aritmética, por ejemplo al presentar las

propiedades de la potenciacion.
Libro Geometria 2 - Matemitica moderna — Repetto, Linskens, Fesquet.

Este libro considerado es la 17° edicién, y también se presenta en dos volumenes, uno de
Aritmética y otro de Geometria. También en este caso, el indice va siguiendo el programa
del curso. En el libro de Geometria, aparecén 12 capitulos numerados, que en algunos
casos provienen de la union de otros anteriores, y en otros casos s¢ separan en dos o0 mas
- capitulos los contenidos que estan agrupados en unc solo en el libro analizado para el
periodo anterior. Se incluye ademas antes del primer capitulo, una “Si_ntcsié sobre nociones
de relaciones” incorporadas luego de algunas ediciones en que estos contenidos se
presentaron en un cuadernillo separado. En esta sintesis se presentan nociones conjuntistas,

tal como lo indica el programa de 1965.

También en este caso los titulos aluden a objetos matematicos de diverso tipo, como
figuras geométricas (circunferencia y circulo o cuadrilateros), relaciones (como posiciones
relativas de una recta con respecto a una circunferencia), o procedimientos (como
construccion de paralelogramos) La enunciacién del contenido del capitulo es muy breve,
sélo se mencionan las figuras, si se desarrollaran propiedades sin especificarlas y solo en

algin caso mencionandolas por las figuras a las que se refiere “suma de los angulos
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interiores de un poligono”. También se anuncia que en cada capitulo se incluyen

“gjercicios y problemas de aplicacion”. (Anexo XVII a XXI).

Cada capitulo est4 organizado en una (el 3) o mas partes (el 12), una para cada nocién
tratada. Si bien vuelve a parecen la estructuracién del capitulo en dos partes, una de
presentacién de los conocimientos y otra de actividades para el alumno, hay diferencias
respecto de la cada una de estas partes con respecto a la 4* edicién ya analizada. (Anexo
XXII a XXXVI). El capitulo de Paralelogramos, se divide aqui en tres, el 3 de
paralelogramos en general, el 4 de paralelogramos especiales, y el 5 de construcciones

geométricas.

En el capitulo 3 (y el mismo tratamiento tienen los contenidos del 4) , las definiciones
clésicas como “se llaman paralelogramos los cuadrilateros que tienen dos'pares de lados
opuestos paralelos” se completan con ejemplos (REPETTO, LINSKENS, FESQUET:
1967, 56), y en algunos casos se presenta también una definicién conjuntista, derivada de
un apartado denominado “observacion”, en el que aparece un dibujo que ilustra la idea, por
ejemplo “paralelogramo es un cuadrilatero determinado por la interseccion de dos bandas
secantes” (REPETTO, LINSKENS, FESQUET: 1967, 57). Al presentar las propiedades sé
retoma la nocién de paralelogramos, apelando a la observacion y medicién de los
paralelogramos dibujados, es decir a la ;/ia experimental. Luego se presentan los
- paralelogramos como subconjunto de los cuadrilateros en relacion con las propiedades que
. cumplen, simbdlicamente {(con ¢l simbelc de inclusién entre ambos conjuntos) y con un

grafico (un diagrama de Venn).

También aqui se demuestran los todos los teoremas, directos y reciprocos, y en un apartado
denominado también “observacién”, se relaciona teorema reciproco con condicién
suficiente (REPETTO, LINSKENS, FESQUET: 1967, 68). En 1aé demostraciones de los
teoremas, se usa una figura como apoyo para seguir el razonamiento, considerada como un
dibujo: Entre una y otra demostracion se incluyern explicaciones que parecen en el texto
sefialadas con un punto naranja en el comienzo, pareciera que con la intencién de marcar
que hay un cambio en el discurso. Por ejemplo se indica que una demostracion puede
hacerse por otro camino (REPETTO, LINSKENS, FESQUET: 1967, 62) o se explica
coloquialmente una propiedad antes de demostrarla (REPETTO, LINSKENS, FESQUET:
1967, 64). |
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En los ejercicios y. problemas de aplicacién (REPETTO, LINSKENS, FESQUET: 1967, 72
y 73) se propone 2l estudiante tres tipos de tareas, realizar demostraciones, realizar
calculos para el caso de las propiedades métricas y buscar razones-matematicas para una

situacién extramatematica.

Las construcciones del capitulo 5 son un objeto de estudio con un status diferente al de
ejercicio para la aplicacién de propiedades. También son, como en el texto de la 4° edicién,
explicadas paso a paso, si es posible se desarrollan con mas de un procedimiento, se razond
sobre la figura de analisis y se plantea la condicién de posibilidad de cada una. Pero en esta
presentacién, al finalizar se incluye la justificacion de la construccion, es decir, las
propiedades que cumple la figura construida para asegurar que se trata de la que se pidio
 (REPETTO, LINSKENS, FESQUET: 1967, 84 y 85).

Al inferir de lé organizacion del capitulo las concepciones de ensefianza y de aprendizaje,
se puede asimilar 2 un docente que explica el saber en una versién acabada, y un alumno
que aplica el conocimiento que le ha sido transmitido. Se considera que alguna
intervencion tiene la intuicién y la experiencia del alumno en el aprendizaje, para tratar de

lograr una mejor comprension de los conceptos y razonamientos matematicos.

Las sefiales de cambio son en la concepcién de la matemética a ensefiar, ligada a una
introduccién de los objetos de la matematica que utiliza mas de una via. Se hace una
- presentacién clasica, pero acompafiada de otra que apela a la intuicién y aun 2 la

experiencia. Esto resulta contradictorio cort la posterior presentacion deductiva de las

propiedades, pues un caracter d:istintivo de lo deductivo es la generalizacién y el caracter .

de verdades necesarias y no de hecho a las que se aplica. La intencién de usar la intuicion

como auxiliar, resulta en una confusién respecto del status de los objetos. La manipulacion

de las figuras mediante la medicion efectiva, en algunos apartados (REPETTO,

LINSKENS, FESQUET: 1967, 58 y 61), se propone como medio para probar que una
figura cumple una propiedad, con lo que se em‘"ufbia la diferenciacion entre los objetos y el
espacio geométrico, y los objetos y el espacio fisico. Se intenta salvar esta cuesti_én
aclarando que lo que se da en el caso particular del dibujo presentado vale en general, y
que esto se puede demostrar. (REPETTO, LINSKENS, FESQUET: 1967, 61)




Aparecen algunas diferencias con los textos anteriores, en relacion con el lenguaje
utilizado, que incluye los signos y simbolos presenfados en la primera pagina, para la
repreéentacién simbolica y grafica de las definiciones conjuntistas-y las clasificaciones e
inclusiones de clases de figuras. El orden de presentacion de los conocimientos es el que
permite deducirlos de otros anteriores, y la demostracién sigue siendo un medio para

presentar las propiedades.

La nocién de paralelogramo se presenta luego de otras més generales, y también entre ellos
se presentan en segundo término los palelogramos particulares, utilizando para mostrar las
relaciones entre las distintas figuras y sus propiedades, la nocion conjuntista de relacion

presentada en la sintesis anterior al primer capitulo.
La demostracion sigue siendo el modelo de pensamiento deductivo, y no aparecen otra
formas de razonamiento. Tampoco hay referencias a la actividad matematica, ni a la

elaboracion de conjeturas.

Libro Matematica 2 — Tapia, Tapia y Bibiloni .

Este texto se presenta en un unico volumen que alterna capitulos de Artimética y

Geometria, y contiene un capitulo inicial de “Conjuntos y relaciones”. Los contenidos de
geometria estin organizados en sélo 4 capitulos, cuyas denominaciones son entres ¢asos
- figuras, y en ¢l Gltimo las nociones de equivalchcia y &rea. En €l indice de cada capitulo, se
van alternando la presentacion de los diversos contenidos enunciados brevemente por un
nombre genérico (construcciones, propiedades de las diagonales) y los “ejercicios”.
(Anexo XXXVIII a XLI). o

El estudio de los .paralelogramos y sus propiedades se incluye, en el capitulo denominado
Cuadrilateros y cuadrangulos. En los tres primeros apartados del capitulo se presentan los

cuadrilateros, su clasificacion y las propiedades de lados y ahgulos. (Anexo XLII a LXII)

En el apartado I se presentan los cuadrilateros como fronteras y los cuadrangulos como
regiones interiores y fronteras, y luego como interseccion de angulos o de semiplanos. Sus
propiedades s6lo se enuncian, asi como las condiciones necesarias y suficientes de

congruencia. (esta nocion se presenta en un capitulo anterior). Los ejercicios presentados
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luego proponen dibujar ejemplos de figuras, explicar sus diferencias, usar las propiedades
métricas para calcular, unir puntos en un bgréﬁco y analizar ¢l dibujo obtenido resolver

intersecciones de angulos determinados por 4 puntos en el plano.

En el apartado II se presenta la clasificacion de los cuadriléteros, ilustrando las propiedades
mediante dibujos con varillas articuladas sobre las que se proponen movimientos, y el
. paralelogramo aparece como un trapecio particular. Del mismo modo, se van presentando
los cuadrildteros particulares y la que se denomina clasificacion genética de los
cuadrilateros. Se explica que “cuando se demuestra una propiedad para una clase de
cuadrilateros es valida para todas las clases incluidas en la primera” (TAPIA: 1975, 249).
Los ejercicios de este apartado, proponen por ejemplo, representar en diagramas de Venn
tres conjuntos, realizar operaciones y luego definir los resultados por comprensi()h y

analizar qué tipo de relacién es la de inclusién entre diferentes conjuntos de cuadrilateros.

En el apartado III, se dice explicitamente que “las propiedades de los lados y éngulos, se
presentan por veriﬁcagién y demostracién”. Se propone _explicitamente la intencién de que
el alumno demuestre, explicando un recurso general para demostrar: “encontrar tridngulos
y segmentos congruentes”, y una metodologia: en funcién de los datos y las incégnitas,

“determinar qué triangulos conviene comparar”.

“Te mostraremos algunas demostraciones como modelo y te proponemos
.otras como ¢jercicio. El propdsito -ne. es memorizarias, sino saber

encontrar el camino para lograrla”. (TAPIA: 1975, 251)

b

¢

Antes de la démostracién de una propiedad, se propone una verificacién con papel
recortédo y superposicién (TAPIA: 1975, 252), la demostracion se hace con una hipétesis
y dos tesis para dos propiedades diferentes, y las propiedades reciprocas se enuncian y se
explica como se pueden demostrar. Como ejercicio para esta parte, se pide demostrar una
propiedad dada, y se sugiere realizar una construccién auxiliar (trazar una diagonal y
compara los tridngulos). Los ejercicios que no son demostraciones proponen analizar
varias propiedades como condicién suficiente para otra, dibujar figuras con ciertas
caracteristicas, analizar una férmula de perimetro en relacién con el cuadrilatero para el

cual puede usarse, y realizar célculos con v sin uso de ecuaciones.
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Al compararlo con los textos anteriores, se observa una modificacién importante en el
lenguaje, tanto en de la notacién en géneral (aparécen los simbolos de pertenencia,
inclusién, etc.) como en la especifica de la geometria (los puntos con letras minusculas y
las rectas con mayusculas), y también con un lenguaje grafico nuevo (los diagramas de
Venn) para el que se fijan algunas convenciones. Por otra parte hay una renovacion en el
vocabulario utilizado para denominar las figuras, por ejemplo se insiste en la justeza de su
denominacién segan que hay que referirse sélo al contorno de la figura (cuadnlatero) o

también a la regién que este contorno rodea (cuadrangulo).

Los objetos de la geometria que se presentan son puramente formales, pues el punto, la
recta y el plano no se definen y los otros objetos son definidos de manera conjuntista a
partir de ellos. Sin embargo y a la vez, se hacen derivar de la experiencia, como si se
abstrayeran de la realidad. Justamente se trata de mejorar la incomprension y falta de
sentido que genera la formalizacion presentada recurriendo al material concreto para

presentar ejemplos particulares.

No todas las propiedades estan demostradas, en algunos casos se explica como hacerlo, y
cuando corresponde se sefiala que una propiedad es reciproca de otra. La cuestién de la
verificacion previa a la demostracion, y la enunciacién de propiedades como consecuencia
de una comprobacion (TAPIA: 1975, 252) resulta en una confusién respecto de las formas

de validacion aceptadas en matematica.

Libro Matemadtica 2 — Sadovsky, Kass, Panizza, Reyna.

El indice de este libro tiene 15 capitulos en el que se alternan los deditados a contenidos
aritméticos, y geométricos. Incluye una novedad respecto | de los textos anteriores, un
capitulo dedicado a la demostracion, y se sefiala que el proposito del mismo, es el de “dara
los alumnos la oportunidad de reflexionar sobre los procesos demostrativos™ (Anexo
LXIIl a LXV) |

El capitulo dedicado a paralelogramos, intenta “articular una aproximacidn intuitiva con la
introduccién al pensamiento formal”. (Anexo LXXI a LXXV). La aproximacién a la
definicion de los paralelogramos es la investigacion realizada por un grupo de alumnos que

discuten su trabajo, y encuentran una regularidad, la de que los puntos medios de los
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cuadrildteros determinan un cuadrilatero particular, el paralelogramo. En los dibujos

realizados, verifican el paralelismo con diferentes cuadrilateros.

La aproximacién intuitiva a' las propiedades, por ejemplo en el apartado lados y dngulos
del paralelogramo, la propiedad de congruencia de los mismos se comprueba con uso de
varillas y recortado (SADOVSKY, KASS, PANIZZA, REYNA: 1989, 150), y luego
aparece la pregunta acerca de la generalidad de la comprobacién realizada, planteando un
razonamiento para “cualquier” paralelogramo. Efectuar ufi razonamiento valido para
cualquier figura con las caracteristicas dadas, es lo que permite afirmar que la propiedad es
| general. Los razonamientos estan planteados en una serie de pasos y en lenguaje simboélico,
pero forma parte de un discurso mas coloquial. (SADOVSKY, KASS, PANIZZA,
REYNA: 1989, 150) ‘

Para algunas demostraciones se sugiere un camino, y explicar las razones por las que se
puede usar una cierta propiedad. En el caso de corresponder, se menciona que la propiedad

demostrada es reciproca de la anterior.

Con respecto al uso de la demostracién en este capitulo, es un instrumento que permite
presentar las propiedades, y el paso a lo deductivo, se relaciona claramente con el intento

de generalizacidn.

- En el capitulo 11, denominado La demostracién en matemadtica, se hace una introduccién -

~acerca del uso del razonamiento que parte de ciertas premisas y luego de varios pasos

establece conclusiones para un caso fuera de la matematica. Aparece un cuento policial de

Conan Doyle adaptado, y luego se analiza el pensamiento de Holmes, estableciendo las

conjeturas iniciales, los datos adicionales buscados, y la conclusién. Al plantearlo en la
matematica, se hace un paralelo con el cuento, y luego se plantea qﬁe un razonamiento
inductivo permite descubrir posibles propiedades, se puede sospechar una ley general. Se
aclara que luego hay que Gemostrarlo o encontrar un ejemplo que lo contradiga. (Anexo
LXVI a LXIX). Demostrar para todos los elementos de un conjunto infinito, aparece como

razonar sobre un elemento genérico.

LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA Y LA FORMACION DEL PENSAMIENTO, Prof. Graciela Chemelio

-81-



En el texto, se explicitan los criterios utilizados para la preparacion didactica de dos-

instrumentos de la actividad matematica, la definicién y la demostraciéon. Con respecto a la
definicién se dice: “un alumno puede utilizar un concepto antes de proponer una

definicion, esto antes de entender qué significa definir, y esto aun antes de entender para

que sirve una definicion”. Con respecto a la demostracion se plantea que: “puede verificar

una propiedad en un conjunto finito antes que en un conjunto infinito, puede entender una
demostracién antes de ser capaz de demostrar, y esto antes de entender qué cosa es una

demostracion.
Libro de la matematica — 8vo EGB — Guelman, Itzcovich, Pavesi, Rudy.

En este libro los capitulos desarrollan algunos contenidos diferentes de los anteriores.
Desapairecen los dedicados a la teoria de conjuntos, y se introducen dos capitulos de
Probabilidad y Estadistica. Hay 4 capitulos de Aritmética, 5 de Geometria, 1 dedicado a la
presentacion de la demostracion. (Anexo: LXXVI a LXXVIII)

La estructura de cada capitulo del libro estd organizada en cuatro partes. En primer lugar se
presentan problemas “para resolver con lo que saben”, a continuacién algunos posibles y
diferentes procedimientos para resolverlos, y en tercer lugar la definicién o enunciacién de
los conocimientos utilizados en la resolucion y su designacion en la ciencia. Finalmente

aparecen €jercicios.

En cuanto al capitulo titulado “La demostracién”, el primer problema plantea decidir si los

resultados de unos calculos son correctos y justificar la decision. Al plantear dos maneras
de resolverlo, una de ellas implica hacer uso de la‘propiedad distributiva, (Anexo: LXXIX

a XC)

En el problema 2, se pide escribir de alguna forma todos los niimeros que cumplen ciertas
propiedades. Como se trata de propiedades que cumplen conjuntos infinites de nimeros, la

unica forma de escribirlos a todos es buscando una expresién con letras.

En el problema 3, se pide decidir y justificar sobre un conjunto de enunciados si son
verdaderos o falsos. El ejemplo est4 elegido de tal modo que si se empieza a averiguar

probando con algunos nimeros, rapidamente se comprueba que el enunciado es falso, con
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lo que surge la regla de que un contrejemplo basta para probar la falsedad de un enunciado.
Por lo tanto, para conjuntos infinitos no se puede garantizar la validez si no se logran

escrituras que permitan razonar sobre todos los nameros.

En el 4, se pide averiguar si se duplica el area de un rectangulo cuando se duplica uno de

los lados, con lo que se da un problema geométrico en el marco de la medida.

En el problema 6, se propone determiriar la verdad o falsedad de una afirmacién sobre un
procedimiento para niimeros de una cifra. En este caso, como el conjunto en el que hay que

probar es finito y de pocos niimeros, se puede probar con cada uno.

Es. interesante relevar que la demostracién es retomada en un capitulo posterior,
nuevamente en contexto geométrico y en relacién con la medida, para presentar el teorema
de Pitagoras. Luego de plantear un problema de distancia en un caso paniéular y recurrir a
la propiedad para resolverlo, se desarrolla una posible demostracién para el caso de un
triangulos isosceles. Esa demostracion es anterior a Pitagoras, y asi es presentada, tal como
se anuncia en el indice. A continuacion el autor demuestra la propiedad por deformaciones
continuas de los cuadrados construidos sobre los lados, para un tridangulo cualquiera (no

isésceles)con lo que se amplia el campo de aplicacién de la propiedad.

En la reflexion posterior, tambi€n se busca ampliar el campo de aplicacion de la propiedad

4 : 7 S ’ .
pero en este caso en el marco numérico, pues se pregunta céme funcionard para ¢l casc en

que el lado y la diagonal del tridngulo sean nimeros irracionales.

Retomando los interrogantes planteados al inicio del capitulo, es posible reflexionar sobre
lo analizado hasta aqui siguiendo la evolucion de los textos a lo largo del tiempo. Entre los

hallazgos mas destacables sobre las problematicas planteadas se sefialan los siguientes:‘

< Sobre las decisiones tomadas en la organizacién del texto y lu deinosiracion en él:
En los. tres primeros libros, la demostraciéon no aparece tratada como objeto de |
-enseflanza y en los dos tltimos libros, si. Se puede advertir una participacion
creciente de los autores en la reorganizacion de los contenidos de las unidades del
programa al armar el indice, ya que en los tres primeros libros, los indices siguen

unidad por unidad, el programa oficial, y en el cuarto, aparecen temas nuevos como
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por ejemplo la inclusidn del capitulo de demostracion. En el caso del ultimo libro,
la ausencia de distribucién de los contenidos de los CBC por afio, deja la tarea de
~ distribucién, secuenciacidn y organizacion de los contenidos como decisiones de

los autores.

v Sobre la céncepcién de matemadtica a ensefiar y el Zugar de la demostracién:
Se va transitando de una matematica-que se muestra como ciencia axiomatica,
cuyos objetos son ideales, invenciones del hombre (en REPETTO y otros,1952), a >
otra matematica con una estructura logico formal en la que los objetos se abstraen
de lo real (en TAPIA y otros). De esta segunda concepcion se transita a una tercera,
en la que la matematica es una actividad de resolucion de problemas, y sus objetos

son construidos en esta actividad (GUELMAN y otros).

Paralelamente, segun cada concepéién'de matematica la demostracién tiene un
papel diferente. Si los objetos son ideales, las reglas de la légica anteceden a la
actividad de demostrar, y las demostraciones deberan ser deducidas a partir de las
definiciones de los objetos y de esas reglas. Si los objetos son descubiertos,
preexisten a la actividad de demostrar, y la demostracién es un medio de suplir la
insuficiencia de los medios de observacion o de los instrumentos. Si los objetos
- matematicos son construidos, existe una simultaneidad entre la construccién de una

racionalidad matematica y la actividad de demostrar.

Por otra parte, mientras que en los tres primeros libros se presenta la demostracién como
modelo del pensamiento matematico, ‘en los dos ltimos es presentada con claridad como

instrumento de validacion. ;

Se identifica una evolucién en el papel del alumno como sujeto de aprendizaje en lo
relativo a lo que se concibe que tienel que hacer, a lo largo de todos los libros. En
REPETTO de 1952, el alumno sélo contempla, memoriza y copia las demostraciones; en
REPETTO de 1967 aplica sus resultados, y en TAPIA es instado a utilizar el razonamiento
- deductivo como una serie de deducciones pero sin demostrar. La matematica deductivista
que se muestra en estos tres casos podria ser para-los alumnos, inhibidora de sus

- comportamientos heuristicos. A partir d¢ GUELMAN, puede observarse que la actividad
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matemadtica del alumno es entendida como un proceso de resolucién de problemas, y ese

proceso puede o no incluir momentos, en los que demuestre.

v’ Sobre la nocién de paralelogramo y las propiedades demostradas
Ante la ausencia de la demostracion como objeto de ensefianza, el analisis sobre la
preSentacién de vla nocion de paralelogramo, podria sintetizarse plateando que ha sido
hasta Sadovsky inclusive, un contenido a tratar, pero, luego desaparece en los textos de

segundo afio para pasar a los textos de sexto grado.

En todos los casos, el conjunto de figuras y propiedades que se tratan son los mismos,
aunque varian la forma de definirlas y de presentar las propiedades. De la definicién
clasica por sus propiedades, se pasa a la “conjuntista”. Las propiedades dejan de ser
todas demostradas, también sus reciprocas- cuando existen, y pasan a ser sélo algunas

demostradas y otras enunciadas.

En los tres primeros textos, la nocién es tratada en forma “descontextualizada”, en su
caracter de objeto, y no como instrumento de resolucidon. Los ejercicios en los dos
libros de Repetto son de célculo o de construccion. En Tapia se agregan los de
clasificacion. En el SADOVSKY en cambio, ademas de presentarla fuera de contexto,
también se plantean “problemas abiertos” donde hay que tener en cuenta las

propiedades de las figuras para resolverlos.

Un caso interesante de analizar, es el de las construcciones geométricas, que
evolucionan en su tratamiento a lo largo de los libros, pasando de ser procedimientos a
repetir en ambos REPETTO, a constituirse en el de SADOVSKY en una fuente de

problemas.

V' Sobre la preparacién diddctica de la demostracion.
Se han observado algunas coincidencias en dos textos, los de sadovsky y guelman, en -
los que la demostracidn es un contenido a ensefiar. El tratamiento que se da a las
figuras geométricas no es el de dibyjo, sino el de objetos ideales. El razonamiento
deductivo en matematica estd asociado a la necesidad de pensar en propiedades que
valgan para todos los objetos, sean nimeros o figuras, es decir a la idea de

generalizacion. Cuando se propone arribar a conjeturas por via inductiva, es decir
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mediante el analisis de casos particulares, se aclara que si.no se demuestra, €s

propiedad no es vélida.

También se observan diferencias en cuanto al modo de entrada a la demostracion.
Mientras que en SADOVSKY, se plantea la realizacion de verificaciones de
propiedades antes que las demostraciones, en GUELMAN se proponen preguntas cuya
respuesta el alumno no conoce y que lo haran entrar en un proceso de resolucion y
validacion. En Sadovsky, se introduce en el ambito de analizar propiedades de los

ntimeros, y en el segundo se amplia a analizar también en el marco geométrico.

Otra diferencia entre ambos textos, es que la entrada al razonamiento deductivo en
matematica se hace en el primero de estos libros por comparacion y diferenciacion del
uso del razonamiento deductivo fuera de ella, mientras que en el de GUELMAN, se
plantea un conjunto de problemas a resolver, y en cada uno de ellos es necesaria alguna
“regla” diferente para llegar a la respuesta. Asi se va pasando por el “contrajemplo”, €l
probar uno a uno para conjuntos con muy pocos elementos, buscar una formula para

conjuntos infinitos.

Sobre las practicas docentes inducidas y la representacion del aprendizaje del alumno

en relacién con el razonamiento y la demos}racién

En la practica de ensefianza que inducen los dos libros de REPETTO, no se propone el
-aprendizaje de la demostracién propiamente dicho, y no se realizan actividades conel . - -.
_proposito de ensefiar a demostrar. El profesor tendria que mostrar las demostraciones a

los alumnos, eécn'birlas en el pizarrdn, explicar donde y como se deben escribir H/, T/

y las lineas del razonamiento hasta llegar a la conclusién. La demostracién consiste en

pasar de una a otra mediante un razonamiento deductivo. Pero, demuestra solo para
exponer en forma racional, organizada deductivamente. La demostracién muestra un

“producto”, no una actividad.

Si el alumno fuera invitado a demostrar, no sabria como hacerlo. No puede imaginar
que para demostrar es necesario pensar, y aunque le hayan dado las reglas no

comprendera el sentido del juego que se les propone.
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En la prictica de ensefianza inducida por TAPIA, el profesor teﬁdria que realizar
experiencias con materiales manipulativos para que el alumno descubra las
prbpiedades. Sélo en el caso de que alguna de ellas no sea evidente para el alumno,
tendra que demostrar. Aunque reconoce la potencia del razonamiento deductivo, no

planteara al alumno demostrar, sino usar las propiedades para establecer relaciones.

Si al alumno se le propusiera demostr'ar,v trataria de buscar los pasos del

encadenamiento deductivo, sin preguntarse si la propiedad es o no verdadera.

En la practica de ensefianza inducida por GUELMAN, el profesor tendria que plantear
problemas, y los alumnos deberan resolverlos, luego discutira la solucion con ellos
analizando las reglas utilizadas para asegurarse de que “todos los objetos” cumplan o

no cumplan la propiedad en cuestién.

Focalizando en la ensefianza de la demostracién y la formacion del pensamiento

deductivo, se puede concluir que:

En los tres primeros textos (REPETTO, REPETTO, TAPIA), la demostracion no
aparece como contenido a ensefiar y se muestra como “pasos a seguir” segun las reglas
de la 16gica deductiva, algoritmizada y sin asociarla a un debate, sin que se reconozcan

otras formas de razonamiento que lievan a formular conjeturas (fase exploratoria).

En los dos tltimos textos (SADOVSKY, GUELMAN), la demostracion aparece como
contenido a ensefiar y se muestra como un instrumento ligado a la validacion -

evaluacién del resultado obtenido para si mismo y para comunicar a los otros. (quien

demuestra ya ha adquirido cierta conviccion, cierta certeza respecto de que el resultado

es valido). En las propuestas de ensefianza, el instrumento tiene tal fuerza que permite

crear nuevos objetos
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6. EPILOGO

Este estudio e investigacidn se refiere a la ensefianza de la matemdtica en la escuela
media, en su primer ciclo, y particularmente sobre la ensefianza de /a demostracion, entre

los afios 1950 y 2000 en Argentina

Justamente cuando la ensefianza media procura ser universal, y de calidad para todos los
estudiantes. Tal preocupacion involucra el quehacer de todas las instancias del sistema
educativo y de cada uno de sus actores. Universalizar la ensefianza media implica
asimismo como se afirmara en la introduccién de este texto, darse la oportunidad de pensar
como ensefiar a pensar, reflexionar sobre las estrategias mas significativas para potenciar

el aprender a aprender a lo largo de toda la vida.

El abrir un amplio abanico de posibilidades al ensefiar la utilizacién de diversos conceptos
y herramientas de las disciplinas, asi como, el reconocimiento de su potencia heuristica
es sin duda una de las deudas mas desafzaﬁtes que eﬁfrentan las didacticas a la hora de
pensar el conocimiento que tienen que adquirir los estudiantes para ser usado fuera de la

escuela en el inicio del tercer milenio.

A lo largo de este trabajo puede afirmarse que se ha arribado a los objetivos que se
planteara, uno de ellos, el que se planteaba ocuparse de indagar sobre como se utilizé en la
ensefianza de la matemdtica la demostracion como herramienta de formacion del

pensamiento, en caso de que se lo hubiera hecho.

El otro objetivo, el que se inscribia dentro de las actuales preocupaciones de aportar al
desarrollo y adecuacion de la ensefianza de nivel medio, en su primer ciclo, a una
significativa formacion del pensamiento de los jovenes que asisten y acceden a este nivel,

hoy obligatorio en la mayoria de los paises latinoamericanos.

Para iniciar una recuperacion de lo analizado en esta investigacién a lo largo de sus

capitulos, pueden destacarse las conclusiones que se explicitan a continuacion:
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Se ha visto en capitulo dos, que cuando en el siglo —V, los griegos detectan el problema de
los irracionales, aparece la necesidad de la deduccién para probar la verdad, asi como se

impone la transformacion de los objetos matematicos en objetos ideales.

Histéricamente, la demostracién griega evoluciona tanto en sus formas, lenguajes, como en
los objetos a los que se refiere, y segun a los periodos que se consideren la actividad de
demostrar estard mas relacionada con la sistematizacion de lo conocido. En otros periodos
en que la expansion de la ciencia prevalece ante los nuevos problemas se generan nuevos
conceptos e instrumentos para abordarlos, y la propia actividad de demostrar acrecienta el

aporte a esta expansion.

En tanto se da este doble circuito del pensamiento: uno, comenzar del resultado
conjeturado buscando las relaciones que conducen a ¢, desde el punto de partida; y, dos,
deducir paso a paso desde las premisas conocidas para llegar al resuitado con un

procedimiento valido para la comunidad cientifica.

También se han visto las permanencias que en el transcurso de la historia se mantuvieron
como propias de la demostracion y que tienen que ser conservadas en la enseflanza para

que la transposicion didactica sea “fiel” al propio objeto del saber:

v' el cardcter a priori de sus enunciados
. el caracter de necesidad de las conclusiones por el uso de reglas establecidas, y
v' el caracter universal y abstracto de los objetos.
i
De los anélisis desarrollados en el capitulo tres en el que culmina la primera parte de este

estudio, pueden destacarse las siguientes conclusiones:

Para ensefiar matemética es indispensable, sin duda, incluir la demostracion como
contenido de la ensefianza, ya que sin ella no existiria en la matematica escolar uno de los
rasgos esenciales de la racionalidad matematica: el uso del razonamiento deductivo. Es

mas, es la actividad de demostrar la que permite a los alumnos construir esa racionalidad.
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Esta actividad, debiera aparecer en la matematica escolar como una fonﬁa de prueba entre
otras, para lo que es necesario instalar en el aula una forma de actividad matematica, en la
que los conocimientos vivan como respuestas a problemas, y el debate sobre lo producido
sea una forma de interaccion entre los integrantes de la clase. De tal modo, las reglas que
norman ¢l debate podran evolucionar hacia aquellas que son validas en la comunidad

cientifica.

Por otra parte, la propia actividad de demostrar tendria que aparecer, en el curriculum,
como contenido de ensefianza, para que todo alumno pueda acceder a esta practica

matematica.
Enla sintesis del capitulo cuatro, pueden destacarse las conclusiones siguientes:

En el marco de la evolucién de los documentos regulatorios de 1a ensefianza, y en relacion
con las orientaciones que brindaron para las transformaciones los libros de los matematicos
destacados, es posible identificar cambios que se dieron en la enseflanza de la

demostracion y la formacion del pensamiento.

Que la ensefianza de la Matemética tiene un papel en la formacién del pensamiento de los
alumnos, y que ese papel estd centralmente dado porque brinda la posibilidad de formacion
en el uso del razonamiento deductivo, uno de los elementos que constituyen su
racionalidad, es una cuestién que se constata en los escritos de los matematicos de todos
los periodos. Sin embargo, tal intencién formativa no esta expresada en los documentos de
los dos primeros periodos (1950 a 1965). La razon fundamental, pareciera relacionarse con
la idea de que la sola exposicion del'conocimiento organizado deductivamente, habria de

generar tal formacion.

En el tercer periodo (1965-1994) comienza a ser incluida la preocupacion de enscfiar a
razonar que se observan en las orientaciones didécticas, porgue comienza a entenderse al
- alumno debera tener un rol activo en el aprendizaje, el que debe resolver problemas. Se
supone que aprender4 a razonar deductivamente con la practica continua de resoluciones,
para las cuales solo se admite como valido el uso del razonamiento deductivo. Otras

formas de razonamiento se admiten fuera del proceso de resolucién de problemas.




En el cuarto periodo (1994-2000) en los documentos regulatorios, la formacién del
pensamiento es un propdsito de la ensefianza, y los tipos de razonamiento inductivo y
deductivo incluidos en las orientaciones did4cticas como distintas formas de llegar al

conocimiento, es decir como parte de lo heuristico en la resolucién de problemas.

Se observan cambios en el tiempo en la ensefianza de la demostraciéon. Comienza siendo
considerada en los dos primeros periodos mencionados més arriba, y aun en el tercero, es
decir desde 1950 a 1994), el método de la matematica, asociada a la produccidén de
conocimientos y confundida con la totalidad del proceso de resolucion de problemas. En el
tiltimo periodo (1994-2000) se constituye como uno de los instrumentos de prueba usado
en el proceso de resolucion, el que se atiene a las reglas 16gicas y por ello garantiza la

validez en la comunidad del resultado producido.

En los dos primeros periodos mencionados, el alumno debe copiar o comprender
demostraciones hechas por otros, en el tercero, podrd demostrar mas adelante pero no en
el primer ciclo de la escuela media. ;Cémo se articula esto con el propdsito de formar en el
razonamiento deductivo?, sélo resolvera deductivamente problemas que permitan otras

formas de validacioén, los de contexto extramatematico.

En el tltimo periodo que abarca de 1995 a 200:0, la resolucidn se concibe como un proceso
que incluye diferentes momentos de validacién en su transcurso, y que también incluye
_momentos en. los gue.el pensamiento funciona mas con una intencién de investigar
caminos que de controlar lo que se ha hecho hasta alli, mas en la exploracién de

posibilidades que en la busqueda de la certeza.

Sin embargo, no se plantea aun con claridad que la demostracién es una forma de
validacién mas exigente que otras pruebas pues implica la constitucién de una racionalidad
en la que no s6lo interesa la forma de abordar los objetos, sino el status de los objetos

mismos y e! lenguaje utilizado para su tratamiento.
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Del capitulo cinco pueden retomarse las siguientes conclusiones:

Puede afirmarse que, en los tres primeros libros estudiados (REPETTO, REPETTO,
TAPIA) la demostracion no aparece tratada como objeto de ensefianza. En los dos ultimos
libros del estudio (SADOVSKY, GUELMAN) puede verificarse que si se la incluye como
tal.

Asimismo, segun cada concepcidén de matematica en vigencia, se modifica el papel de la
demostracion. De las demostraciones deducidas a partir de las definiciones de los objetos
ideales y las reglas 16gicas, pasando la demostracion como forma de suplir la mnsuficiencia
de los medios de observacion para objetos descubiertos y abstraidos de la realidad, hasta la
simultaneidad entre la construccién de una racionalidad matematica y la actividad de

demostrar. -

En los tres primeros libros (REPETTO; REPETTO, TAPIA) se presenta la demostracion
como modelo del ‘pensamiento matematico, en los dos ultimos (SADOVSKY,

GUELMAN) es presentada con claridad como instrumento de validacion.

De una matematica deductivista que podria ser para los alumnos, inhibidora de sus

comportamientos heuristicos, se pasa a una actividad matematica para el alumno

entendida como un proceso de resolucién de problemas.

Las demostraciones en los capitulos de paralelogramos de los tres primeros libros
(REPETTO,; REPETTO, TAPIA, aparecen como un producto terminado y formalmente
adecuado de la actividad matemética. En SADOVSKY, hay un intento de mostrar el

proceso de produccidn y las reglas a las que se ajusta, intento mas logrado en GUELMAN.

En los textos donde la demostracion es un contenido a enseilar (SADOVSKY,
GUELMAN), aparece en reiacion cor las propiedades de ios numeros y en el marco

. geométrico, y en el marco de la racionalidad matematica.
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A modo de aportes

Para concluir este trabajo y de acuerdo a sus objetivos pueden esbozarse orientaciones para

repensar en procesos de mejora dirigidos a los diferentes actores del sistema educativo

Que la ensefianza de la demostracion tiene un papel crucial para que los adolescentes
tengan posibilidad de acceder Va la construccién de una racionalidad matemdtica, es
por;ue la misma es el instrumento de formacién del razonamiento deductivo. La
demostracion debe ser incluida en la ensefianza de la matemdtica. Por lo tanto, es una
manera en que esta ensefianza puede contribuir mejor a la formacion del pensamiento de

los jovenes, son afirmaciones de esta tesis.

Sin embargo, se ha llegado a explicar también que si bien el proposito formativo de la
ensefianza de la matematica se ha expresado entre los matematicos desde 1950, solo hace
pocos afios esto se ha concretado en los objetivos de ensefianza y m4s recientemente, en
1994, la demostracién se incluye como contenido de la misma en el primer ciclo de Ia

ensefianza media.

Las razones de esta demora pueden rastrearse en la concepcion de matematica a ensefiar y
de c6mo los alumnos se apropian de los conocimientos mateméticos en los periodos
estudiados, y también en la dificultad para transponer la demostracion a la ensefianza por la
" ausencia hasta hace pocos afios de estudios didacticos en ios que se io considere como un

una problematica de ensefianza con un componente especificamente matematico.

Por otra parte, en tiempos en los que se plantea la inclusion de todos los adolescentes en la
escuela, la problemadtica de la ensefianza de ld demostracién como instrumento de
formacion del pensamiento es decisiva. Hay muchos educadores que llegan a sostener que
es suficiente para un ciudadano usar la matematica basica, que no necesariamente requiere
aprender a demostrar. Sin embargo, si se quiere pasar de lo declarativo a los hechos en
cuanto al aporte a la formacién del pensamiento de la ensefianza de la matematica, hay que
plantear para los alumnos una construccion progresiva de la racionalidad propia de esta
disciplina desde el inicio de la escolaridad, como un proceso en el cual, si bien cada joven

avanzara segin sus posibilidades, la escuela debe garantizar como recorrido posible.




Sobre la formacién del pensamiento de los adolescentes

Las implicancias de las afirmaciones anteriores, al pensar en la formacién del pensamiento
de los jovenes, se centran primero en la clase de matematica. ;Cémo plantear en el ambito
escolar el “juego del matematico™, con alumnos del tercer ciclo cuyos conocimientos y
formas de abordaje son diferentes de las de los matematicos? Involucrandolos en un
contrato de comunidad clase resolviendo problemas, reflexionando sobre lo hecho, lo que

dara lugar a que evolucionen tanto los conocimientos como las formas de abordaje

Y més especificamente ;Cuél es el modo de desencadenar en todos los alumnos un proceso
de prueba?, y jcomo hacer aparecer en el transcurso del proceso la necesidad de cambiar el
tipo de argumentos, cuestionarse las reglas del debate, modificar su conceptualizacion de
los objetos? En principio, pareciera que hay que proveerles de un entorno con un problema
adecuado, con el que los alumnos puedan interactuar en forma privada y/ o en un debate

€on sus pares.

Algtiinos investigadores estan trabajando en esta linea, con muchos interrogantes como los
siguientes a la vista: ;se pueden construir las reglas del debate o solo se puede lograr que
aparezcé en la clase su necesidad?, el paso a lo deductivo ;jimplica continuidad o ruptura
con la racionalidad anterior?, si algunos alumnos entran y otros no en el juego deductivo,
para estos ultimos, ;como se puede promover que “entren”? ;qué factores inciden en ese

“encender el motor” que hace buscar respuestas?

Se ha planteado /a necesidad de involucrar a los alumnos en prdcticas de resolucion de
problemas, en relacion con el aprendizaje de la demostracion. Pero hasta aqui no se ha
puesto el acento en el valor de esta formacién por sus implicancias en el marco de generar
en los jovenes competencias que les permitirdn manejarse con autonomia en su vida como

ciudadano.

El involucramiento en la resolucion de problemas, ubica a quien la emprende en una
exigencia de blisqueda, de exploracién que va generando confianza en la propia capacidad
de enfrentarse con situaciones desconocidas y encontrar respuestas acudiendo a los

propios recursos. Genera la capacidad de internarse en un pensamiento exploratorio,
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heuristico, que es potente porque se anima a transitar y va evaluando alternativas, caminos

posibles, para ir obteniendo resultados con buenas prdbabilidades de ser razonables.

Un pensador involucrado en la resolucién de problemas, a diferencia de un pensador
algoritmico, que garantiza la consecucion de una buena fespuesta, pero no busca
alternativas y tieﬁe estrategias menos flexibles y adaptables a nuevos contextos y
situaciones, abre frente al problema un razonable abanico de alternativas, “hace una
buena apuesta” las explora y las valida. Es el tipo de pensamiento que necesita sin duda un

joven del tercer milenio.
Sobre la vida en el aula

Pensar hoy dia en la vida de la matematica en el aula, en el tipo de actividad que alli se

instala, no puede hacerse sin concebirla como parte de la escuela. Si para aprender a -

demostrar es necesario involucrarse en un proceso de prueba, €ste sOlo puede darse
cuando en la clase la actividad matematica esencial es la de resolucion de problemas,
entendida como forma de resolver y reflexionar, hacer, y saber cémo y por qué se hizo,
explicarlo mostrando caminos y explicando razones, interesdndose por la validez de lo

realizado.

La evaluacion de los aprendizajes, por su fuerte incidencia en el “contrato didéactico”, y
concebida come parte del procese de ensefianza, debe modificarse desde sus usos actuales
para acompaiiar el criterio de que se muestra lo aprendido cuando se pueden utilizar los
saberes y saber hacer en situaciones que comporten un desafio. Las evaZuaciones tendrian
que incluir situaciones que sean también de resolucién de problemas, 'de produccién de

conocimientos en algun sentido, de resignificacion de lo conocido en situaciones nuevas.

Pero por otra parte, si la construccion de la racionalidad es un proceso, que se da a lo largo
de vérios afios, €s necesario generar acuerdos institucionales respecto de los criterios a
utilizar en las prdcticas docentes qué deben ser comunes a todo el equipo. Por ejemplo, los
criterios de elaboracién y de valoracion de la evaluacién, de seguimiento de los
aprendizajes y dificultades de los alumnos, de planificaciéon y secuenciacién de los

contenidos y actividades de ensefianza, de como intervenir en la direccion del estudio de

LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA Y LA FORMACION DEL PENSAMIENTO, Prof. Graciela Chemelio

-95.



cada estudiante también fuera de la clase y en particular para los casos en que sea necesario

una nueva mediacion del saber.

En las escuelas hoy, los docentes desarrollan entre los roles mas importantes, el de
desarrollar ¢l curriculum y el de evaluarlo. El desarrollo del curriculum necesita de un

proceso de jerarquizacién de contenidos, de discernir lo esencial a ser enseflado para

articularlo en torno a ejes o problemdticas significativas para los alumnos y relevantes

desde el punto de vista disciplinar.:’ La evaluacion implica tanto la realizacién de un
diagnéstico de los saberes disponibles de los alumnos, como de sus necésidades, patrones

culturales, e intereses, siendo el docente profesional quien lleve a cabo esta transposicion.

Ambas tareas requieren de una mayor profesionalizacion, que necesita de tiempos
destinados a la reflexién sobre las practicas, el estudio de nuevas propuestas, la discusion

que abarquen nuevos horizontes.
Sobre los textos

El paso a lo apodictico, el modo en que los estudiantes cambian de punto de vista respecto
de los objetos matematicos (en particular de las figuras para el caso de la geometria), la
evolucion de los tipos de pruebas que dan de pruebas pragméticas a intelectuales, el disefio

de situaciones de ensefianza que permiten la construccion de unas reglas de debate o al

menos 1a necesidad de conocerlas para validar de acuerdo a ellas, son cuestiones en estudio -

en la comunidad didactica.

No obstante, el planteo de problemas para resolver como actividades para los alumnos,
asegura el uso de diferentes formas de razonamiento y de diferentes tipos de prueba si
tienen las caracteristicas siguientes. La actividad de demostrar, exige plantear problemas
donde a la vez los objetos no sean tomados en forma empirica proponiendo verificaciones
o utilizandolos ostensivamente, donde se cuestione este uso y las pruebas pragmaticas, y

donde el razonamiento deductivo esté asociado a la necesidad de generalizacion.
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Las situaciones a plantear, que generan una necesidad de entrar en un proceso de prueba,
pareciera que estdn mds ligadas a aquellas en las que el alumno debe responder preguntas
cuya respuesta no conoce, porque entonces podrd entrar en un proceso de resolucion y

validacion.

Convendria también, proponer las situaciones de modo que resulten insuficientes los
medios disponibles para validar, si se busca pasar de pruebas empiricas a intelectuales,
cuestionando las reglas de validacién que los alumnos usan de plantear. Se trata de que la
situacion apunte a construir alguna de las reglas del debate, como por ejemplo que muchos
casos particulares no alcanzan para probar que una propiedad es verdadera si no se puede

probar con todos, pero que un ejemplo alcanza para probar que es falsa.
Sobre la formacién docente

En prncipio, es posible plantearse en la formacién docente preguntas ligadas a la
modificacién de sus concepciones, y otras en relacién con como transferiran lo aprendido a
las practicas. ;Como hacer que los docentes conciban la demostracion como un proceso de
prueba en el marco de la resolucion de problemas, cémo hacer que conciban ese proceso
como integrado por diferentes secuencias, de investigacion, de formulacién, de control de
lo realizado para tomar una decision, y que es en ese proceso donde se da la dialéctica
investigacién — validacion, que implica también la formulacion y comprende la solucién?
-(Cémo promover la “elaboracion de concepciones en las que se considere que ia
racionalidad matematica es una construccién individual de cada estudiante? ;Cémo llevar
a las aulas un funcionamiento de la mateméxitica con este enfoque, dados los

i

condicionamientos del sistema de ensefianza?

Con respecto a como generar la concepcion planteada mds arriba sobre los futuros
docentes, en un enfoque coherente con el de este estudio, se puede plantearse lo siguiente.
Si ias concepciones sobre la matematica y sus objetos se adquieren ligadas a las practicas
matematicas en las que cada sujeto tienen la oportunidad de participar, la formacién
docente de los profesores debiera incluir practicas de demostracién que generen la
concepcién mencionada. Del mismo modo, para que la exigencia de pruebas encuentre un

lugar en las prdcticas matemdticas escolares en la escuela media, el profesor deberd
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- aceptar que los criterios de prueba pueden evolucionar con la escolaridad, y aceptar como

pruebas para el andlisis diddctico otras ademds de las demostraciones en sentido estricto.

Con respecto a la transferencia de lo aprendido a las prdcticas, no es posible seguir
pensando que la modificacion de las culturas institucionales, y de las practicas docentes es
una tarea que pueda realizarse en forma individual por uno o dos docentes entusiasmados.
La modificacion de las prdcticas requiere de deliberaciones y discusiones en equipo en los
que se elaboren’proyectos con objetivos, tareas y tiempos que muestren claridad y sentido

de metas pedagdgicas, de formacion y en tanto asi sociales. -

Si esta posibilidad se da, serd necesario trabajar en equipo, para analizar los textos que
faciliten el trabajo en el marco de la resolucion de problemas, seleccionar y secuenciar los
contenidos ligados a la ensefianza de la demostracion en funcioén de los conocimientos de

los alumnos, y sus heterogéneas caracteristicas.

Los cambios curriculares recientes y en los estilos de gestion suponen mayor autonomia de
las escuelas lo que requiere asimismo, nuevas competencias en los docentes, que implican
la reconversién de los que concluyeron su formacién inicial y repensar la de los atn no

formados.

" Entre otros cambios, 1as formas de ensefiar en los profesorados debe modificarse y también
las formas de pensar la ensefianza-en las escuelas medias, Las nuevas competencias que
deben adquirir los docentes en formacion, no pueden ensefiarse con estrategias que solo
pongan el énfasis en lo disciplinar o las basadas sélo en la observacién de clases. Es
necesario combinar una posibilidad de practica de matematica similar a la que deberan
utilizar con los alumnos, con una de discusion especifica sobre casos, en las que adquieran

nociones de andlisis didactico.
Sobre las orientaciones para la enseftanza

Uno de los mas fuertes condicionamientos de la ensefianza sobre el funcionamiento del
conocimiento en la clase, es la necesidad de evaluar los aprendizajes. Esto genera, en el
caso de la matematica, un efecto denominado de “algoritmizacién”, de descomponer el

saber en un paso a paso totalmente determinado, que hace disminuir el nivel de exigencia
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de la tarea para asegurarle al alumno el éxito. Esto facilita la evaluacion segun una
concepcidn en la que el aprendizaje se mide por la distancia al saber acabado. Pero este
procéso, en el que el alumno sélo debe realizar la secuencia de pasos sin saber el para qué
los hace, genera dos.dificultades que se explican para el caso de la demostracion. Si
demostrar es seguir un estereotipo centrado en el cdlculo 16gico a partir de un conjunto de
enunciados y por lo tanto es una actividad independizada del proceso de validacion, la

tarea pierde para el alumno su sentido original.

Por otra parte, aunque la intencion es asegurar al alumno el éxito, la falta de sentido genera
desinterés en la tarea y por lo tanto, no se activa el motor de la actividad de demostrar,
conocer no solo cémo es sino por qué es asi, no interesa ir a la caza de las propiedades. El

paso a paso entendido como célculo légico se agota.

La modificacién de las formas de evaluacién en el marco de los nuevos enfoques para la
ensefianza que se desprenden de la transformacion curricular, es una de las tareas

inconclusas que debieran ser pensadas.

La transformacién de 1994 curricular ha iniciado sélo la tarea de transposicion de los .

contenidos para su ensefianza en el sistema. Esto exige en un futuro muy préximo, lograr

un avance mayor en la transposicion pedagégica y didactica entre los conocimientos,

habilidades, actitudes y valores identificados y seleccionados y la organizacioén cotidiana
e las oportunidades y caminos para que los jdvenes puedan acceder a ellos y hacerios

propios: tiempos, secuencias, formas de organizacion del trabajo, estrategias de ensefianza,

formas de evaluacion. f '

j

Si no se avanza en esta tarea, el aumento de obligatoriedad de la ensefianza que debiera

permitir que todos los jovenes accedieran a conocimientos y herramientas hasta hace poco

reservados a una minoria, pueden no llegar a cumplir y sélo terminarian aprendiendo los

mismos contenidos anteriores diluidos en més afios de escolaridad. En particular en la:

escuela media, las nuevas propuestas curriculares se enfrentan con un escenario complejo

tanto desde el punto de vista socioeconémico como cultural, porque la educacién ya no -

garantiza la movilidad social, y porque la cultura de los jovenes que se incorporan
responde 2 patrones diferentes que los de los profesores y muchas veces desconocidos para

ellos.
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Para que se produzcan modificaciones en el proceso y en los resultados de aprendizaje es
necesario otorgar mayor prioridad a las dimensiones pedagogica y diddctica, pero con
acuerdos institucionales coherentes y significativos para todos. Es necesario disponer de
respuestas pedagogicas apropiadas para trabajar en contextos sociales y culturales tan
complejos como los actuales, y esas respuestas deben ser construidas en los ambitos
especificos. Se carece atn de una pedagogia de la diversidad que resuelva problemas de

“aprendizaje de poblaciones culturalmente heterogénea y en condiciones de pobreza.

UNIVERSIRAD DE SUENCA M
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ds 4 flue pertenaceti’ las. alturas.de Un trldhgulo congurren.en un punto
(P B1) = Elv“a‘elfmqrito doterminado  pov. log' puntos’ medios de “dos-
adoa’dé un tviéngulo es paralelo al teréer lado !"_iEllﬂF&JU mitad {pfie
ina. 52), K Intersecelén de las-medienas de un tridnguloN Las medianas
doiun-trifngulo coneurren en un punto, situado & unk distancia igual a:'-
.'g/S’d‘\e tada ung de ellus, del vértice respectivo (pég. 88). .

- un paralelogramo (pég. 20).~ En’todo paralelograma los &rgulos opies-
- 108 aon igualew (pug, <v). —Bi un cuadiatero tiene sus dxgulos opues-
tos 1guntes, s purutvloglamo. (pug, 21}, ~—8i las dingonales de un cus- .
drilatery se cortan hiviunmente su purtes iguales,’ d.cho cuadrilatero es.
un_ patslulograiig (pug 29j. — kin todo puraielograno las.diagonales se G
.corlun inutuatucule éu pultes lgunles (Z2),~ N1 uL cusdrilaero tiend-
dos . ludos vpuustus lguutes y puralewos ¢8 un paralelogrumo (pdg. 44).
| b~ Baves ncdids de un paraielogramg (pag, 28), -~ -La basé njedia de un -
. PAraielugraun cun. Fespecty ¥ un par de ikuos ep parslela a-caas uno de -
.7 e808 tudos {pug. 28). = Lenwro de simelrin del parmelogramo ‘(pag., 25).
o eldjerciclos ae aplitacion (pug. 26). — Construir un puraielograme, dados
-dos “fudos consecutivos ¥ el aigWwo comprendido (pag. 27)i—— Constiulr
un paralelogiuiho conotienuo avs lddus congecinivas y una .diagonsal {pé-
FINMR £8). ~ Constiuir Gu paratelogrumo dudos: un Jado y las dos diago-:
. nales (pay. d8),~ Coustruly un patarclugrdhio dados : las dos dtagonsies .
Y U0 Uk 108 BBRUIOS Yue ends tulinen ay coriurse \pag. 20), — Paralelo- -
gramos especiales (pdg. 80),— Si un paralelogramo tiene un Angulo -
. TetLo, los-ottvs tres lulnbien lo soa (pug., 30). — Rectdngule (pég. 80). .
¢ ==~ Propiedades ‘qel reclupgulo: (pug. 84). = Lias dingonales do un rectén-
‘gulo sun iguales (pag. 1), Udulo y eje de sinierria de un rectdnguly’
“{psg. 8L). — Las perpendiculates d loy tudos dé un-rectdngilo. teazadas
< pur el punto qe idwersuecion. de (us digunales Son tjea. dessimetris da la
S+ hgura (pug. 84).—~d1 U0 puraielogrulng nene doa’lados -onsgcutivos
iguutes, tens. los cuntro ladus igusivs (pag. ¥3).— Rombo {pakg. 83),—""
Fropieduues del Yomboe {pay, 85). — Las wagonales dé Bon per- .
“pendiculares.y bisectrivéa Jo Jos &ngulos cuyos vértices unen (pdg. 84).
— lijes dé Buuelrid del ronibo (g, $4).— Cuadredo” (pag. 86).— Pro.:
Piounaes del cundiauo (puy, 3b),—Ejercicios’ y, prowtemas de aplicacion” *
- {pug. $8), — Lunstrulr ull rectanguly uddust un tado y la diagonal (pé- . .
e guan 87) .~ Consirur un rettungulo dauvs! la“diugonal y- el angulo Qus
~formi con uno de los ludos (puyg, 37). - Constrityr uo rombd-_dm)s:-xin..
lado y un.anguto' (pug. 88).— Londlrtir un rombo dudas lus dos diagos
- Dates (pug. 88).~~Lonstrvir un cuadrado dadd el lade (pég. ‘88).— j
Cqustrier”’ un' cusdrado- duda 1o diugouul (pdg. 89),-—Trapecios y tra< §
Pezoidct., Trupetlo -(pug, 4U), +=- Clusiticucion de los trapecivs (pag. 40). .- .
e Buge edis de un wapecio {pag. 4U), — Lu buse media de.un.-lrapesiv’
€s purdiels 4 lus buses v 1gusl 4 Ju sermsuma e (a8 mismas (pag, 41),~ -
Lrupezorde (pag. 42)0— romvoine \puig, 43).— Propiedades def romboj-.
de, -Lu-tsguim principal del rombuoide es gectriz de los angulos. ¢uyos
vertices Uue, y curts perpendiculsruientic s 1k vira diagronal en el punto me- -
- dlo_(pM}_. ~ b ) .0 sinelriv del. rombotde, La diagonal printipal dal ..
. Jrumbliue es.uje de siuetnias uét ausmo (. 4yd). ~~ Ulusizicaclon: de'los
: [ euudrilateros - (pag..44), — Ejercievs de aplicacidn.  Construls ‘uh tra-,
7. peclo audus “sus cuatio ladog (pay. 146) .~ Lonstewy Un Arapecio «dadas’
-1a3 dos bases y'las dus dingonaies (pag. 46), — Construlr un trapecio dav:
dos: Jas dou bases y los dus angulos. uuyucentes u una de ellas (pag. 46).
e . - P ) .

L0 VI Ciretnferoncia ¢ efréulo.eiveeed e s iesetivesn i (ol
, Circunfarencia- (pég.” 66).— Puntos” interiores (p4g.. 65),« Puntos
exfer{gred' (pfig. 66). — Clrculo' (pég. 66).-— Angulo eentral -(pég. 66).
3 Arco- (pag, B6).~— Cuerds .y -diémetro (phg. BG).— Seetor. cirtular
K $pig,v!57;;a Segmento de cfrculo {pdg, §7).— Circunferencids iguales
»{psg..87), — Igualdad ‘de ‘Greos ‘(phg. §7):-Arco mayor o menor que
_otrd (phg. 57).~ Igoaldnd de sectores (pég: §7),— Sector mayor 6. me-. -
dor. qug otro (pdg. 57).-—Medida e dngulos y de-areos (phg. §7),—' -
En utia nifsma cjrcunferencia .o en ¢ircunferencias’ iguales la-'razén do o
‘o4 Engulos contraley ¢s igual &:la de’los arcos correspondientes (pag, 58). -
«++La medida do un ngulocentral vs igual & la medida del arco que abars
o, Rigmpre ?o 1w ynldad de ptco van 8} wreo correspondiente a la'unided & - ]
o &ngulo. (pég. §9), « Relaglones entvs arcos y ¢uerdas Iguglos o déslguns ISP
lesTHin'yna “¢ircunferéngia, o'en cirtunferencias iguales, a arcos.igdales v
oprresppnidén cuerdas igusies (pdg.. 80)} — Reciproco. En'tina efrcunfe-
- ‘veneih; o en circpnferencias Iguales, a-Cuerdas iguales correspondtn arcos © 1
V- jguales: (pég. 60).—En una mlsma circunferencia, o en’civcunferenciag*: = -,
- lguales, a mayor arco cdrresponde magor cuerda’ (phg. 61}, ~= Reciproco, '~
fn uria misma circunforencls, o en circonferencias iguales, a mayor cuers | "
"dd "orrespondo mayor arco (pig: 62).-AEn _pna circunferencin, el difs ..
© rsmétro.cs la mayor de las cuerdas {pig. 62) El di&metro perpendicus -
lay @ una.cuerdn-corta a ésta’ y a los arcos’ subtiande, en.?oa partes- -
frualés ¥ es-biseetrlz de los Angulos centrales corYespondientes {pg..03). -
2. T6d6 difthetro ep efe do simetrin dé la circunferencia a-que pertencce .
(pak, 84).—'Por tres puntos no.pertenecientes a na misma recta, pasa”
‘edjempréd- e circunferentid ¥ sblo una .(péx: 66). ~ Coroldrio, - Todo . -
trifngulo.es-Inscriptible (phgi 66):~~ Ejercicios de aplicacién (pdg.86). ~
RN P “_.."\ ' - R

(S N . Lol .- ) “ . .41'__:.“.‘~1:‘ .
gﬁlyum“ VIL, Posiciones relativas ds ung rects con respecto 6 tng eir ! -->

QURfErenold. s oot it il itesiniiniisiciieiiiaa it il 00
Rettas tangentes & unaircunferencia (pég. 67). ~ Reciproco.- Si- unk
t6cta estangents'a Upafoircunferencia; ew. perpendicular al.vadio que
Hema pox ¢l ‘punto ‘de tangencla (pég..68).+ Por.un punto de unacic-
intérehcinl trazarle 1a tangente. (pdig. 68).— Trazar:las. tangentes a.
wne "#cdnforencia,” por, un pinto, exterfor (pég.' 69). ~ Targentesicd: ",
, munés.s dos circunferenclas. (psg..69).— Construccién*de las tangentes: .
- interipres: comunes & dos circunferencias (pfig. 70); <~ Construccidn .de:

" ;Jus- tangentos - exteriores, comunes a'dos circunferencias. (pig. 70
jorcicios de aplicacién~'(phg. 72)<. -~ ... . -~ - .
YT e e . R

oy ERS . ‘.

« . »7-CAPITULO V. Puntos notables del tritingulo.i....ivvsiviverraviosiaanr
,o oo .. Interseceidn de las bisectrices de ua triéngulo, ILas bisectrices de un’
© % tridngulo concurren en un punto que equidista de los lados- del tildn-
., gulo. (pég, 49).— Corolario, ‘Las circunferencia que, tene por. centro el -
punto de interseccién de las bisectrices del txidngulo ¥ por radic'la dis.’
tancia de ese puntp a los Iados, estd inscripta en el trifngule dado (pé-
ina 50)) 3 Intérseccién de [as ‘madiatrices de los lndss de .un.trigngulo.:
.. Las mediatrices de: los. lados de un tridngulo concurren en un punto qu¢’ !
equidista de Joy vértices. del mismo (pég. 60).— Gorolaiio, Lag cireunfe.: - ..
rencla qué tiene.por centro el punte-de interseccién. dé Jas mediatrices’ "
.de los lados ds un trigngulo, y por radio. la distancis de eie punto'a eada’

i

A}

@API g@ V!II} Angulos inscriptos y semiingeriplon. oo vy voniyvaiieey
*Xngulos {nscriptos.. (pdg, -78) 5= Todo - dngulo- inscripto- es igual n.la
‘mitad ‘del dngulo central que abafea el mismo-arco (pgg. 73). - Primer;
¢a%0. (pdg, 74).~Segundo caro (pAg. 74):— Tercer caso" (nér: 756)c—
Corolarios: /1%, En una circunférencis,  todod- los &ngulos inscriptos ‘en
“up misna arco, “son;iguales. (p4g.’ 78}, —2°, Todo Angulo ‘inseripto en .
na: seicdreunferencin ‘es” tecto., (pag. N6): «w Angules. semiins‘c‘riptns
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jsi fero g, 1 vez son ooxuu;zndys ontra’
{transversal BA;y cowmd & tos rccia &l ser f‘i
n ﬁngulos conjugados euplemcntanus, Boné"
T ;

‘I
. parolelus wsull,a
K‘"‘]‘ i

2 L I Y wll :
Yy como estos’ ngilds Eﬁqugndos etitre las rectas Alt K CD oortn
por la tmusvcrsul BC .ol ws%xp\cmenmrlos.

3
Ay

" ] dds' opucsws de- AB(,Dgéb ‘ }

“i32 TrONEN
'n"pa'{tes i;'mdle:

”ABCD_m un pnralclotmmo

‘los Tadob homélogos sor xéuu!es,

KRS
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1,. Signas y simbolos . x1
'_'.' All?be(o nrlf:gf: .gn.. TN xi
'\ . .
‘? Sintasls sobre nocionss da ireleclones ........ e, 1
E _Par ardenado de elementon L....iieiiioieninntn 1
; Pmd.uclo c.arlesianc; de dos conjuntos ............ 1
‘ Jaci o corresy las entre conjuntos ... 3
: -~ QDominlo y contradoimlnio ...... PR P L
Rolacion de equivalencla ........oieiiviieaniens 6 .
Relaclones de 0rdan .....oviiiiaiiiaeiineiniaaan 6
7 Apl:caé%bﬂ ‘o funcién R
- .
1 Poligonos convexos .10
13

_.Poligono regular
' Pollgono €ONCave .......... T TRUUTS N SO T
Sums de los sngulos interiores de un pollgono ..., 14

ST

Suta de 108 Angulos exterlores de un poligone .... 16
Relaclon entre un lado de un poligono y la suma de

los demés ..

Tgusldad de- poligonos ...

FRREES b on i = o

. s
B 7 n " . ’ < :
It ﬁmﬁ . 3 m ‘4- AR LA
1 & m.mmm af ‘i’.‘mmm\ﬁt:* SR I il v, et
#
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Kiorticios y prodtemes do aplicacién ............. ... 2
Cuscrlisteros ....... —
Pr de los ¢ detucidas de las
\ deloapullgnnolm.gmenl ..... fortreneeei... 22
I~- . ¥ probi de cacibn ...... e . 2
2 Transformaciones en ol pisno 2%
' Yrastackén ................. 2
Ejerciolos de aplicacisn ....... . 33
Roteclén .. ... .. .iiiiiiiiiniiiin... 35
E} Y p de Ceresiaeaaas 40
Simetria ..... FERRRINN ..61
Stmetries sucesives .................".... s
Y provlemas de splicacién ................. 54
3 Parsietogramos creerrereeniaas D IEETTREN 56
" propi de ios paralel et .58
Ejerciclos y prob de splicacion ....... PPN ”
4 Parslelogramos especisies 7
Rectingulo 74
: Rombo ........... ”
. Cusdrado ..o e 81
) Y p i prreeveeia., 83
s de | L
L
28
89
81
foeccios y de B0 i, 92
‘s rnmmympemmu ‘9
Tnp.clu R TTT N 9
=

Construccién de trapecios -:

" LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA Y LA FORMACION DEL PENSAMIENTO Prof. Graciela Chemello

i
H

l’_unlgs_» notables del .1_néngul

Clmula

lgualel

Ejarcicios y prnblemn de ‘unhclclon-.. [T 128 |

.9 Posiclonas retntivax de una recta ¥ una circunisrencia ..., 129
vE"-"i de aplicacién - '

°5, y semunscnptos

Angulns lns:viptos PR §
Angulos semllnscnplos . PR PO DU aveeraas 137
Tangen\es comuhes u dos c:rcunlmencms Ceendales 1417

Medlda de Angulas y de a c

.\1 Pcllgonos equivalentes
. Pallgcnos consncuhvns ‘ P I
" Pollgonos equivalentes - . ... 150
" Corolarios de Ia deinicion T
R Cnnéébl:o de BU.DE.C'”.(‘:'E: A e .

.q\{iv.alentia_ de fig




: .
: ;
- S : i v
g L o Equivalencia sntrs un tridngulo y un paralela- i
oy R . S BAAMO (. e vinvennincennanrnns eeerenene . 158 : H
. o q va dos tridngutos .............. 159 -t i . - o .
’ | Equivaleﬁclu ‘éntre un lrlpeclo ¥y un tridngulo 16¢ | . v 3 . P . .
. Teansformacionos de tiguras pollgona!es . 187 :x pARALELOGRAMOS
€ Y pr i do . o
Muftiplicacitn do segmentos ...: . L 172 “
;. Prodicto de _@os segmantos Vi H
Superticles de pollgones ...... 177 i ¢ i . . S X . - .
- Superficia dal parstalogramo . . 173 e . S P E . o ' . 1
: . Supaficie del tringulo . 174 i T ’
5 * “Superficie del trapocio . : Rt i
?‘{ V * " Superficia de un poligono por dascomposlcién E ! Definlcién. Se Naman patalelogramos los cuadrilateros que tienen
¢ ; ’ en figurss pérclales ....% . H los dos pares de lados opuestos-paralelos.
W ' : Asl, son parslelogramos los tres cuadriisteros sigulentes:

B S U amaent MNZPQT RS ATV

eses bandas es el paralalogramo
MNPQ., Es decir, también pue
de darse la sxgulanla

: : o on//Bc yNPlMQ Yy RVAST
ousen\mcuou é’ '
"8l se consideran dos ban-
das secantes, por ejemplo la
3 banda ab y la banda cd, se ob-
¢ 1; serva que la Interseccién de
i
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Detiniclén. Paralelogramo es el cuadrllélero ‘determinado p(sr la
Interseccién de dos bandas secantes.

A e

i v'-NomcMn. Se Indica que ABCD es un paralelogramo dlbu1ando so—_

po

. . Aél:'
L ABCD s fes pavalelosramo ABCD

. dnléteros

Sumbé camente. .
Con)unlo paralelogramos c comunto cuadri!étems

Grahcamen!e'

Por ser cuadrilsteros, los paralelogramos gozan de todas las propie-
dades de los cuadritsteros, pero ademds, por la particularidad de. tenér
los dos pares de lados opuestos paralelos, tienen otras propiedades. que
les son caracterfsticas y que se estudlan a continuacién.

bre las’ Ietras de fos vértlces del musmo un pequeiso naralelogrdmo.': o

0 o Como los paralelogramos son cuadr-lélems que, ademss, cumpten ta‘
condicién de tener sus dos pares de lados opueslos paralelos, resuita que . .
" los paraielogramos son un subconjunto de los cuadrilateros; es decir,- al. |

_conjunto de fos paralelogramos estd |ncluido en el conjunto de fos cua-,, :

57

XXIHI

Prupladades de Ios paralalogramos k

Al observar un para|elogramo cua!qulera se no(a a s-mpie "vista

qué 1os ladds apuestas son tguales Esto puede comprobarse midiendo

los iados opuestos de los tres primeros para!elogramos presentadns en

este caplrulo Efectrvamente. resulta

en el pnmer pamlelogramo: D.y BE=AD
en el segundo parsleogramo: . MN=PQ y RF=HNQ
en el lercer Pparalelogramo: §§~=TV y §V=5T

i « contmuacnén 58 demuestra esta propledad en ol slguxente

. TEOREMA En (odo parale/ogramo. los fadas opuestos son rguales

T e
H) ABCD

7).

@ 3
o
S

- - Demostracita: Trazando la diagonél 8D, el ABED queda dividido en
los tridngulos: B I . -

A \ 5 '
Aﬁg t):er?goi w= g por allernOs mlemos enlre AB / CD y transv 80;
A A

Luego, por el aegundo cnteno de |gualdad de tnéngulos estos trian.
gulas son lguoles .

ellns .
AB = EB B

g por al!ernos internos enlre AD # BC y transv. BD.

. En conseruencla. kodos sus elementos homélogos son (EU&IES entre




por ser’ Iados que se 'omnen 3 los Angulos ngualns ﬁ Y ﬁ, .

- por. ser 1ados que se oponen a los éngulos Iguales u y u.

Sé'hs liegado & estableca' 2
¢l teoréma queda demoslrado

sl 'las Isfualdades de la lesls v oor 16 tanits

contmua -Ibn se construye un-'éua nlé(erb que hane

@ s“dns pari;s .
-de Iados opuesl')s Iguales Para eno se procede asl: oo

-Se’ constru/e un lmgulo cualqmera. A y sobre sus IadOs
n segmentos arbltiarios,. AP 'y AQ: con centro on P § radio AQ s
73 un arco, v con centéo en Q y radio AP se corta dicho arco; que-’
. dando determinado el punto R, Se une R con P.y Q. ‘quedando formado.
" el cuadrilstero’ APRQ,- que. por const clon Uene‘ _los dcs _pares-de lados’
opueslos iguales. En efecl : el o

por ser QR radio. de la cwcunferencla de cantro Q

77U R cuatrildtero obtenido parece ser un paralelogramo, y en efecto’
lo es. Esta propiedad, que es ganeral, es fa reciproca de Ia esiobh_clda .
“en el Ieorcma anterlor. y se demuestra en el siguiente: .

: Teorems reclprnco SI los Iadas opuostos de-un - cuadnlél(-ru son
: lgualcs ‘el cuadritdtero es un paralelogramo

declr .

uedan’ forﬁa&o; 105 Al

>: cemin;
. por” hipstesls; .
por. hipttesis... -

N’

{;\.—_- o por sér Jos énsulos que se oponen. raspechvament

‘ -, Iguales AD y BC Lo e e o

A .

= f) por sor los énguloa que se oponan. respectlvamenle o los lados
Iguatcs AB y OC,

,

’ pero a y o son anemos Internos entre las, tectas AB y CO cortadas por “

{8 transversal BD, como san |guales dichas rectas son paralelas,

' (l'i '

‘ Anélogamente ﬁ y (3 son alternos inlernos éntre las rectas BC y AD-' .

" cortadas por la kransversal BD y. como son iguales dlchas rectas son

Daralelas. es declr. R

.-‘;121 .

Las relaclon'e:s (1] y (2] Indican-que los dos pares de lados opusstos - -

.~ ~de ABCD &on.poralélos; luegs, deacuerdo con la definicidn,. ABCD es' P K
- ‘un paralelogramo. y pnr lo tanto el teorema quada demostrado. o

a los _iados'_ -




-, son iguales

XXVl

ales; es. un.pardlelogramo.

O




JRE PR

[ e p———

[OESR U S,

) q_ sea__: ) 2(A+6) 4 rec

: 'es decur, los émgulos A y 3 son sup(ementarlos pero por su poslcqén a
la vez son conjugados entre las ractas AD y BC cortadas por la transversal

W :”Cuadnlétero ABCD

LAt
b= 6

2T ;'ABCD es un parale!ogmmo L , .

'pemos(raclén: Siendo:

“w

A+Q+C-l 6 4rectos

o sea por propledad asoclalwe de ia suma

(A + 6\ + (C+ 6) =4 feclos

) susmuyendo on esta igualdad lo suma (C+S) por su ugual (\ +G)A
: seﬁene U\+&+(A+Q) 4rec|os TR

"iuegb:';"" R A+§ .2 rectos :

Lol

BA,'y como si dos rectas sl ser cortadas por una tercera forman éngulos
oniugados suplementarios, son paralelas, resulta

ADIBC @

P Por btra pane. se. sabe qun Ia suma de los éngulos lnterlores de un A
cuadnlélem es i1gual a 4 rectos, es decar 3

= e e i g3 s s = s S e v
e o P 0 1t s S -

L A A '
A = 6 por hipbtesis
reemplazando en [l] A por su |gual c s liene
e + ﬁ = 2 rectos

y como’ estos éngulos son con]ugados entre las rectas AB y CD cortadas
por Ia transversal BC al ser suplementarlos, resulta

ABICD SRR

Las relaclones [2] y [3] mdlcan que los Iados opuestos de ABCD
son paralelos; fuego, de acuerdo con fa definicién, ABCD e5 un paralelo
gramo, y el teorema queda demostrado. . .

-Si en e paralelogramo RNPQ .
se trazan las diagonales R RP y NQ, -
éstas se cortan en el punto 0. Pq;
de comprobarse que el segmento
/O es igual al segmento OP, es de-
¢lr, que O es el punto medio de la :
diagonal RP, o, lo que es lo mismo, .~ :
que O divide a dicha dxaganal en
partes fguales. '

Anélogamente puede comprobarse que el segmento NO es igual al
segmento, 0Q, es decir que ese punto O es también el punto medic da
la diagonal NQ. o sea que la divide en dos partes iguales. Esta propledad
.de las. diagonales se venhoa en todo paralelogramo y se demuestra en

, el sigmenle

e TEOREMA En lodo paralelogramo las diagonales se corlan mulua-

mente en par(es :guales S

W) ABCD R
- AC y BD diagonales; . :
AC y BD so cortan en P~

LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA Y LA FORMACION DEL PENSAMIENTO, Prof. Graciela Chemello



,ﬁ por alternos - Internos entre AB'# COD
ransversel - 8D .

R

Si'se conslderan dos reclas due 'se coft anen’ un pun( 0 yien

de’ellas, a partir de O, se determlnan 103 segmentos iguales OPy o4, y en,
"fa otra, tamblén a’ partir de O, se determinan los segmentos lguales Ry .
08, trazando los s2gmentos, PR, RG, &8 y §F queda determinado ef cua- . .
_‘drllétero PRQS Las dlagonales de este cuadrllétero =] yR RS, do zcuerdo o

" o ta construcclén,-se cortan en parte iguales pues

Ty se ve's sumple vnsta que este cuadr
Jaléro es un paralalograrn .

,Esta obs 'vaclén es general y se.

Cuadrilatero ABCD .-.

H) - .
FC iyt Eﬁ dlagonales due se.

“al’ que' =00
: y B0 =00

n ABF:D o3 un patalelogramo
Demostracién: Las diagonales del

“cuadrildtero ABCD determinan cuatro_ ..

trisdngulos. Sl se conmderan entre -

" "".66': : AO 6‘6 por hipgesis -
..ABO y.CDO- ﬁ) 06 .pof_ hipétesis

- que tienen




as, relaciones, [1] y-l2]
létero son paralelos, en consecuencla, el Cuadrlletero es
ramo, ‘es deur ABCD es un pa |

Yy p’.son’-alternos nternos- entre:las - recms B.., y. AD.
tadas por 1a transversal. BD, ‘por * ¢
dé

XXX1H

§1un Cuadrilstero"es un -paratelogramo. - Asl, ‘de’acuerdo con 0 demos-




tradu, basla saber que un cuadrllatera uene us . dns paras de |ados 0pues s
iguales 'para  establecer. que .es ,un paralelogramo -0 bien: basta saber,que un
“cuadritdtero tiena. sus &ngulos opuestos lguales para afirmar que es un: para-
lelogramo; o bien .basta saber que en un cuadrilstero las d»agonal S se or'an
en partes lguales -para- asogurar que es uh paralciogramo i

i El teorema “anterlor también’ esfablecs Una
:nocer que uf cuadntétero es un naralelogramo Tl

" £ de ‘observar ‘que‘en la’ definicién dé paralelogramo y. on .los (ecrcmas

reciprocos ise establece una sola condicién a los dos pares-de.lados opues;os '

-para“saber que es un.paralelogramo o bien’ que -los dos pares de l1ados.oDuzs-
tos:sean paralelos, o ben que los dos pares ‘de "lados opuestos” sean - igualﬂs,
“en.camblo, el téorema ‘anterior, axige a ui ‘solo par ‘de lados: opuestos,pero fa
‘doble’ condlclén de ser paralelos e Gguale' para Que . el cuadnlélero .s8a, un
; I

Béiés'ﬁio a5 de un paraleiogramo. - El Segmento que

. Ilama bese medla. con respecto__ {os otros dos . lados.

-se‘observa:la base med(e VN del parale|ogramo anterior,. parece
ser paralela alas bases BCy Cy. AD & iguai’s cada una de eilas En eieclo
-es asly se demiestfa con caracter. general en-el sigulente: !

B

clenle-para reco— :

. iene . por ax-
tremos :los’ puntos .medios de dos lados :opuestos:de:un paralelogramo se’

Luego. el cuadrll‘itero MBCN |lene' dos Iados opuoﬁ!os lguales y para-*
alos; por lo tanlo es un paralalogmmo -

€ consecuencla, los oiros “dos Iados Opuestos MN y B“ son,p
oL elos [ por de_flnlaén de para!e\ogramo, € iguales por la
- - o e Ios lado opuestos{ de un par elogramd,” e4 ‘decir

Las relaciones 1y (2] consmuyen la tesis del teorema, el cual que-
‘da asi demos(rado

en’el MNPQ e trazan‘las dlagonales (’s.tas se-
.corten enel punto o, y se observa que cualquler
~punlo del paralelogramo txene su sumétnco con




o e Sy v

TEOREMA Le Intersecmbn de. 13§’ dlagonales de un paralelog ramo es
centro de s:metrla del mlsmo '

AC

0 mterseccrén de |a§ dlagonales

nales -del - pardlélogramo’ el punto. de lnt(rseci

y. por lo tanto. los puntos A y C son slmemcos
- con respecto a 0 Do

Y, por Io tanlo. 8 y D son- slmélrlcos con respecto a0 Cualquuer otro N

. pun(o del paralelogramo, por:ejemplo €l M, también tiene su simétrico = :

. tespecto’ de- O -en. el paralelogramo En efecto, trazando la: recta Mo,
:deterrnlna con el contornd otro punto M’ que es sumétnco de M con L

‘respecto a 0 pues M0 = OM por: ser:.

A'ﬁ: oC por ser 0 punto meduo de AC
oAl A A
AMO = 0ffc, pies.4 a=0 por opuéstos por el vértice
h - o " ; . A .
S ﬁ:p' por _alternos internos entre AB/CD y -

transversal AC

paralelogramo

NOTA EI paralelogramo en general no Uene e]e de slmetrfa :
n

" “Demrostracion: Por propiedad d'e"'l\Ss"(i(a'go-f.' B

. ,Como M s un punto cualqmera del contorno queda demostrado, :
en general, que fado punte del contorho tiena su simétrico respecto de O )
“en el mismo contorno; y. por |o tanto que 0 es centro de Slmetflcl del
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Oado un cuadrildtero simple ceha‘&o abced, se llama cuadrangulo o regién
cuadrangular & 48 (igura formada por 1o .puntos del cuadrillero, y los
interiores a &1, "’ i o ) .

cuadlstero e - ‘cuadidnguto | . - - . . cuadringulo ..
Lol ablerio ‘cerrgdo

cuodrénguto abed
-+ -{convexo) - -

‘drénguios convexos, de.ahora.er.adelant
gulo dgbe entenderse que-se:trata de un
Un cuadrangulo convexo pue i 3
0 de semiplanos tal como se han delinld
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dbe n bcd 0 cda n dnlg =,
= c\md'éngulo nbed ’

los. los e memos ¥ 8Us probiedades Jognombres” de- cuadrlléleros
espaciates, puoden rolotirse tanto.a los cuadnléleros como a los cua-

Y

i, vértices

a, b c,

ab be., cd de_

Las prop
osll) caso et o

N

XLIV

-t

sra~los.cundringuios. En

S. Condict . y sicl pau .que dn :uudrlléluro: sesn cangnumn.

&} St dos cuadrdnaukn llunm J.lados- y:los 2. !ngmos aompvundldou rospecilya-
mante congruentos, son dongruonies (n-1 indos y n-2 lados).

b) SI dos cuadréngulos llenan 2 Indos y los 3 Angulos sdyacentos umocﬂvnmmlo
ngmnnlw, son ccnoruanl {n-2 lados. y, A‘Gnquloe) .

-'2 lados y 3 dngulo
@orquomes

3 tados y2 angulos :
COV\NUG {0

1 LOW ‘diterencla hay entre un cuadifittero” sblurto Y 'un cuadeé
Oibuja un ejemplo do cado figura,

2 ’ n. IJ. y Yy 6 son sngulos Intoriotes de un cuedrlidtero. Catcula on ceda .caso el
4ngulo que tala, & -3i: KO

- 100° 3¢
123998 .

o



So dan tres conjun 08 ordenad
{a,b.c,9} ; s {monipa) y {r.s, l.u).
*a) Unelos #n el orden d ido y

b 2

K.

-3

p

o

c]

4 o
: ‘: o

[

-gbe N bcd abed

(,En ouél de eulo: cuadrl!élorou sa varlllcu qua a recla delarm!r\nda por cuda .

par da vértices conseoutivos deja a los domés en. of mlsmo samlpluno'{

LE1 cuadréngulo qus cumple esta

6 ?

on o8

o

a. b, ¢y d son custro puntog ordenades tales que tros cunluaqulon da ellos

no estén

y s recie

por cada par de punios consecu-

tivos deja e los demas en un mismo umlplano 0ne|os on el ordon dada.
i Qué close de cuaurbngulo obllenes? T

Has visto que lodo cuadringulo
de fos cuatro dngulas Inleriores. ¢Podemos oblenar e cuadranguio abed como

vabo ﬂ cda = abcd

La

bod n cqa = abed

. .ped.n dob = adco

ae

puadi'

lnlersacclén de dos Anguk_)a? Escribe V o F.

c 6. €1 cusdrd

Conatruye un cuadrllélaro congruante at dado ulmzando Ilos dalos mnvcados

como In

c

g

abcd puude conslderaraa como la imersac-
: clbn de dos 4ngulos Inlarloves cuyos vOrican ...........0es Cremeiseaanny

ll Clasmcacnon de. Ios cuadrllateros
convexos;**v” ' -
A partir de un cuadrlldtero generai al que sdlo imponemos como condi-

cuér\ ‘tener. cuatro lados™ se generan cuadnléteros especlales aplicando
sucesivas lronslofmaciones .

En la medida que ss imponsn més condlcmnes, se oblienen cuadr"éteros i

mas pamculares

_Parn analizar eslas nansformacmnes es convanleme que uulices varitlas

arllculadas

17 Partlm 8 de un cuudnlatero general

cuadr"blero gunera

‘un pu da lndos parulolos
.09 II be

4 lados

Con céntro en un vériice cualquiera 'se hace girar uno de los lados
'manteniendo fljos los otros lres En ia hgura g:ra el lado b¢ ¢on
- centro en .

Se genera una famliia“ de cuadrlléteros con un par de lados paralelos
(ad 71 6¢). .

" So Hama trapecio a todo cuadrildtero qiie tmno por lo menos
un par de lados purala'os

Los Iados paralelos 6 lluman bnes dol (rapeclo,
ad // bt - . ud y bc bnses del trapecio abcd..

2. 5ien el lrapecno hacemos glrar uno’ de fos lados no ‘paraleios se

_genera ung Iamllla de lrapecios en la que aparecen lres casos espe-
Cigies.

244

XLVII

E LA MATEMATICA Y LA FORMACION DEL PENSAMIENTO Prof. Graciela Chemelio



AW trapecio reclanguio

Le=d=18

a7

lvan;cin : - lmpsc-o |s09cv!ss
ad 11-6c -~

n;d.h:t:: bxw
b,

.8 - paralelogramo

ab /7 ca Be It ad

"I Todo lrepecio que tiehe dos angulos rectos se Hlama l'rn-_
pecio reclangulo, . o o sl R 2

L ex8=1R" ¢y a“u y .& 1 bc

" Todo trapaclo cuyos Angulos adyacentos a las bases son
cungruenles y los otros oos jados aon congruemos. ae ltamn
irapocio lsdscales,. .

. ,3 :z 3'('a y 3 adyacenles a ad) H b = ¢ (b y c. adyacemes a be)
) —d' y be basns H ES cd (lados distintos de tas, bases).

Todo cuadritatero que Nens dcs pares de ladas pamlelos 56
{tama pau felogramo.

. ab // cd -y be /7 ad

El paralalog »amo es un. trapecno pamcular en el que pueden con(lde-
rarsé como bases cualqusera de los pares de Jados paralelos.

245
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3. &n cada uno de 108 ‘irapeclos’ obtenidon sa pueds Facer girar conve-

. nientemenle -alguno de los lados hasta obtener uh cuadritdtero con
cuatro dngulos rectos.

* trepacio recténgulo '

- nc!&n’g'iﬂo: -

paralelogramo 4 4ngulos recios

o ——

En of h'ap'acic‘; robléngdlb 8e hace girar el I;:do ab con cenltro on cual-
quforn de sus extremos hasta lograr qua ab & nd o son 3 o 5 = 1R.
En ol trapacio Isdsceles se hacen girar los lados ab y 6d con centro
en cualguiera de sus extremos hasta Iograr qus ab 1 ad y cd L ad.
vEntoncesészoad'1R )

En el parslelogramo se mamlene flja la base ad y se hacen gvrar los

- lados. ab y dc con ceniro en.ay en d Los éngulos de.la base varian

de 0’ a 180°,. tal que.‘a + d :En.un Instante de la trans-

lormacnén se logra que a £ d 1R Enloncos b :: c = iR,

En todos los casos se ha Iogrado obtener‘ en a lamma de (vapaclos
‘o en la de parulelogramos un cuadrllé!ero con cualro angulos ractos.

- Toda -cuadrilétero que hene sus. éngulos rec(os se llama
reclangulo.

El reé!ﬂnéulo s paralalogramd y ee lrépébla rocténgulo Isdscales.

. Sl en ol parale(ogvamo abed trasladamos et lado ¢d men(enléndolo

paralslo’a b y tal qua sus exiremos se deslicen sobre las rectas de

-" 1o otros dos tados se dbliens una familia de paralelogramos entre los

cuales figura un paraléfogramo con los cuatro lados corgruentes.

245
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| e 8 e s it NS

S o A b

.8 S| en al rectangulo y en el rombé raallzamos Iransformacuones slni
lares 2 las que hicimos con ef poralelogramo 6e genera una famllia -
de ‘reclangulos en la’ que aparece un_recténgulo con cualro-ladas .
congtuenies y una tamilia de rombos en la que hgum un rombo.con
cuatto éngulos congruentas {angulos rectos)

& orecignqul
T4 angulos conqmonles
: b

4 dngulos congr\mmen
4 1ados congruenios

tombo
“ . 4 lado3 congruentes

Todu cuadrilatero que hene sus lados y sus éngulos con-
‘gruentes s¢ lama cuadrado. .

6. Volvamos al cuadrildtero de partida para realizar nuevas translorma-
clones.
o b

o 247

Con centro en uno do los vérlicos se_hace girar uno de los lados
hasta obtencr un cuadrildtero con un par de lados consecutives con-
gruentos. En la (Iguru se hizo girar el lado ¢d con cenlro en ¢ hasla
lograr que ab = ad. . S

Este cuadrilélero no tigura en las clasihcaclones comunes. Sugerlmos
al nombre de semirromboide para el cuadrildtero .quae tisna un par

do lados consocullvos congruenles

7. Su en &l semlrromboldo hacerhos glrar e| |ado <0-éon cnn(ro d se

. Qenserae una familia de _cuadrilsteros ,en los que aparece comoa caso
particular un’ cu drilatéro con dos pares de lados consecullvos can-’
gvuentes = - ¢

- e —_ =
‘b o ad y.bC é. ed
A

Tado cuadtilétero que tiéne dos pares do Iados consocu\lvoa
‘¢ongruontes se liama rombolde, - - R ’

8. Glrando convenlenlamenle un par da Iados consecullvos congruentes
se genera una familia de tomboides an la que aparece como_caso
particular 'un romboide con los cuatro lados congruentes. €n la ﬂgum
se hacen girar los tados bc con centro b y 3¢ con centro ¢,

El cuadrllélevo obienldo os el rombo. Fmalmenle el rombo se Ivansforma
en cuadrado..-= .

LI
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En todo_ pnnlﬂonwmo los lndm opuu!o: lcn pau lo‘.
Vorlficemos para ol paralotog nuaves prapt dad
Rocorta dos pnmlologmmos cong(uenleo de papel.

gqnaln Coloca ah_gste punto un broche

de pvnldn que au]ula a lof doy peraiato

aremos de ‘modo que_Gueden Iolllm'nll
parpunln .

n. 1aé ‘transtormaolonos reallzndul con
Jos sngutos, " que -l

L K

s propisdedes rofatives ¢_los.
mancia de_segmentos 6 de ﬂnqulot Para 4o, tonomos uus vacunﬂf 4la compavadbn
[ (Mnﬂulvl puesto que ea e Gnico poligono rigido. En consécuencla, terdrés que
siorminar, eh cada oaso, cuhtes son los que do scudrdo
on (u! datos Qqus posoan Y l- condunlon ala AQue quieres lleonn.A

" 28mos s dlagoml 8¢
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- . ac o ac propledad rallexlva
Compatamos | ~ '

. . -4 al( int! entra ub // cd y socanle nc
sbc y cda

L . p = ﬂ' alt. int. ontre bc // ad y secante ac

= abe s cda (ALA)

@b xcd y be e —3-| IS‘g 3 l 'MEAz)'v

Trazando la diagonat bd y comparando el par ds tridngulos determlnados

‘_demostmmoa que: . dxc (3)

.Con. las relaclonea (1) (2) y (3} quuda damoslvada la tesls. :--

Propledados recip;ocas

Obuervo. Sablerido que los tados opuesloa s0n pamloloa hemoa dernos-
trado que los lados opuestos gon congruenles y que los Angulos opuostos
80N congruentes. 3
Reciprocamente, subnendo qua Ios lados opueslos de un cuadril#tero
son congruenfes o que los &ngulos opuestos son congruentes podomos
demostrar que ‘|os lados opueslos son paralelos.

Pata demostrar ol paralolismo de lados usamos las propledades do los
éngulos formados por dos recias corladas por una tercera.

:'En'cm sonoia ef i las 'a"‘ propledades f

PROPIEDAD 3.. (Reciproca do la propnedad 1)
Si un_cuadrildiero tienc Jog lados opusstos congruentos es
un paraleluqmmo

ab o ¢d + | abcd parelelogramo L
be = ad )
Te una cbalquiara de las diagonales;

por. eJemplo: bd. -
bd o DO propleded refloxiva

-8b o od
bc o ad

. a
abd o bed (L.LL)

Comparamos’
at‘wd y 'bed

} por hipdteals

253

a lados .congruentdés son congruentes. .

i 7( ah Intev enire ub y ©d ; sécanto ETH L {ab // cd
ﬁ o /'!5 ull (nlumos omre ad y bc H secan(a F = { bc 7/ ad

En consocuencla, abcd @8 un paralalogramo.

PROPIEDAD 4. (Reclproca do la pvopnedad 2), Coee
St un cuadrilstero tiena aus dngulos opuostos congr\mntes o
©s un pamlologmmo

P e e

Ty

x

ebcd es paralelogramo

ot
A A g N mee e o
a+ b+ R propieded do tos dngulos
. Internos de un cuadritétero
;) :x c y S o, d pov hipotesla .

Reumpleznndo y asoclando'

(n TR Y E+H
2 (u +B = 4R g
? B = 2R
Los éngulos 8y 3 800 conjugado: {os. €n cons
las ractas bc Y nd que Ios determlnan con Ia transversal ab son paralelas.

. Lt -7 Entonces cbe /1 wd (1)
-A & g ante 80 d e que ab.//.cd (2)
De las relaciones {1) y (2) se deduce que abed ‘@s un paralelogramo. .

De acuerdo con las propledados énunciad t.e puede d {rar que un
cundruélsro es un paralelogramo si uena - .
: dos pares de |ados paralolos
o dos pares de lados congmentes
Pero st consideramos un salo par de iados, entonces hay que demostrar

© que p las dos condicl par y congruoncla

Dibuja dos 'ségménlos congruentes 'y para-
felos:. ab//cd Uno & con ¢ ybcond.

“El- cuedrlléloro oblenldo es’- un peralelo«
gramo. B R .
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.EJERCICIO

. 10 Demuaslra ta stgulente:

PROPIEDAD 5. Su un cuudrllmoro !Iena un par de lados
opuestos congruentes y paralefos, es. un paralelogramo,

Sugergncia: Traza Una diagorial y tompara los trlangulos determinados.

Rombolde
.Por definicion: . . .o
Todo vombolde ﬂene os parus de ludos' co
. Ademés:., . e
Todo vombolde Ilene un par de ﬁngulos opueslos congruen!ea

EJERCICIO
-" Demuestra que an el rombmda
abed os:
A A R
a g €

“Rectangulo

El rectangulo cumple las propuedades enunciadas pnra Ios trapecloe y
los patalelogramos y ademas, por definlcion: -

Todo recléngulo liene sus angulos congruentes

!

' EJERCICIO

12 mei_)oal?d |ju" l"g'u.lénl‘

PROPIEDAD. Si un pamlelogramo tlene un dngulo rec(o es
- un reclangulo, - - :

o IR
i abed ang! 0 soa
A A A
B b = Cexd
a d ‘

LVIlI -

El rombo es para!elogmmo v es.rombaide, En consecuentia cumple todas
lag propiedades enunciadas para eslos cuadrllé(eros :
Ademas por. dellniclén R

Todo rombo llane aus tndo: congmanln

EJERCICIO - ..

13 Ceomuosts ia sigulente: T

PROPIEDAD. 5i un. peralelogramo tieng un par. de Iados con- Y
"secttivos. congruemes, es un mmbo ’

. abed parnlolooramo
. nb - E!

abod rombo, o esa;
W an bO o 0U a0

Cuadrado

El cundrado cumple lodas las propledades de loa lados y de los éngulos
enunciadas para las dlsﬂntas ases ds cuadrllétsroa _pues esla lncluldo
en fodaa cllas, :

Los cuadros do las péglnas 258 y 259 (e mueslran laa propledadas de los
énguloa y de Ios Iadus de los cuadrllmor

EJERCICIOS
14

1,Cudlas du las Iguléntes’ condiclonas s
dritétero 4 un (mpecla roclénguto? .

T8 S \m cundrlléiaro hnno ‘dos énqvlon
b} 6i un cundrlmlero ‘iens,

‘_mcmngulo .

8i un lvopsclo lleno un anqua reclo 63 un lvnpaclo rocunaulo

S§i un trapeclo tione doi lnouloa con:ecuuvas conqruenlen oa un {rapecio
rectdngulo. -

Obaervclon: L dnguios &6 “de un
*riores ;armspcndlanlu a vérllcn cumaclmvun

a los ingulan Inte~

RS leu]a un rombolde cuyos Angulos conoruenlen sean:
a} agudos . b} rectos . ,‘c)_ obtusos
, .

256"
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. Representacién de relaciones. -
iy e-Dos.relacionies: un xmsn}o dxagram&- o
s el tabla. otro recurso" ara orgamzar :

e Representacnén por pares ordenados 8
*. . Sistema de coordenadas cartesiano. -
" 4 El enigma de Romeo y Julieta.
- Relaciones en conjuntos infinitos. .
: Relaciones definidas en un conjunto.
.. . Clasificacion. Relacion de equivalencia..
" . e Vida cotidiana y relaciones de equwalencxa
" . Relacién de’orden. -7 7 :

- . Composicion: de snmetnas axla!es .
Simetria central :

R e T R BN C RIS

ey Relaciones entre dos OOIlj\mtDS

Relacion inversa.

" informacién.... ~

‘Actividades.

‘e Funcion i inversa.

Simetria axial.

Rotaciér. - 2 ‘&“» i

. t,omposxcxon de rotacnones con el rmsmo
. centro. - L Che
Traslacwn. . P ) ‘

' RELACIONES . .- .- . 6.

2 FUNCIONES _~ © .~ .= 200|"
‘.':'»‘jDeﬁmclén de-funcién: s’ <, el
~e Funciones dadas por férmulas

- Reflexionando sobre relac:ones y funczones.
“ Funciones 'olyecuvas i

..Actmdades et
" TRANSFORMAC!ONES Rarpontt §

3 ENELPLANO % o 770

| - Simetrias. - .'TA;"(“A .

e Composxcnén de snnetrias de ejes mcxdentes -
~',"0Deﬁmc16n de-rotacién. —A»' e

et

o Composicién de sxmetnas de ejes para!elos

. o Definicién de traslacion.

¢ Composicion de traslaciones. PrOpledades

. Propiedades de los movumentos .
" Actividades.

' EL CONJUNTO DELOS -~ %% 1
.~ NUMEROS RACIONALES - . . .: - .
‘e El problema de las jarras y las tazas, - L
El conjunto de los nﬁmemS"z-acignales. .

- La fraccion: un recurso para medir.- . "

o La fraccién: un cociente de numeros entcms
- Fracciones equxvalentcs
Racionales positivos, racionales negatwos

. -*Representacién grifica de nimeros racionales.
- «Relacion de orden en Q.
 Expresiones decimales.
-# Los nimeros decimales.

PR

e Fﬁcénoiés decimales de ialvumdad

e ¢ El dbaco:. un instrumento antiguo para .

nepresentar nimeros natura]es

. - .. Expresién decimal de una fraccion. .

.- «QOperadores. ... . : f;,,:r :
- = ‘Ecuaciones enQ 2

\7

v -Actmdades’

.. ‘Adicién de nimeros racionales.
R ‘Propiedades’de la adicién. "1

'» Fraccién de’ otra fraccion,

; JRedondeo de numeros i

5
" o El 4baco y las fracciones decimales. - i
1

¢ Expresiones finitas y expres:ones penbdxcas
o‘,Fxmtaopenédxca" T e ;
¢ El conjunto de los numeros raclonales

-o, Ve
0

%
tt,_l
_1.';.

(=) .
(=)

bk AW, WA S i K B e a1 Sy Ve

OPERACIONES CON e
NUMEROS RACIONALES

- Sustraccion ‘de nmimeros.racionales.
".Adicién y sustraccién de decunales
Multhhcacnén en Q: . )
Propxedades de 1a mult]phcacnon en Q

Dmsxén demumems ramonales

444444

Propxedades de 1a divisién en’ Q T
o Propiedades. dxsmbuuvas en Q
~Lenguaje simbolico. ' :

_Las operaciones.y. el orden en Q
Inecuaciones en-Q.: :
Actwndadcs

" EL CALCULO APROXIMADO .16

sl ]

* Error absolufo. - EEE

» Acotacion ‘del error de redondeo

-»-Adivina admnador, ocuéj es el numero
" ‘réedondéado?~ S

’I‘runcarmemo de numeros

“Error relativo. ’

* ' Propagacién del error en sumas'y restas.

.- Propagacion del error en una multiplicacion.
Conversxén dé’ decimal periodico a fraccion.
¢,Que es? ;Para qué se hace? ;Como se hace"

" » El mismo perro con dlstmto collar.

Acuwdades

POTENCIACION Y . Lo gge
.RADICACION ENQ S BB

“La operac1én potencxac'xén;
" Notacién cientifica.

¢ ;Cual de estos dos numeros es mayo"’
Radicacién en Q. -

"~ o Ecuaciones en Q.

~Valor aproximado de una raiz cuadrada :
- Los nameros irracionales. -

*: Los'nimeros reales. = .
Actividades.” - . .V o

g

e




J
8 LA MEDIDA .98

* Qué es medir.
e La necesidad de establecer convenciones..
El SIMELA
.« . ®Longitud.,
-~ Superficie.
.# Volumen.:
* Capacidad..
- El error de medicién

Acnvxdades :

o) PROPORCION ALIDAD
~ DIRECTA'E INVERSA

Funciones dé proporc:onahdad directa.

* Representacion gréfica de funcxones de

.- proporcionalidad directa. .« -, 1+ :

.  Los problemas de reglas de tres sxmple duec

» Propiedades de las func1ones de -

pmpormonalxd d dire

* Proporciones.’:

' Reparticién proporcmna :

. Funciones de proporcionalidad i inversa. |

¢ Representacion graﬁca de ﬁmc;ones de
proporcionalidad inversa. '

¢ Problemas de regla de tres sxmple mversa. e

Acnvxdades ey

0 ORGANIZACION DE: DATOS.
_PORCENTAJE ;... . . .

Frecuericia- absoluta'
» Graficos..

¢ Agrupamiento de datos en intervalos.
. Hxstograma

Frecuencia rejativa. rorcema_)e

o Graficos circulares. -

Bancos y cajas de ahorro. Intere&
Actividades.

1 LA DEMOSTRACION EN 30

MATEMATICA

Un caso de identidad. Adaptacién de un cuento

de Sir Conan Doyle.

¢ Demostrando la culpabxhdad de Wmdlbank. -

¢ .Y en matematica..

¢ Sacando conq:]usxones

» Encontrando argumentos. . . . - . - ..
Actividades. :

B

POLIGONOS - 136

Cubrimiento de una superficie.
Poligonos: definicién y elementos.
Congruencia. Construccion.

Angulos de un poligono.
gulos interiores de un poligono.
gulos exteriores de un poligono.

Poligonos regulares.

Cuadrilateros.

e Romboide. .

« Base média de un cuadnlatero

148

_;' Paralelogramos: definicién.

**Angulos y lados del paralelogramio.

" Diagonales del paralelogramo.

.. Bases medias del paralelogramo.
- Construccién de paralelogramos. ‘
"~ Construccion de paralelogramos especnales
.. Actividades. .. . . . ) ]

' CIRCUNFERENCIA"" T 160

Cu-cunferencla y “circulo. Lo
‘g\:nos subconjuntos del’ cu‘culo
gulos inscriptos, - - °
¢ Angulo inseripto y éngulo central
- - Recta y circunferencia: posiciones relahvas
- e Caracterizacion de ia tangente.
. e Construccién de la tangente desde un punto

" .1 exteror a la misma’

-® Los eclipses.- - :

Tangentes comunes a dos c1rcunferencxas
-  Tangente exterior comun. .
‘e Tangente interior comun. -
“-.Propiedades del didmetro. - :
Correspondencia entre arcos y éngulos
Mediatrices de un triangulo.

Bisectrices de un triangulo.

Alturas de un tridnguio.

Medianas de un maneulo

"Actividades.

15 AREA DE FIGURAS PLANAS 178

‘

Area de una figura.
Figuras equivalentes.
Area del rectingulo.
Area del paralelogramo.
. Férmula para obtener el 4rea del
paralelogramo. .
- Area del trigngulo.
Actwndades

i

BREVE DICCIONARIO DE 190"
MATEMATICA

RESPUESTAS A LAS ACTIVIDADES 192
PLANTEADAS EN EL LIBRO




tUn:casolde-identidad {pgesssngs
(Adaptacibide) cusnto de’Sif Ashas Coman

itSherlock Holmes laace { ) amabilidad que¥
£¥io distinguia. Una vez cerrada lapuerta y después deindicarle
s : seen un silion, la contempld
embargodiscreta,’
AN ST ol

gusto :
muy.poco desp
bre.casi quince
& Saf v 3 o<
usted disfrut

-

Ay

ks ot e by,
ve usted me dicé me're enext ntere 3 ;
olmes - Disponiendo?de tuna>suma tan .importanie
{comg’son cien'libras?al ano; adémés de doque i
Rgand,iviajard;-sin didafiin po
fcaprichcsa
de:su.consulta?
QOS2 oYK
§c'sqnor'HpIme§,‘s ted pudiéra ay.
ro-dispongo de un centefiar de libras al
PRy o
9,
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R H =
e, ggaba permanentemente lo
ia y decidiir a una fiesta: All
CO| 1

Cartas de Hosmer

=/ son'de Io'mas .
enos:conduzcaral
: ble.yque'no

73,
“riba

més seguro quie
jue dre emprengdido, ¢!,
1er;paseo que dimos‘juntos nos com
ydeddimosiconcretar fabodaantesdelregresod
o ~

B
2 rda‘u.
or Hosmer.

: Preferi ; . —
| pasearse’coninigo ‘ya-oscurecida: y no durante-el dia. Lievabay e ot e T S S
W patillas y bigotes: También tenia una manera de hablar vacilan R, ; Windibank fijese en que sé da el caso,en o
3 :1&/como si se expresara cuchicheando, Padecia, lo mismo que s < 65ta carta suya; de g’-’e todas fas letras. el son algo ‘borrosas'y
y0..debilidad de-lawista,'y.usaba cristales oscuros para defen- 5.« que en el ganchito de a letra “erre hay un ligero defecto. Tiene
erserde. Ja iz ¥ Media aproximadamente 31,75 m, . erasde s susu cara Otras catorce caracteristicas) pero estas dos son las maés
tura fuerte, detez mose : Unas ; evidenles.Yo tengo aqui Otias'cualro cartas que segin parece
e proceden

, R ato el
REldiatde’laiboda, antes
geél me hizo jurarle qué ocurriese lo que ocutri
fiel. Luego partithos en dos coches: mi madr 3
en unoy mi prommetido en el otrozNosotras fuimos fzs primera
gar a laigi 0.i0 / - :
] fel Windibank,;hasidotuna ¢
arlimana cruel, egoistay despiadada, que usted llévé a cabo dé ¥
un modo Lan ruin como yojamas he conocido: Aunque no selo -
« *n puede casligar por ello..Usted se casé .con'vna 'mujer.mucho®
mas vieja:lo hizo porsu dinero y, ademas, disfrita badel dinero
g d : de 12 hija mientras.ésta vjvia con ustedes£sta ollima cantidad
Bladep: era de importancia para’gentes-de. su:posicién,y. el perder,

L} conlapromesad re | habria equivalido a una diferencia notable. Valia lapena realizar 3}
L7 Holmes, " ; 3 un.esfuerzo® para;conservaria” ;Qué hacelentonces. su habil 1
% Sp T MY TEkS : padrastro? Concibe un plan'que hace'mas-honor.a su cabeza
f g - 5 que’a su -corazdn/, Seidisfrazd #se’ cublié sus:ojos ide aguda

mirada_con scristales.de.color, .enmascard :su:1ostro 6o
bigote y-iin par de hirsulas patillas rebajé el timbre-de SU VOZ}
1hasta iconvertirlo sen’ aichicheavinsinuante ty, >doblemente

segufo porquea muchacha era corta.de vista/se presénté baj
el seforiHos ,_‘_"_‘ Jej6*a; fos i

._(“ ¥
n instanie de silencio, le,
v Pataiatia g 3 A Arae con
¢Cuiles fueron {as etapas de su razonamiento y.cdémo se fa
arreglé para comprobar que Angef era-Windibank? %%
jafer] PR At S




Demostrando la culpabilidad de Windibank -

A parnr de la conversacién con la joven, duo Holmes,
pude establecer algunas conjeturas:

» El sefior Hosmer Angel tenia una extraia conducta. Su
_vestiments, su manera de hablar, el uso de cristales
oscuros, patillas y bigotes, me hicieron’ pensar en una
‘persona disfrazada.

*El padrastro mane)aba el dinero de ia senonta
'Sutherland. "Si la-joven mo se casaba, el * sefior.
‘Windibank saldria’ beneficiado.

o El senor Hosmer Angel firmaba a maquma sus cartas
como si no deseara que su letra fuera reconocida.

e Hosmer Angel y el padrastro nunca commdxan en un
mismo lugar.

Considerando estos e\ementos cncomre sospechoso al
sefior Windibank. Entonces escribi a la empresa W y M
en la .que  él-trabaja, preguntando si. alguno de sus
viajantes respondia a los rasgos de Hosmer Angel que

habia descripto la senorita Sutherland. Me preocupé -por-

eliminar todos los .elementos de .la descnpc;on que yo
consxderaba parte del dlsfraz

Me hab1a ya fi Jado en fas caractensncas de 1a maquma
de -escribir y envié una carta- 2 Windibank, citandolo. En
su respuesta, escrita a maqmna se advertian las mismas
particularidades’ que aparecian en las cartas de Hosmer
Angel. Finalmente, la-respuesta de la empresa W y M
aporto e} ultimo elemento a mi demostracion: Ia
descripcién correspondia en todos sus detalles a la de su
empleado James Windibank.

LY en matematica...?

Si revisamos la ‘- demostration anterior,.- vemos que
Sherlock - Holmes' encadena convenientemente ciertos
datos vy obnene una conclusnén que resuelve -su

P roblcima.

A partir de algunos mdncms Sherlock Holmes sospecho
de Windibank y demostré -su culpabilidad.

:Por qué decimos que demostrd su culpabilidad?
Porque ofrecié un fundamento seguro para la conclusion
obtenida. Dicho de otra forma, Sherlock pudo deducir
que el padrastro era la misma persona que Hosmer Angel.

A la manera de Sherlock Holmes, los matematicos
resueiven muchos de sus problemas utilizando el razona-
miento deductivo, es detir, aquél en el que a partir de los
datos y, utilizando las leyes de la logica, se ofrece una
evidencia de la verdad de 1a conclusién.

Por eso nos parece importante que empecemos a
entender el sxg,mf‘ cado de a]gunos terxmnos dernostrar,
razonar, deducir..
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"Sacandoconclusiones
.4 En los dltimos 15 dias, Oscar, el preceptor de 20 C, ha
¥ tomado lista después del primer recreo.

Por eSé, Juan no se preocupé al darse cuenta de qtie
llegaria tarde -al colegio.

— Menos mal QUe ahora es suficiente con llegar antes del
primer recreo para no tener’ tarde —se dijo.

La conclusxon de Juan se basaba en la observacién de Io" :

sucedido en los ultimos 15 dlas

Esta forma de  obtener conclusmnes, basada en la" R

observacion de cierto numero de casos, responde a un
esquema de -razonamiento indactivo.

| Pero Juan fue demasiado apresurado. Hubiera sido mas
prudente .de su parte decir, por ejemplo: “Es probable
que no me pongan tarde si llego antes del primer recreo™.

Si bien el razonamiento inductivo no siempre lleva a

conclusiones exactas, la induccién es un camino vilido . |

para descubrir. posibles propiedades. -

char que se trata de una lcy general.

¢Y luego? Luego...
un ejemplo que !a contradlga.

Encontrando argumentos

Supongamos que queremos convencer 2 alguien de que el ..
cuadrado de un numero natural menor que 10 es siempre

menor’.que. 100.

Nuestro mter]ocutor quedara satlsfecho si consxderamos s
"cada uno de los nimeros (0, 1, ..., 9), lo elevamos al - ids
cuadrado y verificamos que el.resultado es menor que |-

100. {Podemos hacer algo similar si se trata de demostrar
que -la suma de las amplitudes de los angulos interiores
de un triangulo es igual a 180°?

Por mas que mspeccnonemos upa gran canudad de

tnangulos diez, cien, mil, nadie nos garantiza que no. |- laspa’lesas’ formadas™Lasiumia oblent da.

suja algin t:néngulo no considerado que venga a
.contranar lo:que estamos aﬁrmando

Para. demostrar que una propiedad es vahda para to- V

dos -los ‘elementos de .un. conjunto infinito, hay que
razonar considerando un elemento genérico arbitrario
y nunca un caso pamcular. o

Ahora te invitamos a leer-el relato de Beremiz, aquel

famoso y legendario calculador 4rabe, el cual 1e ayudara
a comprender el porqué de la afirmacién anterjor.

T numera de cuatro czfms. ‘Sabemos que Ia

. . R f —*’Imcx mos_ld resolucion de roblema parﬂ
Asi, cuando observamos que algin hecho se reitera en-un - - ech

nimero importante -de casos, tenemos “derecho a sospe- b

o demostramos .la ley O encontramos’

—|.EL'RELATO ;DE:BE,REMIZ}—

2 régla: falsmde una- pmpzedad veniadera :

1 k geb X
] seam de!ermmar Ia aiz; cuadrada de un

‘mzz cuadrada de.un m:merq es ofro niinie-
‘m que,.mulnphcado porsi mi:mo. da’un..

Ly <3 e = ;3.".
3é7nuéfer‘o‘ 20;5’Hech'

ey

2 £5705"1re os.'el madvemdo aIgP- -
iE bnsla podn .sentirse mclmado a enunc:ar ¢

J1d sigutente regla:” : *
“"Pam ‘edléular’ Ia rai cuadrada de un
numero de " cirdtro- cifrag, - “se” dzmde el
< piiiero \por . medio"de unpunio’en dos:
paﬂes ‘de:dos cifras cada iind, y,se suman -

“serd’lazraiz cuadrada. del niimero.dado™,
Esa regla.wwzblemente erronea’fue mda-
rda “de:tres ejemplos verdaderos, Es pas:— k
2 en matemélzca, llegana la verdad por R
bservacw?z s°ho. obslame hay que‘, :

,¢Es po.wble exrmer en ma.lemanca una .

AR S o et 4 iy A p g A Rt 4 e s e e on & e m
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1 Escrlbe en cada caso la conclusxon que se.
- desprende de la informacion dada. -

~-a) Todos tos.gerentes de empresa tuenen .
~auto propio.
Carlos Apancx es gerente de empresa

Cesereseseatic st et ssiianas e soemenn

Todos los dias 29 {a familia Capuccmo
_come foquis al mediodia.
Maﬁana es 29 de agosto

-~

B

-.-.-ayer rindi6 examen. Me habia dicho que, Vv

- aprobaba -hoy iriamos ai cine a Ia

" -funcién de ias 17 horas. -~ -

o+ Son las 1930 yyo s:go abumda espe- .
.réndolo

'Cada vez que Manana va al parque de
diversiones, juega en la montafna rusa.-

: ‘_Manana fue ayer al parque de dlver- -
; ssones RN

-

2 Responde las preguntas a partxr de Ia in= »'"

formacién dada: -

‘Para solicitar fa. beca es condncnén mdls-'
pensable ser egresado de ia 1acu|tad

a) Manana es egresada de la facultad
(Puede sohcntar la beca? -

b) ‘Beatriz esta en condiciones de sohcntar
.Ja beca, ies egresada de I_a facultad?

c) Juliana no desea soficitar la beca, ¢es
egresada de la facultad?

d) Verénica no es egresada de Ia facultad
: z,Puede squc;tar la beca7 : .

3 lndvca en qué casos Ia conclusnon se dedu- ‘

. ce dela mformacnén dada..

- ,a) ...fe'ma"m'!' Los dxaq de !omon*a p
.." die sale a la calle en este pueblo.
" 'Hoy nadi€ ha salido a ia calle. ,
- Conclusién:Hoy es undia detormenta.

. .b) .Informacién: Los dias de tormenta na- -
.. ‘die.sale a la calle en este pueblo. .-
. -Hoy es un dia de tormenta. -
"~ Conclusién: Hoy nadie ha sal:do a Ia
.. - .calle en este pueblo. : i
"¢} Intormacién: Los dfas - de tormenta
. "nadie sale a la caile.en este pueblo.
- Hoy no es un dia de tormenta. -

=

—

“Conclusién: Hoy todos han sahdd é la .

o ,";'cane en este pueblo. -

" . d) Informacién: Si Pepe Gémez Juega, el
' - -seieccionado gana seguro.

.. El seleccionado perdid. -

B VCOncluslén Pepe Gémez no: ;ugé

~

¢ ';’Martm que es un muchacho de palabra, .-' '

e e) Informacién Si Pepe Gomez Juega el
' seleccionado gana seguro. -
Pepe Gomez nojugd.. - - :
Conclusion:. El seleccionado perdlo

f) {informacién: Todos Ios varones de2°C
son de Boca. A .
Juan es de Boca. - - .y
- Conclusién:Juan-es alumno de 2° C.
g) informacién: Todos Iosvarones de 2°C
-.-son de Boca. .0 .o :
" Juan es alumno de: 2° Cor o
. Conclusion: Juan es de Boca

-son de Boca. -
Juan no es alumno de’ 2° C -
COncIusvén Juan no es: de Boca

4 lndnca cuales de Ias tres proposncnones a),
b) c) se deducen de ta proposxc:on dada

. 'Sia = §entonces a2 =
@) Sia? =25 entonces a-
-"b) Sia # 5entonces a? #. 25.
) Si a2 ;é 25 entoncesa # 5

5 Los sefores Bertolottl Mendez y Capurro

_-son profesofes en una escuela secundaria;

“uno de ellos da clase de historia, otro de
. geografia y otro de matematica. ngunoda :

- clase de dos asignaturas. | .
¢ El profesor de historia y el de geograﬁa,
dan ambos clase en 5° A.

¢ El profesor de matematica tiene més ho- .

.ras de clase que el de geografia.

- #El 'sefior Capurro tiene menos. horas de A

..clase que el sefior Méndez.

.#El profesor de matematlca y el de h:stona e

‘dan clase en 2° C.

“eEl profesorCapurrono daclase en nmgun o

- cursoenqueda clase ei proiesor iviéndez.

nes.

"¢ Podrias decurnos que asugnatura ducta
cada profesor’)

6 ‘Las actmdades de’ la tia Hermmla

- El lunes, la tia Hermlma se encontrd con su
'.amnga Silvia.y fueron juntas a tomar el té.
Comieron masas con-crema en cantidad

-Ei martes hubo un té canasta a beneficiode

ja escuela ala que concurren los hijosdela ™ -

" tia Herminia. Ademas detomarté,comiéalli

- unas cuantas porciones de torte de crema. -

El miércoles fue el cumpleafios de Merce- " -
- ditas. No podia faltar la tia Herminia que,

. h) Informacién: Todos_,los.varonesde2°C

+ Es decir, ellos no tlenen alumnos cornu-

IRy

suficiente. EI mozo de la confiteria se sor--
prendlo por-el buen apetito de ias clientas. -

bE.
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por supuesto Hegd a la hora del té para

saborearlo con cafoncitos de crema.

La merienda del jueves fue sencilla: té con

galletitas uhtadas con duice de leche.

Siempre tan sobria, la tia Herminia consu-

mid una l{ata de 1 kg de duice.

Bombas de crema pastelera fue el alimento
. que acompaidio el té de! viemnes.

El sdbado por la tarde, presa de un ataque

‘de higado, concluyé muy segura:

. ..—Es evidente que el t& me hace-'mal al’.

higado.

* . Qué opinas de la conclusuén de la tia

Herminia?:

7. Matias esta estudiando simetria.
Al analizar la ~4
figura del rec- N
tangulo, dice:

D c
— Considerando una simetria respecto de
{a diagonal AC, A es el simétricode A, C
es el simétrico de C, Oes el simétrico de
0O, M es el simétrico de My N es el
simétrico de N. Por lo tanto, todo punto
'del rectangulo es simétrico de s{ mismo.

o;Escorrectoel razonamlento de Matias?
¢Por qué?

8. Maria Sol nace las siguientes observacio-
nes: :

\/5 no es un nimero entero;
\/E no es un numero entero;

\/‘—i no es un numero entero.

Luego conciuye:
— Lasraices cuadradas de los numeros im-
pares no son enteras

-:,Qué opmas de su concluslon'7 >

9. Escnbe, en cada caso, una conclusién que .
surja de razonar inductivamente a partirde .

la informacion dada.

a} Cadavez que Alicia cbm»o frutilias, sufné
urticaria.

b) Las dltimas cinco veces que hice torta,
reemplacé la manteca por queso blanco,

pero, en cada una de estas ocasiones, la -

torta se desarm¢ al desmoldaria.

c) Pablo mide los angulos interiores de '

ocho cuadrilateros distintos y, en todos
los casos, la suma de las amplitudes es
360°.

Con un poco de humor

Una senora toma un taxi. A poco de comenzar el
viaje, el taxista comenta:

~—Senora, no me hable, soy totalmente sordo, de
manera que no puedo escuchar nada de lo que
me dice. Lamentablemente he perdido mi audi-
fono,con io cual en estos dias me siento total-

mente aisiado —concluyd el taxista.

Al escuchar esto, {a pasajera hizo silencio y se
quedé pensativa.

Sin embargo, al bajar del vehiculo comprendié
que el taxista la habia engafiado al decirle que
era sordo.

*;Coémo se dio cuenta de esto la sefiora?

LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA Y LA FORMACION DEL PENSAMIENTO, Prof. Graciela Chemello
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sromboide, ¥ - dlstmtos trapecios (escaleno, rectﬁngulo e
: »nsosceles) Observa a.la derecha.su trabajo. . . ouw: -~
- — En mls dxbu_;os, he venﬁcado que los pares de lados -
.opuestos “del ‘nuevo cuadnlétero son . paralelos: —con-v
‘B c]uye Carla,: después - de cundadosas -comprobaciones. ;.
;— Estas »fueron ‘también _ nuestras.: ‘conclusiones: +son"
paralelogramos. —dice ‘Latra—. : 'Y, ademas, en’ialgunos ?
casos: se: obruvxeron paralelogramos espccnales

R geomema—.‘El que:se formo al*unir los puntos medlos
E - de los lados del- trapecxo :isosceles-es .un- rombo By el‘~ :
B oonstn.udo con el romboxde ‘es-un rectangulo.» L

Y i

:«Un paralelogramo “es .un” cuadrilatero .que tiene ;

T g

"..ios dos*pares de’ lados opuestos paralelos..‘,. -

Orombo. .aue es‘“aquel que ’tzene'
- «congruent,es o“de 1g_ual medlda ;

‘Enel+ caso de tenenloseuatro ‘lados” oongmentessy /los

. cuatm éngulos rectos, se‘lo denomma cuadrado:“‘*?

del rombo y.:um caso: parucular del rectangulo. e

2

c,Que ‘cuadrilaters ‘se foinda tniendo 1os pu.ntos medios-de
un paralelogramo general? (Y de. un rombo?- (Y ;de. un ;1
.‘recténgulo" tA-qué cuadnlatero "debes - aphcarle est.e
procedimiento para;obtener un cuadrado"- e
Rk T Ay R A Y

‘Mas- adelante(podras Jusnﬁcar'
; conclusxones ;

IS

“a}..:'wan..a-uca‘msuu T~
0S. Uhhzaregtayescuacraparacons(
Satruiril)ilatecta AB;2)*ia Tecta. parale- T
'C; 3) ‘larecta AC y
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-1’ ANGULOS.

e

Con tiras de cartén .};'b'rc-iches de dos patitas construye un " -
paralelogramo articulado. Utiliza regla y transportador e |- -
-investiga, para distintos ' movimientos de las, varillas;. | -
a) {Coémo son entre sf {os lados opuestos" b) LComo son- .-
entre 'si. Jos 4ngulos opuestos?
Agrega una tira de cartén como dxagonal para ﬁ)ar las .
svarillas en una posicién'y dibuja en papel el paralelogra- .-
.mo. obteme' traza una-diagonal y recorta: los tnangulos
‘que. quedan detenmnados,Superpoméndolos .conveniens
“temente, ‘:iqué . puedes ° decir . de-los - -pares ' de . lados ..
"oplestos,.-y- de --los - parcs de angulos Opuestos del N
.paralelogmmo ongmal" . .
" Habras comprobado que son congruentes. (,Sera esta unag
: propxedad general? .. ST
Tratemos de reproduclr para cualqmer paralelogramo Io.v
-que has:hecho al recortar -los tnangulos. e SR
- Consideremos "entonces un  paralélogramo ABCD. ’I"ra-f,
_ cemos la: dlagonal ACy ‘comparemos los triangulos: ABC oy
"y. ADC ‘que han- quedado ‘determinados: s
‘ '.-.'AC es.lado’ comin- a ‘ambos méngulos
."'1521" :.Ip i por ser” altemos mtemos entr _ paralelas
“Los triangulos ABC'y ADC’ tienen un. 1ado y- los-dos --
-ngulos  adyacentes al lado; respectivamentz’ congruentes;
“por lo tanto, son congruentes. Entonces, él-tercer, angulo '~
"de ‘cada-triangulo y los ‘otros - dos .lados, -son® también “_gg
respectivamente congruentes. : ‘En la tabla” ‘deladerecha | " a8
_‘puedes -ver-la. correspondenc1a entre ]ados y angulos
E congruentes Sl T . :
Traza la d;agona] BD Y demuestra que los angulos A y C'_j B
'._tamblen son- congruentes

3 {.Ysbh ¢¢ angulos

- ABC = ADC - .- ) ABC ADC.
. B4 T
c:. il T e

.*- Tabla de lsdos ..

:iEn todo paralelogtamo son’ congruentes.
-elos lados opuestos; “*los’ angulos opuestos.

o fRicm lCl
- IBE =B

SR TTtel hoa e rayod
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Anel sabe que los lados opuestos de un paralelogramo -
son congruentes. Ahora se propone construir un cuadri-
latero cuyos dos pares de lados opuestos sean.con- . ..
gruentes para determinar de qué cuadrilatero se trata. '
Para efectuar su investigacion decide que su cuadrilatero /
tenga un par de lados opuestos de 5 cm cada uno y que. I
los otros dos, midan 3 cm. Dibuja primero una figura
para -analizar los datos y,se da cuenta de que hay muchas
posibilidades {¢{por qué?). Opta por una'de elids, como. .-
puedes ver a la derecha Lnego, procede asi: ‘dibuja. an. .
“angulo, cualquxera My sobre sus 1ados determma MN de’ "
‘Scm,y MQde3em. S
‘Fijando el compas en N'y con un 1 radio de 3 cm, traza an- -
arco. Fijando el compas en ‘Q y con un radio de 5 cm,
traza otro arco. Ambos arcos se intersectan en P. Obser- * g
va que, por construccion, P estaa3cmde Nya5Scm -
de Q. El cuadnlatero MNPQ cumple las condscxones
.pedidas. - - o
El cuadrilatero obtemdo es - un paralelogramo et e e
Construye otros’ cuadnlateros cuyos dos pares de lados . -
opuestos sean congruentes. (,Que obtienes en cada caso""

'_-'i Parece. que .con las oondxcxones 'dadas; la ﬁgura que’. se TR
»§ obtiene es siempre. un- paralelogramo. Efectia un razo-- -
‘namiento que’ te penmta afirmar que esta- pmpxedad es’ o
“general. . . . B
Si los pares de Iados opuestos de un cuadrllétero son- AT
. congruentes, -el cuadnlémro es un paralelogramo. '
Para demostrarlo, ‘te sugerimos:

1) Considera’ un  cuadrilitero ABCD,

|AB| = {CD! yiBC! =1ADI. R

2) Traza una diagonal y explica las razones por las que’ - B

. los triangulos determinados son congruentes.: Pt e
.{Por qué ta congruencia de dichos tridngulos es suﬁc1entz c
‘para afirmar que AB es paralela a CD,y que “BC- st
- paralela’a AD? - _.
" Ohgerva que la propiedad drmosfmda es recinroca de -
ia. demostrada en ln pégma m.tc. ior..

‘en el _que —5om

.un paralelogramo ‘son congruemes.
“ a).Enuncia fa: propuedad reciproca.” .

fa demostrarla.

R -transversal :

8 Sabemos que los tnguioa opuestos de4-

© b Realizaun razonamvento que te permv-j ’

.- Para ellotesugenmosque ademasdelos-;' g
.. . datos,tengas en cuenta,.fas propiedades. | ..
;' relativas a: 1) sumade angulos interiores -
.- de un* cuadnlétero, 2) ‘dngulos. determi-~ | -

" nados por- dos rectas cortadas por una ot

9. Sobre dos rectas paraleias. marca con re- :
2 glazo compés “dos segmentos AA . BB' )

' ‘de' la misma long:tud

e a) 4,Qué puedes decar dé las rec!as ABy

CRB? S

ABy AB"2 L

_.ABB’A? i,F'or Qué?

tEnuncia Y mstmca formalmente tu 'f'

comprobacnon e

h)- z,Cémo sonentre.s {as medldas de los B

c)'(,Oué clase de’. cuadrdatero es e!
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* \finculos entre estadistica y probabilidad
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 En esle capitulo, se tmbajara fundamema]mente

- con.los nitmeros naturales. -

. Se investigardn algunas propledades
.en este conjunto.

-Muchas de estas propicdades

seran también vahdas si se

de m Ostra Ci 0 nes : 'con5|dcran ]05 numeros (nIETC;VS :

WX NGRS T IR R ETIR

Determmen sr fos’ srgunentes caiculos estan bnen hcchos 0 no.
Justzf iquen en cada caso: ARSI

11) 4. 7+4 3= 80 -
12) 17.8+17. 6-17. 11—34
13) 88+77+110+55 330 .

2 1. Escnban tres numeros enteros posntwos que sean multlplos de 7.
v(Habra alguna forma de escnbtr todos los multnplos de 7 positivos?

2.2, BC(ibah todos 1os‘r;dﬁ1erbs.pércs pdsitivo'sv. N
' zPudieron escribirlos_'a todos? -

: 2 3 Escnban todos los’ numeros enteros smparcs. o

d’udieron e.scnblrlos a todos?




.La propledad aquf uttlizada k

s es la: propiedad dsstrbgmva -

1.1. Para hacer la cuenta: 4 - 7 + 4 . 13, se puede -~ €1 Sus dos.aspectos: _ ..
efectuar: 4.7 =28 -__'a(b+c)-a bea-c
: =52 'f'_'_on b+a r.-a(b«-c)

Y luego 28 + 52 = 80. O sea que el resultado propuesto es correclo.

® Otra forma podria ser: L
4-7+4-13=4-(7+ 13)= 4- 20 = 80 y se llega a'lo mismo.. .~

. 1.2, En este caso, también podria extraerse factor comun:.

7-8+6—11)=17.3= 51..0 sea que el resultado propuesto es incarrecto.
1.3. Resuelvan ustedes este punro.

2.1. ;Encontraron tres miiltiplos de 7? Seguramente que si..-'lg“ué”lmcntc. estos-
son.algunos posibles: 14, 700 y 2394, '

Si sc desea escribir muchos mult;pios positivos de 7, la hsta scré asi:

i 7, 14, 21, 28 35. 42, 49, 56, 63, 70, 77, 84, etcﬂera

Es cv:dente que ‘escribir todos. los miiltiplos- positivos de.7 resulta. lmposﬂole. no.al-- .7
canza una vida, seria intcrminable, pucs son infinitos. Se requiere, entonces, encon- """

trar una forma.de expresar 1a totalidad de esos ntiimeros.
‘Los numeros de la lista anterior son multiplos de 7, pues:

7=71 28=7-4
14=7-2 ¢ 35=7-5

21 =7-3 Completen los que faltan.

A partir de esto, se puede. afirmar que cualquier multiplo positivo de 7 se escribe 'co'-_‘

. mo 7 multiplicado por un ntimero natural. Y esto se puede escribir asi:

‘De esta manera. si k = 1, se obtiene a
sik = - 2, se obtiene a

7;
14
sik = 3 se obtiene a = 21, etcétera.

L

CUESTION; ANALICEN ESTE RAZONAMIENTO: Si k = &
COMO 2 = 7 » k, ENTONCES, 2 £S MULTIPLO'DE 7.
. ", ¢ES CORRECTO? ;POR QUE?

CUESTION: DECIDAN $! LOS SIGUIENTES NUMEROS SON MULTIPLOS DE 7: 141; 327; 1234: 700000,

LXXX
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2.2, Los miniéros posmvos pares son 2 4, 6; 8 10; etc Nuevamente, si se qulerc_es—

cribirlos a todos, es 1mp051ble ‘Si'se’ qumrc enconlrar una forma de’ expresar todos lo
‘niimeros pares, se necesita observar bien qué tienen c]los en comun
* Los nimeros pares son multiplos de 2:

2.1
=2-2
2-3
2.4

o AN

, etcétera.

'-Para saber si un numero de vanas cifras es par, existe una forma mas cconomica (]UE

.escnbn‘lo como. 2 n con n natural, Basta saber si termina cn O 2 4,6u 8. (Se .es
~~-ocurre por que’ <

.+2.3. ¢De qué mariera se podrian representar todos los nimeros positivos impares
- Si se ubican algunos pares en ia recta numérica:

1¢En dénde ubicarian los impares? .
- CUESTION: INDIQUEN TRES
IMPARES POSTIVOS,

BT Como Io _mpares pOsmvos se encuentran cntre los pares posmvos si se escnben los
"}numcros parcs en la forma 2 - n, entonces:.

=1, 'sc":(')'b'_tiene c=3; A : K

7= 2, se obtiene ¢ = 5, etcétera, - B ) .
- : CUESTION: ;QUE OCURRIRIA St

NO SE INCLUYE EL VALOR O PARA n?

LXXXI
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. i . , .
-3.1. Para resolver esta parte, ¢s posjble comenzar probando-con {res nGmMEros
consecutivos. que cumplan. con ¢l enunciado. Por qemplo los. nimeros 1; 2A_

Ly 3.AL sumarlos se obnenc un namero par..
51 se ellgen 3 4 y 5 al. sumarlos se obhenc 12 que tamblen €s par.

... CUESTION: ENCUENTREN OTROS TRES. ™. __ *" Pero 5ise elxgen los numeros 2, 3 y 4, €l resulta-
" FUMERGS CONSECUTIVOS CUYA SUMA SEA PAR. . do es 9 que 110 s par. .

f " CUESTION: BUSUUEN DIROS BOS £SEMPLOS EN LOS QUE MO SE CUMPLA £STE ENUNCIADC,

Como se ha encontrado un ejemplo {y se podrian habér encontrado- varios) dondc 1a:
'suma de tres. numcros consecutivos NO s un. ninyero par, es posible daségurar que el

primer - enunc:ado es:FALSO.
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3.2. Para determmar si-Ja suma de dos niilmeros nuturales consecutlvos €s un numero
lmpar, se puede comenzar. probando con pares de nameros consecutivos::
"3 Yy4son consecutlvos y 3 + 4 = 7. Efcctivamente, el mimero.7 es impar.

- 24 y°25 son consecutivos, y 24 + 25 = 49, Este es impar.
1234y 1235 son consecutivos'y 1234 + 1235.= 2469 También -este es impar.
‘Con_estos ejemplos, es posibie sospechar que el enuncnado es verdadero.
Pero-isera cierto que vale esta propiedad para todos.los niimeros naturales?
Conio restuiltaria imposible escribir todas las sumas ‘de-dos naturales. consecutivos y-
~ ‘comprobar, una por una, que¢ €l resultado sea impar, €§'necesario encontrar un modo
- de:notacion para represen’t’a‘r a todés.las:sumas de un na%uraly. su consecutivo..

,..Una posibilidad es deslgnar a todos ]os nimeros naturales con. una letra; por ejemplo
la i CComo dcsxgnanan ‘al: consecutwo 0 sea, al que ie sigue a n?. ¢Y al anterior?

. . . n
Evidentemente, si n es natural; ¢l que le sigue serd n + 1‘_y:.e1‘an'ieﬁ0'r'seréh -1
Entornces, .si se quiere saber la forma en que puede escribirse la suma de un natural
cualquiera y su consecutivo, dicha forma sera: . .

n+n+1 =2n +.1 (pues.n + n-=2:n)-

Segin lo visto anteriormenté 2n + 1, es'la expresién de un mumero impar, 0 sea que

si-se suma un natural con su -consecutivo, el resultddo es-un ‘Tamero impar.. Por lo.
“tanto, el enunciado de este problema es-verdadero.

_-3.3. El enunciado. de este problema dice: “El -producto'de'un. nmamero nafural por-si
mismo es mayor que el niimero”. ,
Muchos ¢jemplos cump]en este enuncnado. o » i

- Por ¢jemplo:-5 . 555 vy 10 - 10 > 10.- - .
£S¢ puede afirmar que este-enunciado es verdadera? - )

B En reahdad rodos los numeros ndtumlcs, salvo el1, cumplen con ¢l enuncudcp

CUESTION: 70U AGREGARIAN AL ENUNCIADO PARA QUE RESULTE VERDADERG? .
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) | 34 Para el enunciado: “todo numero natural multiplicado por mil es mayor que el
e producto del niimerc por si mismo”, se pueden encontrar muchos e_]emplos que lo
‘ cumplen como los nimeros 2,4, 9, 12, 28 y 37.°

Esto haria pensar que es verdadero. {Qué ocurrird con el 1000, y con el 11007 ;Es
cierto esto? . '

Basta con un contmqemplo para demostrar la falsedad de] enunciado. -

3.5. E enunmado de este problema dxcc Todo numero natura] mu]nphcado por su
consecutwo s par”. Probemos con varios qemplos '
3. 4-—12quee5par”,_’_
- 10 11 = 110 que es paf
123124 = 15252 que es_par.'

r CUESTION: ¢EXISTIRA ALGUN CONTRAEJEMPLO Y NO SE HA PODIDO ENCONTRAR?

Si se supone que no hay ningin contraejemplo, se debers intentar demostrarlo:
Desxgnando con Ja letra.n a cua]quler nimero natural, su consecutivo sera n + 1.
.Hay que: déterminar si el producto n (n + 1) es par. o

' Como ambos niimeros son consecutivos; seguro que uno es par y ‘el otro impar.
- Si n'_e_'s par, entonces se puede escribirn = 2. k con k natural.

Entonces, n + 1 sera impar, por lo tanto,n + 1 =2 . k + 1 con k natural.

~ Sin perder de vista que se busca saber si nin+1)es par, este producto es posible es- -
cribirlo como: - - o n{n+ 1) =2k{2k+ 1) -

" Pero este wltimo prbdudo poéeinos escribirlo 2 [k {2k + 1)] si se aplica 1a propiedad
asociativa. Se obtiene entonces que, al multiplicar un natural por su consecutivo, €l
resuitado es Z por “aigo”, siendo ese “algo” un numero naturai, ya (ue es el resuita-
do de sumas y -productos de numeros naturales. Porlotanton{n + 1} =2 . hcon h .

natural, o sea que es par. , .

Demuestren este enunciado en el caso de que n.sea impar y de que n + 1 sea par. ¢En
qué varia la demostracion? : :
En este caso para completar la demostracion se requiere verificar que la propiedad sea .
cierta en cada caso.

Las demostraciones ) [ 19 -
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PROBLEMA

Sx se duphca uno de los lados de un
rectanguio de;ando el otro fijo, ‘
» 0 fa!sos Just:f quen la respuesta
2 100 tuene G d:vnsores exactamente

. ¢se duphca su area?

S: se considera un- rec(angulo de 4. cm x 8 cm, 1enemo_

‘un drea de 32 cm?.. )
- Si, se duphca uno de los Jados y se dqa fJo el otro

se obnene €l sxgunente rectangulo

: --:51 se compann ambas areas ]a dcl szgundo rectangulo es el
doblc quc la del’ pnxncro'?ara cstc rcctangu]o, al duphcar-.

lo cuyos lados miden 2 ~a y.b:}
. ';.El .arca del primer rcctangu]o es a b 2

UESTION: COMO VARIA EL AREA I SE ...
"DUPLICAN AMBOS LADOS? . .. - ¢

qued 2 . (a b) que es el doblc del ar
: O sea 'quc este- cnuncmdo es verdadcro
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5.1. Seguramente han podido encontrar mas de 6 divisores para 100. Por cjem-
plo, algunos podrian ser 13 2;-4; etcétera.
;Cuantos divisores tiene 100 cxactamente?

>
| zComo se hace para encontrar todos 1os divisores de 1007?

" Sefan todos Jos miimeros naturales ¢ que verifiquen que 100 = ¢. k.con k nataral.

Por ejemplo: . 100=1.100 0
100 =2.50 -
100 = 4. 25

de 100 estzm a la vxsta

™. CUESTION: 51 3°€5 DIVISOR DE'b, ENTONCES,

} en ios calcu)os amenorcs" Tee )
S b SERA-MULTIPLO DE a7 ¢POR QUE?

5.2; sReclierdan-qué e§ un, itmeéro prima?

¢Cuales son Jos-divisores de ]697 Si'son umcamcme los numcxos 1 y. 169, el 169 scra,'
-1 primo. Para no hacer todas las cuentas se podria empezar con: 21 2 como 2 no-es divi-
sor de- 169, tampoco o seran todos los nimeros pares. (_Ocumra 1o mismo con.el 37

5.‘3.;A1gunos ﬂit’]lﬁplos (_1@3. son: 3,6,9.
9 es. miltiplo de 3, pero no Jo es de 6, o enunciado del problema es falso, pues s¢.
) eﬁ’cbn‘tré un.¢oniracjemplo. -

54.5i un namero namra] n-es mulnplo de 6, existe un numMero eniero pusm K
: tump_lc. ’ o n==6-k porejemplo18=6-3
30=6-5

;10 sea gite n. pucde sér pensado como:
=(3:2)vk - [yaque3.2=6)

- Usando Ja ;propie‘dad aso*ci'ati"va del. producto, podemds escribir.

-{2-K) 0 seaque.n es miltiplo de 3.
Mas precmamenle, Ham’mdo j =2 -k obtenemos guen = 3.j
i Se ha probado quecl enunciado del problema es verdadero.

Las demostraciones : '




Piensen ahora en fa veracidad o no de este enunciado:

Si 5 es divisor de los numeros a y b ‘entonces es divisor de la suma a + b

Si 5 es divisor de a, entonces a = 5 - n, con n natural.

Si 5 es divisor de b, entonces b = 5 - m, con m natural.
Luegovalequea+b=5-n+5-m=5-(n+m]oseaquca+besmﬁlriplod65.
Mas precisamenté, llamado k = m + n, se obtiene que 1a suma de ambos numeros es
igual a 5 k, con k entero. Es decir que 5 es divisor de la suma de los numeros a y.b.

s
TS

PROBLEMA

Determmar fa veracidad o falsedad de a siguiente af'rmacron

. Si se elige un nimera de ung cifra yse Jo eleva of cuadmdo Iuego se suman o
.. las cifros del resultado obtemdo y o este ultimo numero sele suma el numero
, eleg/do el dltimo fesuftado SIempre es menor que 2 1 o

Veamos como determinar la veracidad o falsedad de la afirmacion enuncxada
! en ¢l problema 6. '

. Por ejemplo: Si se elige el 4. Al cuadrado se obtiene 16. Luego 1 + 6 = 7.
'Fmalmente 7+4-= n < 21 Por lo tanto el nimero 4. lo cumple.

! CUESTION: ;10 CUMPURAN T0DCS 105 NUMEROS Df UNA CiFRi?
. i - »
i

* Alguien dijo que basta con probar para 9, que es ¢l mas grande de todos los nume-

¢ ros de una cifra:

I 92=18] 8+1=9 - Por tltimo, 9 + 9 =18 < 21
Emonccs como el 9 Jo cumple, y es el mas grande, todos los numeros de una cifra o
verifican. ¢Estdn de 1cuerdo con este razonamiento? '

Probemos con el 5:

=25 245=7. - Porultimo, 7 + 5= 12 <21, se cumple.
Abora el 6: ) ‘ ) R S
|  62=36 © 2+6=9.  Luego, 9+ 6 = 15 < 21, se cumple.
LXXXVII




. Parael 8. ... . R :
8% = 64 6+4=10. .y . 10+8=18<21,sccumple.

CUESTION: VERIFIQUEN USTEDES PARA EL O, EL 1,
L2 EL 3, S TAMBIEN LO CUMPLEN. ~

‘Queda ¢l 7: - ’
72 =49 4+9=13y 13+7=20<21
'El 7 también lo-cumple.
. ¢Quedara demostrado e enunciado con lo-hecho hasta ahora?.
Algmen dice. que mejor es reprcscntar a Lodos los mimeros de una c1fra mediante una
escritura.. ¢Ustedes qué .opinan?
£Sera necesario que aparezcan las letras:indicando los niimeros?

Las demostraciones : : [ 23
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1. @ a) ¢Serd cierto que cualquier nimero
% } natural puede escribirse como suma de nu-

meros primos?

Por ejemplo: 6 = 2 + 2 + 2,

b) ¢Cuales son los nimeros naturales quf se
pueden escribir como éuma de 2 hdmcrds
primos?

Por ejemiplo 5 =2 + 3.

Ensayen con los nimeros del 4 al 20,

?j Decidan si estas expresiones son iguales

. 0-no colocando = o #.

a)J3-3a+3-b+3=3-(a+b+3)

da:2-b:i2= :

dat2+b: 4+ 6153%1!.4:'(3 + -'-g-'-+.*27.l:fc),

92183 faslozib)

ﬁ Decidan, para cada enunciado, cudl es la
-expresién que lo representa correctamente.
a) La.suma del triple de un niimero entero k

y 3.
3 (k+3)
3-k+3
3-k+-3-3_;'ﬂ B
b) El consecutivo del doble de la diferencia
entre un ndmero entero k y 3.

2 k- 3)+'I'---
2 k 3+1
2 (k——3)+1

¢} El producto del anterior de la mitad de un

- isiempre mayor.que alguno de los dos.

% Decidan si los siguientes enunciados son
verdaderos o falsos. Justifiquen la respuesta.

a) La diferencia entre un nGmero natural par
y un ndmero natural impar es un nimero

impar.

b) La suma entre un nimero natural ¥
10000 es mayor que el doble del numero.
¢) La suma entré ¢ doble de un niimero na- -
tural y el cuadruplo de ese mismo nimero es -

un numero par.

d) Todo ntmero natural impar mas su triple

St erae Ut e da come resu_ltadb un ni'xmero_'pér._ :
b)6-a+5-b_—3-_b—-'4?:'a=2-v(a'_+b)v . :
T €} El producto de dos ndmeros 1:aturales es

) La mitad-de un nimero natural parmés el -

consecutive del nimero da como resuitado |

un numero par.

g) El doble del anterior de un nimero natu- -
ral mas el consecutivo del nimero es mdlti- “-‘f'

plo de 3. ._

% Traduzcan las siguientes expresiones -

simbalicas 3 lenguaje coloquial.

o Per "J:":p.o

: (n—3] 2 ,
también se puede expresar asi: “la mitad de -~
la diferencia entre un nimero natural n y 3%

‘a)n i2-3

b)(2.t+1):4

nimero entero ky 3. ) 3.k.k+1)
“k—-1):2-73 d 2~
(k:2.3)~1
k:2-1-3
o 24] ]
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4

Calculen mentalmente:

aJ32.5+5.18=
b)231:3+69:3=
€)99:241:2=
d)874:2-74:2=

@ Sabiendo que a + b = 12, resuelvan;

a)—3:-a+(=12)+5-{a+b)-3-b=
b)JS-a+4-b~5-a~-b-2a=
J6-a+2-{fa+b—-0c)+2-(c-3-2)=

@ Calculen:

a) El triple de la diferencia entre 5y 3.
b) La diferencia entre el triple de 5y 3.

¢} Ef cociente entre la mitad de 16 y 4. -~

d) La mitad det cociente entre .16y 4.
€) La cuarta parte del consecutivo de 19.
f) Ef produéto ‘entre el anterior de 12 y 8.

-g} El anterior del producto entre 12 y 8.

Bk Si se duplica la altura de un tridngulo,

ése duplica su superficie?

@ Si n es un nimero entero, escriban:
a) Ei doble de su consecutivo.

b) El consecutivo de su doble.

dla tcr¢ra parte de su anterior.
d) La mitad de su triple.
e)La s_qm'avtentre el doble.de n y 2.
ﬂ:El’ddble de la-suma de ny 2.

EEE Decidan si os s'igixient'es'énﬁnciados son
verdéderos o falsos. Justifiquen las respues-
tas.” . o ‘
a) Sirﬁnl'.nﬁmero es mﬁltiﬁlo de 6 y de 2, en-
tonces es mﬁzltiplo de 12. : '

b) Sl 4es divisor de a y 4 es divisor de b, en-
torices 4 es divisor de'a <b, .

<) :Si 5es divisor dé a y 5 es divisor de b, en-
tonces 5 es divisor de a.b: A o

- Las demostraciones




