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1. INTRODUCCION 

El presente trabajo es un estudio e investigación sobre la enseñanza de la matemática en la 

escuela media, y específicamente se propone aportar para ampliar la comprensión de la 

enseñanza de la demostración en los últimos 50 años en la Argentina. 

Una enseñanza media que intenta ser para todos y universal, no puede mantenerse solo en 

los discursos y declaiaciones, sino que esta preocupación tiene que atravesar a todo el 

sistema educativo y sus actores. Universalizar la enseñanza media implica también volver 

a pensar cómo enseñar a pensar, así como revisar qué estrategias son más potentes para 

potenciar el aprender a aprender a lo largo de toda la vida. Enseñar a utilizar los distintos 

procedimientos y herramientas de las disciplinas y a reconocer su potencia heurística es sin 

duda una de las deudas más relevantes de las didácticas cuando se piensa en el 

conocimiento que deben adquirir los estudiantes para ser usado fuera de la escuela. 

En este sentido, los objetivos fundamentales de este trabajo se inscriben dentro de las 

actuales preocupaciones de aportar al desarrollo y adecuación de la enseñanza de nivel 

medio, en su primer ciclo, a una significativa formación del pensamiento de los jóvenes 

que asisten y acceden a este nivel, hoy obligatorio en una gran parte de los paises 

latinoamericanos. Y muy particularmente, se dedica a indagar sobre si se utilizó y cómo la 

enseñanza de la demostración como herramienta de conformación de las propias 

capacidades cognitivas, a jo largo de cincuenta años. 

Así, para ello retorna en su marco teórico, las investigaciones en Didáctica de la 

Matemática y los conocimientos por ella producidos, para analizar el sentido dado a esta 

enseñanza, y se inscribe en el marco de una preocupación más general, como es la 

potencial contribución de la enseñanza de la Matemática a la formación del pensamiento 

de los adolescentes, en sus aspectos relacionados con la constitución del pensamiento 

racional. En la selección y recorte de este problema, se podrían haber considerado 

diferentes aspectos de interés desde el punto de vista didáctico, entre los cuales pueden 

incluirse los siguientes interrogantes: ¿cuáles son las aproximaciones cognitivas de los 

alumnos a la demostración y sus razonamientos espontáneos?, ¿cuáles son las estrategias 

de los profesores al enseñarla?, o ¿cuáles son los rasgos que la caracterizan como objeto de 
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enseñanza?. Este trabajo se ubica esta última perspectiva, es decir considerándola como 

una construcción didáctica realizada a partir del conocimiento disciplinar de referencia, la 

Matemática, en el marco teórico más general de la Teoría de la transposición didáctica, y 

su ampliación, la antropología de los saberes. 

La construcción didáctica a la que se hace referencia implica un proceso de transposición 

que se desarrolla en dos etapas: la primera es aquella en la que el objeto de la ciencia es 

"preparado" para su entrada al sistema de enseñanza y transformado en un objeto para ser 

enseñado; la segunda es la que ocurre dentro del propio sistema cuando cada profesor en 

cada institución toma un programa, un diseño curricular, un texto, y lo transforma en 

objeto enseñado y eventualmente aprendido. 

Este estudio recorta ese proceso y torna sólo su primera etapa: Intenta determinar cuáles 

son los rasgos generales que ha asumido este objeto en la presentación a los profesores en 

tanto interlocutores de la primera etapa de la transposición, e indagar qué lugar tiene como 

parte del conjunto de conocimientos de quienes son responsables de enseñar. 

El pensamiento racional como capacidad humana que la educación formal tiene la 

oportunidad de desarrollar sirve como todo pensamiento a los fines del propio 

conocimiento, y se asocia al razonamiento. Este término, razonamiento, suele designar 

tanto la actividad intelectual de manipulación de información para producir nuevas 

informaciones a partir de los datos, como el conjunto de enunciados articulados son su 

producto final. Suele usarse con más precisión el término 'razonamiento heurístico" para la 

actividad intelectual. 

Por otra parte, al considerar la actividad de producción de conocimientos científicos y la 

necesidad de validar los resultados obtenidos, la demostración aparece como una 

herramienta esencial para la Matemática, pues es la aceptada por la comunidad para probar 

la validez de resultados. Es el procedimiento de validación con diferentes características 

a lo largo de la historia - propio de ésta ciencia, es lo que diferencia a la Matemática de las 

ciencias experimentales. 
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Entre las razones que signaron el presente estudio, se encuentra la ausencia de trabajos 

realizados en la Argentina con este enfoque, detectada al explorar los antecedentes del 

problema, con lo que resulta oportuno y significativo dedicarse al mismo. 

El problema estudiado tiene relevancia cuando se piensa en la enseñanza de la disciplina, 

pues no se aprende realmente Matemática si no se adquiere una idea sobre las formas de 

validación que funcionan en ella. Hay coincidencia hoy, entre quienes piensan la 

enseñanza de diferentes dominios, respecto de que, enseñar una disciplina es enseñar su 

cultura, es decir, los modos de hacer, comunicar y pensar propios de ella. Y también hay 

coincidencia respecto de que la cultura matemática que un sujeto aprende está asociada a 

las prácticas que ha desarrollado a propósito de ella. 

Por otra parte, comprender el sentido que ha tenido y tiene la enseñanza de la 

demostración, permitirá mejorar el diseño de estrategias que contribuyan a la formación 

del pensamiento racional en todos los alumnos, ya que, aunque sabemos que no sólo la 

Matemática tiene posibilidades de aportar a esta formación, ocupa en ella sin duda, un 

lugar privilegiado. 

La metodología de investigación en ciencias sociales, está edificada sobre la polémica 

entre dos tradiciones. Por un lado la aristotélica, para la cual la ciencia es "un camino 

inductivo desde las observaciones hasta los principios generales o principios explicativos", 

y según la cual la explicación científica puede ser expresada en términos de explicación 

causal. Por otro lado, la más ligada a Galileo, para la ue la explicación científica pueden 

ser expresada en términos de explicación teleológica, o comprensión. (MARDONES, 

1999: 32). 

Considerando que existe una realidad "exterior" al discurso que puede ser conocida, y dado 

el carácter del problema, la metodología elegida para abordarlo fue cualitativa. Su lógica 

ha sido la de operar en forma intensiva estudiando pocos casos en profundidad, con un 

movimiento en espiral, de ida y vuelta entre la teoría y la empiria. El interjuego entre 

ambas, permitió ir construyendo interpretaciones para pasar de categorías más pegadas a la 

empiria a conceptos más abstractos. 

LA ENSEÑANZA DE LA MATEMÁTICA Y LA FORMACIÓN DEL PENSAMIENTO, Prof. Graciela Chemeio 



Esta decisión, también está fundamentada en los antecedentes. metodológicos de este 

trabajo, pues las investigaciones que se han revisado sobre el modo en que otros 

conocimientos disciplinares son estudiados como objeto de enseñanza, son de tipo 

cualitativo. 

El universo de la demostración fue estudiado a través de la recolección y el análisis de 

diferentes materiales escritos, con fechas de publicación a partir de 1950. Por una parte, los 

libros escolares asociados a diferentes programas editados y usados en las escuelas en el 

período elegido. Por otra parte, los documentos reguladores de la enseñanza que llegaban a 

los colegios e institutos, como los programas de estudio de Matemática, las circulares o 

resoluciones, contenidos de materias o ciclos de enseñanza, boletines y otras publicaciones 

oficiales y de enseñanza privada, y los libros de educadores matemáticos prestigiosos, 

cuyas opiniones marcaban rumbos a los profesores. 

Las unidades de análisis seleccionadas para hacer relevante la comparación entre ellas, han 

sido identificadas por etapas de tiempo, pues en el período estudiado ha habido diferencias 

significativas en muchos aspectos de la enseñanza de la matemática, que marcaron 

diferencias en el sentido dado a la demostración. Para cada categoría encontrada se 

seleccionaron los casos necesarios hasta su saturación, es decir hasta que uno nuevo no 

aportara información adicional significativa. 

En el caso de este estudio cualitativo y de lógica inductiva, se puede considerar su validez, 

como una cuestión relacionada con su producción, "considerar a la producción y la 

validación del conocimiento como unidades entrelazadas aunque conceptualmente pueda 

resultar útil mantener la diferencia, pero no necesariamente de manera dualista, todo un 

desarrollo actual reivindica los procesos de producción del conocimiento científico y sus 

muchas veces estrecha conexión con la justificación." (SHUSTER) 

Este trabajo se organiza en ocho capítulos. Luego de la introducción, en la primera parte 

del texto, la demostración es considerada objeto de saber en dos capítulos. En el segundo 

capítulo se hace un tratamiento de la demostración en relación con las nociones de 

herramienta u objeto de una actividad cient(fica,  mediante una síntesis bibliográfica 

organizada en dos apartados en los que se considera la demostración desde cada una de 

esas nociones. En el primero la toma desde sus fundamentos lógicos, es decir como objeto 
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de la lógica matemática, en el segundo apartado avanza en un análisis histórico - 

epistemológico - didáctico, que permitió profundizar en el origen y evolución de esta 

noción tal como circula en la comunidad matemática, el sentido de la actividad de 

demostrar y los caracteres permanentes de la demostración. 

En el tercer capítulo, se caracteriza en primer - término las diferentes formas de 

razonamiento asociadas a distintas fases de la actividad de resolución de problemas en 

Matemática, para ubicar la problemática de la enseñanza de la demostración en el marco de 

otra más global, la de las formas de validación. Luego se describen las características de la 

racionalidad matemática diferenciándola de la racionalidad cotidiana, y las relaciones entre 

razonamiento deductivo y racionalidad, para concluir retomado las cuestiones tratadas en 

el capítulo 2, definiendo cuál es el lugar de la demostración en la racionalidad matemática. 

En la segunda parte de este trabajo, la demostración es analizada como objeto de 

enseñanza. El cuarto capítulo se dedica a explicitar los análisis e interpretaciones 

realizados, considerando las textualizaciones del saber que se realizan para su entrada al 

sistema de enseñanza (entendiendo que la puesta en texto plantea límites a la posibilidad de 

conocer la demostración como objeto para ser enseñado pues "ningún texto del saber 

contiene todo el saber a enseñar"), qué límites se establecen en este estudio entre ambas 

etapas del proceso de transposición didáctica, y los fenómenos ligados a la preparación 

didáctica. Los análisis comparativos por períodos se realizan tanto en relación con las que 

denominamos orientaciones regulatorias del sistema de enseñanza, como en función de 

libros de matemáticos influyentes. De tal modo se analiza la evolución de la enseñanza 

demostración desde los enfoques de 1956 cuando se intenta un acercamiento entre las 

posturas racionalista e intuicionista hasta la reforma de 1994 con la inclusión de los 

"procedimientos ligados al quehacer matemático" como contenido de enseñanza. 

En el quinto capítulo se realiza una presentación histórica descriptiva y analítica de 

aquellos libros dc texto a lOS que accedieron los estudiantes de los distintos períodos, y que 

fueran paradigmáticos en cada uno de ellos. 
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Por último, a modo de conclusiones o más bien epílogo se plantean en el capítulo seis 

algunas orientaciones relativas a los diversos actores del sistema de la enseñanza y que son 

por sí mismas son de carácter propositivo. Las mismas, plantean posibles líneas de acción, 

nuevas preguntas para la investigación y por ello aunque son conclusiones, no dejan de ser 

provisorias y plantear nuevos problemas. Si tienen alguna utilidad, se habrá cumplido la 

intención central de este trabajo: aportar a la comprensión y generar ideas para actuar sobre 

la enseñanza de la matemática con jóvenes adolescentes en su educación media en relación 

con la formación de sus estrategias de pnsamiento. 

Finalmente en el capítulo siete, se presenta la bibliografia que es agrupada según los 

siguientes criterios. En el primer apartado, se reúnen los aportes para la revisión de 

nociones lógicas y matemáticas, y el conocimiento de nuevos aspectos de la historia de la 

matemática y de la historia de la noción de demostración; así como el conocimiento ligado 

a las nociones de sociogénesis de los conocimientos, y la evolución de las teorías científica 

En el segundo apartado, se circunscribe a los libros de base del marco teórico didáctico 

elegido, los que fueron revisados focalizando en el problema, tanto sobre los fundamentos 

y métodos de la DM, la transposición y su evolución como teoría didáctica, sobre la 

validación y la racionalidad en Matemática, y las nociones de herramienta y objeto. 

También los libros que aportan a las concepciones que circularon en distintos momentos 

sobre la matemática y su enseñanza, y sobre el curnculum de matemática. 

El apartado 7.3., incluye estudios de diverso tipo sobre la misma noción de demostración, 

textos ligados a su enseñanza, ensayos didacticos e investigaciones sobre su aprendizaje, 

sobre su inclusión en textos, su presencia en el curriculum. 

En el siguiente apartado se incluyen los textos para estudiantes de educación para 

diferentes épocas, modalidades, cursos, años, así como de diversos autores. 

En el apartado 7.5. se encuentran los documentos regulatorios de la enseñanza, en los se 

incluyen tanto documentos oficiales como de la enseñanza privada y publicaciones 

periódicas de uso habitual en las escuelas; en ellos se presentan entre otras cuestiones, 

contenidos, objetivos, sugerencias de planificación, propósitos de la enseñanza y formas de 
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evaluación. Por último, en el apartado 7.6., se incorporan las lecturas relativas a la misma 

metodología de la investigación. 

Los anexos que se incluyen en el capitulo ocho, incluyen los capítulos de los cuatro textos 

emblemáticos estudiados, y el quinto de transición, que incorporan todo su peso histórico, 

y sin los cuales este estudio no hubiera sido ni posible. 

Por último quiero expresar mi agradecimiento a quienes colaboraron en este trabajo, Liii 

Gysin que me acompaiió con su solvencia académica, su claridad, y su aliento en cada 

tropiezo, mis colegas y amigos, Ana Lía Crippa, Mónica Agrasar, Gustavo Barallobres y 

Silvia Chara, qüe ayudaron con sus señalamientos sagaces y su apoyo cariñoso, 

compañeros de la aventura de trabajar comprometidamente en estos tiempos creyendo aún 

en los lazos solidarios y en que la educación mejora al hombre y es un derecho de todos. 

Asimismo a la Dra. Alicia Camilloni que aceptó compartir con su solidez en una disciplina 

tan relevante en este tiempo como es la Didáctica. 
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PARTE 1: SOBRE LA DEMOSTRACIÓN 
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2. LA DEMOSTRACIÓN COMO OBJETO Y COMO hERRAMiENTA 

Con este capítulo se comienza a introducir la demostración analizada como objeto de 

saber. Al definir los objetos de saber de la ciencia, Chevallard diferencia las nociones 

matemáticas de las que denomina paramatemáticas en tanto objeto o herramienta 1  

reflriéndolas a una práctica precisa. Pone a la demostración como ejemplo de "noción 

paramatemática", explicando que denomina de este modo a las nociones que son 

herramientas de la actividad matemática, pero que normalmente no son objetos de estudio 

del matemático. En cambio, las "nociones matemáticas" como la de número, son objeto de 

estudio y también son (o pueden ser) herramientas de estudio. La noción de demostración, 

es objeto de estudio de la lógica matemática, pero no de la Matemática. Es la modelización 

de la pictica estudiada en el marco de la lógica considerada como ciencia de los métodos. 

Tomando esta cuestión, como este trabajo se refiere a la demostración en la enseñanza de 

la matemática en la escuela media, recurrirnos a la lógica para analizar la demostración 

como objeto de la lógica matemática en el primer apartado y luego la tomaremos como 

herramienta de la actividad matemática en el segundo apartado. 

La demostración como objeto de la lógica 

La exploración de los fundamentos lógicos de la demostración, y la necesidad de aclarar la 

noción de razonamiento deductivo, ha permitido precisar el significado de otros términos 

que intervienen en la noción de demostración: 

• El término razonamiento, que como se anticipó en la Introducción tiene dos 

acepciones, se 	define 	en lógica más precisamente como el conjunto de 

proposiciones en el que una de ellas llamada conclusión, se pretende que esté 

fundada o se infiera de las otras llamadas premisas. 

• Entre los razonamientos, se denominan deductivos a aquéllos en los que la 

conclusión se infiere en forma necesaria de las premisas. 

1 
Las nociones de objeto y herramienta suelen usarse también en Didáctica de la matemática, luego de que 

Douady las introduce para marcar la diferencia entre dos status en el funcionamiento de un conocimiento en 
la actividad matemática escolar. Sin embargo, entendemos que el sentido en que usa estos términos 
Chevallard es diferente, pues se trata del funcionamiento de un conocimiento en relación con una práctica 
científica. 
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• Un razonamiento es válido cuando no hay ningún razonamiento de esa forma que 

tenga premisas verdaderas y conclusión falsa. 

Los llamados razonamientos deductivos reciben su validez de los grandes principios 

lógicos: identidad, contradicción, tercero excluido y razón suficiente (ROMERO - 

PUCCIARELLI, 1952: 82), que se pueden enunciar del siguiente modo: 

• Identidad; todo objeto es idéntico a sí mismo 

o Contradicción: no pueden ser verdaderos simultáneamente "S es P" y "S es no P" 

• Tercero excluido o disyunción contradictoria: S es P o S es no P, o lo que es lo 

mismo S es necesariamente P o no P 

• Razón suficiente: Por razón de un juicio ha de entenderse lo que es capaz de abonar 

lo enunciado en el juicio, es suficiente cuando no hace falta nada más para que el 

juicio sea plenamente verdadero (este principio no es totalmente lógico pues se 

refiere a la verdad que es un problema gnoseológico) 

El hecho de que en los razonamientos deductivos la conclusión se infiere en forma 

necesaria de las premisas, es lo que permite utilizarlo para construir lo que en matemática 

llamamos "resultados". La demostración de un juicio (o resultado) consiste en deducirlo 

silogísticamente de otros juicios reconocidos como ciertos. 

Los elementos primarios del razonamiento matemático son los axiomas (ROMERO - 

PUCCIARELLI, 1952: 160), junto a las definiciones y nociones básicas. Se diferencian de 

las premisas en ser los primeros, anteriores a ellas en el orden deductivo. (PUYAU 

ROETTI, 1976: 34) Los axiomas, son verdades indiscutibles, evidentes por sí y sin 

necesidad de ulterior fundamentación. En cuanto a la evidencia de los axiomas, hay 

diferencias entre la mirada anterior a las geometrías no euclidianas pues Ja geometría 

pretendía ser una modelización del espacio fisico, y los axomas en un sistema formal que 

se eligen como punto de partida sin atenerse a una necesidad de modelización. 
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Además, la demostración matemática se diferencia del silogismó lógicó en que tiene por lo 

común más de tres juicios y en que emplea frecuente de la igualación. La igualación, al 

establecer la equivalencia de dos términos, permite sustituir uno por otro, 

Para poder afirmar que un resultado es cierto necesitamos entonces un Teorema 

(afirmación lógica "pq", donde p se llama la hipótesis y q la tesis), la validez de p (que 

habrá sido la conclusión de algún teorema previo) y la demostración de la implicación 

lógica. 

Intervienen una hipótesis (p) y una tesis (q), relacionadas por el condicional a través de 

uno o más pasos, es decir que si se admite p entonces de ello se deriva necesariamente q, 

decimos "si p entonces q", en símbolos pq. La tabla de verdad del condicional tiene 

cuatro posibilidades (VV, VF, PV y FF), de las cuales tres son verdaderas (VV, FV y FF). 

Como en Matemática partimos siempre de afirmaciones V, la validez de la implicación 

equivale a la validez de la tesis. Por lo tanto toda demostración de una implicación, que 

parte de premisas verdaderas, es al mismo tiempo la demostración de la conclusión a la que 

se arribe. 

Desde el punto de vista lógico, además de la demostración directa, en que se parte de las 

premisas llegando por condicionales verdaderos sucesivos a la conclusión, queremos 

mencionar dos tipos particulares de demostraciones. 

Una es la conocida como "demostración por inducción completa", que sirve para validar 

un resultado para todos los número naturales. Para Poincaré, éste es "el método propio de 

la Matemática", cuyo carácter esencial es que contiene en sí, condensados en una fórmula 

única, una infinidad de silogismos. Se procede del siguiente modo: "se establece primero la 

validez del teorema para el número 1, se demuestra en seguida que si es verdad para n-1, lo 

es para n". Esto permite concluir qué el teorema es verdad para todos los números 

naturales" (ROMERO - PUCCIARELLI, 1952: 164). 

Otro caso particular es el de las "demostraciones por el absurdo". En estas demostraciones 

se utiliza una equivalencia lógica, a saber, "p=q" equivalente con "p y q" , sabiendo que 

p es V, que es equivalente a su vez a probar que "p y no q" es F (siempre sabiendo que p es 
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V). Se parte entonces de postular la negación de la tesis y tornado en consideración la 

hipótesis se trata de arribar a una contradicción. Si esto ocurre, se puede concluir que la 

tesis es verdadera. 

Por otro lado, la marcha del razonamiento en la actividad intelectual de quien piensa, lo 

que hemos denominado en la introducción "razonamiento heurístico" puede ser sintética o 

progresiva, cuando se parte de relaciones conocidas y se extrae de ellas la tesis, o analítica 

o regresiva, cuando se parte de la tesis que debe ser demostrada. 

En el procedimiento sintético se supone ya conocido el desarrollo lógico ideal en la 

dirección precisa que conviene para llegar al fin propuesto. No es por lo tanto un 

método de indagación, de descubrimiento. 

• En el procedimiento analítico se considera tanto la relación entre lo conocido y lo 

que se busca como el concepto de esto último como hipotéticamente válidos, y a 

partir de este supuesto y con auxilio, por otra parte, de relaciones conocidas, se 

tiende una cadena de juicios cuyo último miembro presenta como condición'de su 

validez una exigencia que se puede cumplir mediante la aplicación de postulados 

conocidos o de problemas ya resueltos. El proceso analítico es una indagación, un 

tanteo, y que al lograrse da lugar por reversibilidad al proceso inverso, sintético que 

es el efectivamente demostrativo. 

Para separar en rigor la marcha sintética de la analítica, es importante comprender la 

diferencia del papel que desempeía en cada una la tesis al comienzo del proceso. En el 

proceso sintético, la tesis está presente como la meta del raciocinio, pero no se razona a 

partir de ella. En cambio, en el proceso analítico, la tesis que se procura probar se convierte 

en efectivo punto de partida. 

Los aspectos considerados tanto respecto del razonamiento como de la demostración, son 

conocimientos que el matemático tiene y subyacen a su práctica de producción de 

conocimientos, que incluye la demostración de resultados. Sin embargo, así como 

caminamos sin preguntarnos cómo ni por qué se camina, los matemáticos demuestran sin 

preguntarse por su hacer en períodos normales (en el sentido de KHUN) de crecimiento de 

su ciencia. Sólo cuando algún problema conmueve a la comunidad, surgen preguntas que 

pueden poner en tela de juicio también el hacer, y eventualmente discutir acerca de los 

LA ENSEÑANZA DE LA MATEMÁTICA Y LA FORMACIÓN DEL PENSAMIENTO, Prof. Graciela Chemello 15 



fundamentos de la demostración como parte de un cuestionamiento más amplio. En el 

próximo apartado, centrando la demostración como parte de la actividad matemática, se 

desarrollan los análisis juzgados como más interesantes desde un punto de vista didáctico 

para los propósitos de este estudio, aportar comprensión a la enseñanza del razonamiento 

matemático. 

La demostración como herramienta de la matemática 

En este apartado, se presentarán los estudios de la demostración como el instrumento de 

prueba aceptado por la comunidad matemática. Para estudiar esta cuestión se ha recurrido a 

trabajos en los que confluyen miradas de diferente tipo. Son epistemológicos (en el sentido 

de Lakatos2) porque sitúan los problemas ligados al conocimiento en la cultura de la 

comunidad matemática en diferentes épocas y sociedades, tomando en consideración a los 

actores, los debates, y demás fáctores que intervienen en su producción, y de validación, 

sus continuidades y rupturas. Son didácticos porque el propósito de los autores es iluminar 

el contexto de producción para obtener alguna pista interesante para pensar la enseñanza. 

Los trabajos estudiados han permitido conocer algunos elementos de la demostración, tal 

como circula y ha circulado en la comunidad matemática. Esto tiene un valor para este 

trabajo, y una limitación. 

El valor es que enriqueció ¡a mirada didáctica al acceder en parte, a la complejidad de este 

objeto de saber, ya que los trabajos revisados, producciones escritas de comentadores y 

protagonistas, implican una versión diferente de la textualizada elaborada para su entrada 

en los profesorados. La fecundidad del análisis histórico epistemológico, reside en que 

permite tener en cuenta las características del conocimiento en cuestión desde el momento 

en que empieza a explicitarse o en que es posible reconocer su uso, relacionado con las 

problemáticas a las que está ligado, y con las que han permiten su evolución. 

La limitación es que, la realización de estudios de este tipo no modifica la práctica 

matemática y por lo tanto la concepción sobre este objeto de saber. Esta concepción, según 

el enfoque aquí elegido, está determinada por los diferentes tipos de actividades 

2 La filosofía de la ciencia sin la historia es ciega 
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desarrolladas en relación con el objeto. En este sentido, se señala que la práctica 3  

matemática de demostrar de la mayoría de los profesores ha estado mediada por 

instituciones educativas y desvinculada de la producción de saber en la comunidad, lo que 

recorta el sentido atribuido a este procedimiento. 

Conviene aclarar que no se realizó esta tarea con la ilusión de trasladar a la enseñanza el 

funcionamiento del conocimiento en la comunidad científica, pues aún cuando se instale 

un contrato de producción de conocimientos, los contextos son muy diferentes: las 

problemáticas de los sujetos, sus conocimientos e intereses, etc. La idea en cambio ha sido 

acceder a la complejidad de la construcción de la noción de demostración por parte de 

quien aprende. 

De tal modo, se puede pensar cómo hacer vivir en la escuela objetos complejos para 

alumnos que no tienen los conocimientos para resolver los problemas originales, y cómo 

hacer para que incorporen como herramienta de su actividad en el aula las de la actividad 

matemática. También es posible pensar, con los condicionamientos que impone el sistema 

de enseñanza, qué elementos destacar y qué textualizaciones realizar en las indicaciones 

curriculares, libros de texto para profesores y para los alumnos de modo de facilitar a los 

profesores la aprehensión del sentido de la demostración y con qué mediaciones hacérselas 

llegar teniendo en cuenta la diversidad de su relación con el saber. 

Los trabajos considerados, han posibilitado revisar diferentes aspectos sobre la 

demostración como marco de análisis de la enseñanza, y han permitido organizarlos 

para nuestro estudio en los siguientes apartados: 

su origen y antecedentes en la antigua Grecia como instrumento más general para 

probar la verdad asociada a la revolución de la irracionalidad,, y a un cambio de 

status en los objetos de la matemática. 

• el sentido que tuvo en los diferentes contextos sociohistóricos de producción la 

actividad de demostrar, los problemas que preocupaban a la comunidad en el 

momento en que aparecen ciertas demostraciones, y las formas de resolver - o no - 

Práctica en el sentido de Douady en Relación enseñanza aprendizaje Dialéctica HO y Juego de marcos, 
llamaremos práctica a todo uso adaptado de conceptos matemáticos como instrumentos implícitos o 

explícitos en los diversos problemas que permite resolver", extendido al uso de procedimientos propios de la 
cultura matemática. El sentido construido en relación con un concepto (o procedimiento) matemático está 
dado por las prácticas que se pueden asociar a él. 
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los problemas planteados que se encontraron en función de los conocimientos 

disponibles y concebibles. 

• los caracteres cambiantes y los permanentes de la demostración a lo largo de la 

historia, su forma discursiva inicial (con una cierta estructura lógica, y una escritura 

como un tipo de texto que utiliza ciertos símbolos y reglas), y sus cambios de forma 

asociados a nuevos marcos epistémicos (nuevos objetos —marcos conceptuales-, 

nuevas reglas, etc.). 

El origen de la demostración 

Entre los trabajos encontrados sobre el origen de la demostración, los de Eggers Lan 

(1995) y Arsac (1987) permiten pensar pistas didácticas significativas. 

Aunque tal origen a veces se ubica en la sistematización de Euclides por el uso de una 

forma deductiva de razonamiento, ambos lo señalan en la Grecia del siglo —y, y asociado a 

un cambio más amplio en la Matemática, dando razones para éste tanto de orden interno 

como externo a la disciplina. Es interesante detenerse en el análisis de cada uno. 

En su libro, Eggers Lan tiene un propósito epistemológico, el de aportar al debate sobre 

las razones que dan origen a la matemática "científica" 4 . Al considerar si las mismas son 

de orden interno o externo, cita con frecuencia los trabajos de von Fritz, con quien 

comparte la opinión respecto de que ha habido razones de ambos tipos, por un lado "que 

ha recibido fuerte estímulo de lafilosofia" y también "ha habido ulteriores desarrollos de 

índole exclusivamente matemática" 

Entre los elementos que hacen pasar a la Matemática de pre-científica a científica 5, señala 

tres factores, dos ligados a la demostración (los métodos), uno matemático y otro 

filosófico, y el tercero a la preocupación por la cuestión de los irracionales (los conceptos). 

Al factor matemático lo denomina "la exigencia de una prueba rigurosa en la geometría". 

con un criterio de "fecundidad histórica" para la demarcación de ¡o científico (Eggers Lan) que podemos 
asociar a la "capacidad para resolver problemas" de Laudan 
con un criterio de fecundidad histórica para ¡a demarcación de Jo científico - (Eggers Lan, 1998). 
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Señala que otros pueblos productores de conocimientos matemáticos como los babilonios, 

"usaron métodos en cuya aplicación no se podía distinguir entre soluciones aproximadas o 

exactas, porque cada método fue desarrollado en relación con sus aplicaciones prácticas y 

no se podía separar de ellas para trasladarlos a otros ámbitos". (KURT VON FRITZ en 

EGGERS LAN). Los griegos trataron de separar los métodos de sus aplicaciones prácticas, 

con la finalidad de poder identificar los que fueran válidos para diferentes aplicaciones, es 

decir que trataron de descontextualizar los métodos de las situaciones que les dieron 

origen. 

La idea inicial de demostración, está diferenciada de lo empírico por el intento de que el 

conocimiento que se enuncia sea "válido para todo" y no sólo para un caso particular 

Como ejemplo de su afirmación Eggers Lan cita un texto de Eudoxo en el que dice que 

Thales "demostró" al referirse a la explicación de un procedimiento empírico, lo que indica 

que una práctica ligada a mostrar en un dibujo pero que aportara un enunciado válido para 

todos los triángulos era aceptada como demostración (en los términos de Balacheff, como 

prueba). 

Es decir que la necesidad de generalización en geometría los llevó a la idea, en un 

determinado momento, de dar a las proposiciones y los métodos una mayor 

fundamentación. Los llevó a la exigencia de una prueba más rigurosa. 

El factor filosófico es para el autor "la edficación  axiomática deductiva" (EGGERS LAN, 

1995: 25). Eggers Lan analiza diferentes textos originales de filósofos y matemáticos 

griegos para determinar que la esencia y uso de la deducción, es el causal aristotélico 

aplicado a la matemática (EGGERS LAN, 1995: 32), "lo que, dadas ciertas cosas, se sigue 

necesariamente ", y por lo tanto tiene su origen en la filosofia. 

Rastrea el origen de lo deductivo en un griego no matemático como Parménides, en un 

poema épico dedicado a persuadir, en el que se demuestra que es lógicamente imposible lo 

contrario de lo que se afirma. 

Entre los matemáticos ubica a Teodoro e Hipócrates. Teodoro porque mostró gráficamente 

o hizo aplicación de superficies, en casos donde no pudo aplicar la "epharmozein", e 

Hipócrates porque, para proponer su método de exhaución para el cálculo de superficies 

cubriendo círculos con polígonos y pasando al límite tuvo que utilizar - con un alto grado 
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de probabilidad - una forma de razonamiento deductivo. En cuanto la presencia de la 

deducción en los Elementos de Euclides, señala que hay un momento de la presentación (el 

teorema 1 35) en el que se plantea un problema que no se puede resolver con regla y 

compás, sino que es necesario probar la igualdad de áreas de distintas figuras. Aparece 

entonces una novedad radical en el desarrollo de la obra, pues no se puede avanzar más por 

un procedimiento empírico, hay que recurrir a lo deductivo. 

Con respecto al tercer factor que notorizó el cambio en la matemática, Eggers Lan señala 

que también implicó la necesidad de independizar los razonamientos de la experiencia al 

plantearse el problema de los irracionales, y entonces "partir en sus razonamientos de 

principios deductivos". En la búsqueda de pautas para la argumentación sistematizaron la 

fundamentación axiomática de los razonamientos matemáticos. 

"Y tal vez esa organización sistemática no haya existido hasta que 

Teeteto y Eudoxo con los trabajos sobre líneas irracionales y con la 

teoría de la proporción permitieron domeñar matemáticamente el ámbito 

de la irracionalidad". (EGGERS LAN, 1995: 42) 

Tienen relevancia sintetizar del trabajo de Eggers Lan las siguientes conclusiones: 

o El afán de generalización propio de los matemáticos griegos ligado a la idea de 

rigurosidad estuvo en el origen de la demostración. 

. Lo deductivo de la demostración, la idea de necesariedad, tiene raíz filosófica pues 

está en relación con el causal aristotélico. 

• La posibilidad de partir en los razonamientos de principios axiomáticos, estuvo 

ligada a un cambio más amplio que incluyó la posibilidad de tratar 

matemáticamente la irracionalidad numérica. 

En cuanto al trabajo de Arsac, éste tiene el propósito de analizar la historia para buscar 

pistas en relación con la enseñanza de la demostración, y por ello lo califica como un 

trabajo de epistemología didáctica. Parte de considerar la demostración como un tipo 

particular de prueba y ésta coito un tipo particular de explicación, según la diferenciación 

de Balacheff, que se ha señalado anteriormente. 
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Desde esta perspectiva, son pruebas pero no demostraciones, las aserciones geométricas 

probadas recurriendo a figuras que parecen en la matemática hindú, por ejemplo la 

demostración de la propiedad de Pitágoras por áreas equivalentes. También son pruebas 

pero no demostraciones las realizadas por los escribas egipcios, quienes verifican los 

resultados para probar la justeza de los cálculos efectuados. Por ejemplo el volumen del 

cono circular recto en el papiro de Ahmes. 

Arsac también se ubica en el debate de las razones que influyeron en el origefi de la 

demostración, señalando - al igual que Eggers Lan - que la historia de esta época es 

conocida por los comentadores, pero no se cuenta con textos de matemáticos. 

Una de las razones es de índole social. Utilizando como fuente a Szabó, menciona la 

influencia sobre los matemáticos de las costumbres de la sociedad griega y su uso del 

debate público y la argumentación libremente contradictoria como regla de juego 

intelectual para la vida política. La transformación de la matemática en ciencia hipotético 

deductiva seria la aplicación de las reglas del debate argumentativo a la Matemática. ,  

Refiere que Szabó atribuye a Parménides y Zenón de Elea el origen de la transformación 

radical de la Matemática que simultáneamente precisa los objetos de esta ciencia y los 

define axiomáticamente como idealidades, objetos de pensamiento, y las reglas de 

manipulación, en particular la demostración que permite distinguir los enunciados 

verdaderos. 

Otra de las razones es que (por el "principio de economía" de Bourdieu, que funciona en 

una comunidad productora de' conocimiento: no se movilizan más razones lógicas que las 

necesarias para la práctica) la aparición de un conocimiento se da cuando es indispensable 

para la resolución de un problema. Y plantea que, en este caso, es el problema de la 

irracionalidad. 

Con respecto a la relación entre irracionalidad y demostración, Arsac hace un minucioso 

análisis. Dice que el problema de la irracionalidad de V2, se confunde en ocasiones con el 

problema de la inconmensurabilidad del lado del cuadrado con la diagonal. De hecho si 

bien se trata de un mismo problema, se puede mirar en dos marcos diferentes. En el 

aritmético, se trata de constatar que el número 2 no admite raíz cuadrada racional, y en el 
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geométrico, se constata que la diagonal de un cuadrado no admite parte alícuota común 

con el lado. 

En el marco aritmético, el problema es el de existencia, que no puede tener más que una 

respuesta negativa gracias a un razonamiento por el absurdo, y la idea de unicidad de la 

factorización con los números primos. Esa demostración es la siguiente: Si V2 fuera 

racional, se podría escribir 

V2 = p/q (donde p y q son números enteros) 

En tal caso se puede suponer que no tienen ambos el factor 2, pues en caso contrario se 

podría simplificar la fracción dividiendo numerador y denominador por 2. Elevando ambos 

miembros al cuadrado resulta: 

2 = p2/q2, o sea 2 q2 = p2 

De aquí resulta que p debe tener el factor 2, lo que no es posible porque se partió de 

suponer que ni p ni q tenían el factor 2. 

El problema en el marco geométrico es que es imposible constatar en la figura la 

inconmensurabilidad, al contrario, la experiencia inmediata concluiría con la 

conmensurabilidad. Por lo tanto, la inconmensurabilidad sólo puede concernir a objetos 

- matemáticos ideales y SÓlO pueden ser objeto de una demostración (y no de una 

mostración). Por lo tanto, el reconocimiento del fenómeno de la inconmensurabilidad en el 

marco geométrico implica la existencia de la demostración. Si el teorema de Pitágoras 

puede ser "mostrado", el de la inconmensurabilidad sólo puede ser "demostrado". 

Esto lleva a dos preguntas, a saber: cómo tropezaron los griegos con el problema de la 

inconmensurabilidad, y si el razonamiento por el absurdo estaba presente en el siglo —V 

corno modo de validación de una afirmación dentro o fuera de la matemática. 

Para responder a la primera pregunta, dice Arsac, que la matemática griega 

predemostrativa aún no estaba individualizada como campo y no es posible separarla 

metodológicamente de la filosofia y de la fisica. Estaba dominada por el pensamiento 

pitagórico, del que retiene dos características: Ci, todo es número, y C2, no hay diferencia 
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entre el dominio geométrico y el fisico, hay un sincretismo fisico-matemático y una 

ausencia de distinción entre lo real y lo percibido. 

En geometría esto significa que se puede considerar un segmento como una serie de puntos 

consecutivos y separados, asociar a cada segmento un número y adjudicar a todo par de 

segmentos una relación de enteros (por sus conocimientos en música). En tanto uno se 

ocupe de magnitudes concretas, siempre es posible encontrar por mediciones una relación 

racional, siempre es posible encontrar una parte alícuota común. Pero por otra parte, la 

geometría admitía la divisibilidad infinita de segmentos o dicotomía infinita pues se podía 

hallar con regla y compás el punto medio de un segmento, con lo que se llega a una 

contradicción que era posible por la ambigüedad de la noción de punto. 

Frente a este pensamiento, aparece el problema de la inconmensurabilidad en diferentes 

contextos, por ejemplo en la relación entre el lado y la diagonal del pentágono. Para 

construir la parte alícuota común mayor posible entre dos segmentos, se va restando el 

menor del mayor cada vez y si se llegara a cero serían segmentos conmensurables. Si no lo 

son el proceso sigue hasta el infinito y la diferencia de longitud de. dos segmentos 

sucesivos tiende a cero. 

Este fenómeno cuestiona las ideas del pitagorismo. La solución del problema requiere de la 

definición de los objetos de la geometría como objetos de pensamiento donde las reglas de 

manipulación están fijadas por Jos axiomas, y las propiedades sean establecidas por 

demostraciones. En síntesis, en el marco geométrico aparecen las relaciones entre 

irrácionalidad e inconmensurabilidad, por lo que el problema de lós irracionales se 

resuelve en marco aritmético (no existe su raíz). 

Con respecto a la presencia del absurdo en el siglo —V, nuevamente Arsac acude al trabajo 

de Szabó para sostener que luego de constatar el obstáculo en el seno de la matemática, se 

inicia una etapa de rechazo a la experiencia sensible y la intuición. El obstáculo interno se 

supera al precio de una refundación total del carácter mismo de las matemáticas. Y se 

supera gracias al aporte externo, según Szabó, de los eleáticos. 
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Para ellos el mundo sensible no puede ser el óbjeto de un conocimiento verdadero. La 

verdad no es accesible por la observación sino sólo por el pensamiento puro. Estos objetos 

son no-contradictorios se puede probar una afirmación sobre ellos, mostrando que su 

negación implica contradicción. Así el razonamiento indirecto es adaptado para estos 

objetos "hay otra cosa para hacer, no es suficiente suponer que un objeto existe y 

examinar las consecuencias de esta suposición, es necesario suponer que ese mismo objeto 

no existe si quieres plantear a fondo tu gimnasia..." (puesto en boca de Parménides en "Le 

Parmenides" de Platón). Como ejemplo de razonamiento indikcto cita un poema de 

Parménides, y es usado sistemáticamente por Zenón, quien es para Aristóteles el fundador 

de la dialéctica (un entrenamiento del razonamiento que es una deducción que toma como 

punto de partida razonamientos admitidos y obtiene consecuencias contradictorias a fin de 

refutarlas). 

"Un espfritu contemporáneo sostendría que es la ruptura con la realidad 

de los objetos geométricos lo que le permite a la Geometría tomar el 

lugar de conocimiento verdadero. También que el conocimiento de los 

irracionales se construye contra la racionalidad en el sentido de 

Bachelard". (ARSAC, 1987: 241) 

Arsac plantea finalmente que lo que es imposible decidir es si la influencia eleática se da 

directamente o a través de Platón que tenía por discípulos a Teeto y Eudoxo que ponen a 

punto Ci problema de la irracionalidad. 

Retenieiido las conclusiones de Arsac respecto de cómo la irracionalidad provoca una 

contradicción interna en el seno de la matemática griega, y cómo se resuelve se puede 

sintetizar lo siguiente. Por un lado, por las concepciones pitagóricas (en especial su 

panartimetismo), y como en esa época no estaba definida la matemática como campo de 

pensamiento no se puede hablar de origen interno o externo. Pero la irracionalidad da 

origen a un nudo de contradicciones que van a llevar a individualizar un campo, la 

matemática y en particular la geometría. (se podría hablar de problema interno). Por otro 

lado, el modo de pensamiento de la sociedad en esos tiempos, el eleatismo, influye 

ampliamente en la solución definitiva que va paralela con la configuración de la 

Matemática como ciencia hipotético deductiva. 
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Del trabajo de Arsac interesa retener que: 

Si bien la irracionalidad provoca una contradicción interna en el seno de la 

matemática griega, la elección de la solución fue ampliamente influida por la 

sociedad griega. 

• La revolución ocasionada por la irracionalidad en la matemática griega está signada 

por la aparición simultánea de: 

o los objetos matemáticos como objetos ideales. 

o los enunciados generales 

• las demostraciones que prueban las afirmaciones apoyándose únicamente en 

axiomas, definiciones y reglas de la lógica, en particular la del tercero 

excluido. 

Las coincidencias entre ambos trabajos, el de Eggers Lan y el de Arsac son entonces: 

• el problema de los irracionales está asociado a la transformación de las matemáticas 

en una ciencia que usa la demostración para probar la verdad. 

esta transformación también implicó el uso de axiomas, es decir un cambio de 

status en los objetos de la matemática. 

El sentido de la actividad de demostrar 

Tanto Barbin (1988) como Le Fevre (1991) han realizado trabajos en los que marcan 

etapas en la evolución de la demostración. 

Barbin estudia tres grandes etapas pues analiza esta evolución en función del sentido 

que tiene en cada una de ellas la actividad de demostrar. 

En la primera etapa, que comienza en el mundo griego en el siglo -v y hasta el siglo XVII 

la demostración, dice Barbin, aparece como un modo de convencer en un debate 

contradictorio. Tiene las caracterísitcas se han señalado en el apartado anterior, es decir tal 
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como aparece en los Elementos de Euclides. Frente a la crisis de los irracionales, nuevos 

objetos y nuevos métodos. 

En la segunda etapa que se inicia el siglo XVII y se extiende hasta el siglo XIX, se produce 

una expansión considerable de los objetos conceptos y métodos. La demostración tiene por 

finalidad esclarecer más que convencer y los métodos de descubrimiento juegan un rol 

central. El término esclarecer se entiende como hacer comprender (a otros o a sí mismo) 

por qué un enunciado es verdadero, es decii en convencer por la comprensión más que 

convencer solamente por un razonamiento sin fallas. No se trata de forzar a la razón a 

reconocer la validez lógica de una argumentación, sino más bien de hacer ver y por lo tanto 

comprender ciertas ideas o ciertas relaciones de ideas o de figuras. Según Barbin es una 

ruptura importante en la historia de la demostración matemática. 

En la tercera etapa, que se inicia en el siglo XIX, aparece la búsqueda de retorno al rigor 

como un modo de poner orden frente a importantes transformaciones en la disciplina. En la 

geometría, por ejemplo, que había tenido el dominio de la evidencia y la certeza, tanto que 

había permitido rodear la crisis de los inconmensurables, se produce una transformación 

mayor, la del concepto de espacio, a partir de la búsqueda de demostración del V 

postulado. En esta búsqueda de rigor, frente a la denominada crisis de fundamentos, 

aparece la escuela formalista (Hilbert), que abandona el sentido por la forma, y apunta a 

establecer la coherencia más que la verdad. Se da una nueva concepción de los objetos 

matemáticos. Para los formalistas, los objetos de la matemática definidos por la axiomática 

no tienen existencia objetiva sino que tienen que satisfacer el principio de no-contradicción 

interno a las matemáticas. La demostración retorna a su sentido de convencer por un 

razonamiento sin fallas y ajustado a las reglas de la lógica. 

Para Barbin, 

• considerar la actividad de demostrar en los períodos históricos de sistematización 

de conocimientos, y en los de creación y descubrimiento, permite reconocer en los 

primeros el sentido de convencer y en los segundos el de esclarecer o hacer 

comprensible aquello que se afirma. 
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• 	Del trabajo de Le Fevre es significativo tomar para este estudio dos aportes, en relación 

con su señalamiento de los límites de la demostración en la empresa de sistematización de 

la matemática, y en relación con la actividad de demostrar en el sentido de comprender. 

•En relación con la primera cuestión, recuerda a Goedel, quien publica en 1930 uno de los 

textos más notables de lógica matemática, en el que afirma que no se puede probar la 

coherencia (no contradicción) con la lógica usual, porque todo sistema coherente contiene 

proposiciones indecidibles. Esto derriba la concepción unánime de la matemática. 'Se 

obtienen resultados bien diferentes según cuáles sean los axiomas. (Si, partiendo de un 

conjunto de axiomas se llega a un enunciado indecidible, se abren dos caminos, tomar o no 

tomar ese enunciado). 

Señala Le Fevre que, aunque esto no ha sido el final de las matemáticas ni el final de las 

demostraciones, ha forzado a constatar los límites de la tarea comenzada hace veinte siglos 

por los griegos, en el que la demostración era el instrumento de sistematización del 

conocimiento matemático en un 
r. 
todo coherente. Continuará siendo posible hacer 

demostraciones, pero al interior de sistemas bien definidos y con instrumentos también 

bien definidos. Nuestro conocimiento está condenado a la incompletitud. 

En relación con la actividad de demostrar en el sentido de comprender, propone considerar 

la marcha demostrativa como ocasión de relacionar, de descubrir lazos entre conceptos y 

resultados diversos, de establecer dependencias conceptuales. Es un ejemplo de este valor 

como instrumento para la producción de conocimientos, el que relata SINGH (1997) de la 

reciente demostración del célbre último teorema de Fermat ( xn + yn = zn no tiene otra 

solución entera que n=2) realizada por Wiles después de más de 300 años. En realidad, 

Wiles demuestra una conjetura a partir de la cual el teorema es cierto. La historia de los 

avances en la demostración, utilizando conjeturas y equivalencias, reduciendo casos, y 

relacionando entre sí conceptos y teorías de distintos ámbitos de la matemática, es un 

ejemplo de esta capacidad de relacionar. 

Destaca Le Fevre que en el siglo XVI, la necesidad de encontrar y probar a la vez, da lugar 

a retomar el método de análisis propuesto por Pappus y Theón, que implica un cambio de 

dirección del movimiento del pensamiento, de lo desconocido a lo conocido, de lo que se 

está por establecer a. lo establecido. Viete es el más ilustre de aquellos que quieren 
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rehabilitarlo. Para conjugarlas virtudes heurísticas de un método propio de descubrimiento 

con la necesidad de respetar y asegurar la verdad de las proposiciones, habría luego que 

hacer el camino inverso. 

Resulta conveniente retener de Le Fevre, 

• la profundización del sentido de comprender asociado a encontrar nuevos lazos 

entre conceptosresultados y a reconocer un doble movimiento del pensamiento 

en el proceso de creación de nuevas matemáticas. 

Cambios y permanencias en la demostración 

En relación con las demostraciones, la actividad de demostrar, y los matemáticos que 

desarrollan esta práctica, se ha consultado el estudio de BKOUCHE (1989). 

Desarrolla la idea de que la demostración no es inmutable, no solo en lo que atañe al 

sentido de esta actividad, también hay grandes diferencias en cuanto a los objetos, a los 

métodos, al vocabulario y la forma de presentación que asumen. Al respecto, Bkouche 

compara dos demostraciones distantes 2000 años, y que se dicen análogas: un caso de 

igualdad de triángulos de Euclides, con la ayuda de desplazamientos rígidos y 

superposiciones y un caso de geometría afin demostrado por los métodos del álgebra lineal 

aplicada. Sin embargo, tal como señala Arsac (RDM 9.3.) faltan estudios con respecto a los 

cambios de forma de la demostración en la historia y a los problemas lingüísticos al 

considerar el aspecto social. 

Asimismo hay que señalar que algunos estudios advierten acerca de necesidad de recuperar 

que matemáticos de una misma época pueden tener concepciones y usos diferentes de la 

demostración. 

En relación con las permanencias, Bkouche quien se pregunta si es posible relevar, a través 

de las transformaciones históricas, caracteres sostenidos a lo largo del tiempo de algo que 

convenga llamar demostración para elegirlos como objetivos centrales de su enseñanza. 
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El autor señala tres: el carácter a priori, el carácter de necesidad y el carácter de 

universalidad. Arsac explica la significación de estos caracteres desde su punto de vista: 

• el carácter a priori nos lleva al hecho de que la demostración da la posibilidad de 

economizar la experiencia. Aquí experiencia entendida en sentido amplio (puede 

ser sobre un objeto que ya tiene status matemático, por ejemplo experimentar el 

hecho de que el cuadrado de un número impar es impar) La manipulación de 

objetos es reemplazada por una manipulación de ideas, un razonamiento 4ue apunta 

a una certeza superior. 

•esta certeza expresa el carácter de necesidad de las conclusiones demostradas, a las 

cuales no se podrá oponer alguna constatación empírica contraria (por ejemplo, en 

geometría, algún dibujo particular). Pero esta necesidad no puede ser atendida más 

que a través de, un cierto número de reglas suficientemente rígidas. 

• en fin, el carácter universal de la demostración hace alusión al hecho de que los 

caracteres precedentes suponen que los objetos sobre los cuales se razona, que 

siempre están presentes en la demostración, aún cuando no se reduzcan a él, tienen 

un status de abstracción. 

A modo de síntesis del capítulo, conviene comparar los aspectos que se han retenido como 

relevantes de los trabajos estudiados. 

Cuando la comunidad griega se enfrenta al problema de los irracionales, y para dar 

solución a esta cuestión aparece la necesidad de usar la deducción para probar la verdad, 

con lo que sus verdades son verdades necesarias, y los objetos matemáticos cambian de 

status, pasan a ser objetos ideales. El origen de la demostración está entonces asociado al 

surgimiento de la Matemática como disciplina autónoma. 

Una mirada histórica que reconoce antecedentes a la demostración griega y una evolución 

en sus formas, lenguajes, y objetos a los que se refiere, permite considerar períodos más 

ligados a la sistematización de lo conocido, y recuperar que tal organización aporta nuevo 

conocimiento, y períodos en que prima la expansión de la ciencia, los nuevos problemas y 

nuevos conceptos e instrumentos para abordarlos. En concordancia con estos períodos, - y 

tal vez alternativamente predominantes cuando un matemático demuestra - convencer a 

otros cuando ya está convencido quien demuestra, o intentar comprender descubriendo 
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nuevos conocimientos son dos sentidos posibles de la actividad, de demostrar, Y en esa 

actividad, un doble movimiento del pensamiento, partir de un resultado conjeturado y 

buscar las relaciones que permiten obtenerlo como resultado, y luego deducir paso a paso 

de lo conocido a lo desconocido. 

Por último, algunas características han permanecido a lo largo de la historia como propias 

de la demostración: el carácter a priori de sus enunciados que lleva al hecho de que la 

demostración dd la posibilidad de economizar la experiencia, el carácter de necesidad de 

las conclusiones demostradas por el funcionamiento de un cierto número de reglas 

suficientemente rígidas, y el cárácter universal de los objetos sobre los cuales se razona 

que tienen un status de abstracción.. 
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3. LA DEMOSTRACIÓN EN CONSTRUCCION DE LA 

RACIONALIDAD MATEMÁTICA. 

En este capítulo, se reúnen los análisis derivados de nuevos estudios, pero también se 

retoman en una nueva perspectiva, las conclusiones del capítulo anterior. El propósito es 

comprender cuál es el lugar de la demostración en la matemática para así derivar pistas 

para pensar su enseñanza, y qué relación tiene con la formación de razonamiento en los 

jóvenes. 

La demanda social que reciben sostenidamente los profesores de matemática es, 

centralmente, la de enseñar a razonar. Si un alumno no trata un problema razonando 

matemáticamente, se dice que tiene una falla de razonamiento, una falta de lógica, que ha 

hecho cualquier cosa, que es incapaz de comprender. Lo que ocurre en muchos casos es -  - 

que el razonamiento utilizado respeta la lógica estándar de la vida cotidiana, pero no 

necesariamente la lógica matemática. 

Todas las expresiones señaladas son de desilusión frente a la ausencia de una racionalidad 

científica de cuya enseñanza se responsabiliza a la Matemática y que pareciera que muchos 

profesores consideran un saber que el alumno tiene o no según cuáles sean sus 

capacidades, y por lo tanto no lo consideran un contenido de enseñanza. 

Razonar matemáticamente es un saber que se debe enseñar como parte esencial de la 

enseñanza de la matemática, y para fundamentar esta afirmación, se presenta este capítulo. 

Actividad matemática, validación y demostración 

La actividad matemática frecuentemente ha aparecido en la versión escolar, como asociada 

únicamente al razonamiento deductivo, es decir que éste se ha mostrado como el modelo 

de pensamiento en esta actividad. Sin embargo, la práctica científica está muy lejos de este 

modelo. Cada comunidad científica, se ocupa de producir y comunicar conocimientos en 

un cierto dominio, y cada una tiene sus reglas de juego en relación con estas actividades. 

En este apartado, se darán algunas notas respecto de la producción y en particular de la 

validación de conocimientos en matemática, tomando trabajos de investigadores que 

analizan esta problemática con intencionalidad didáctica. 
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La producción en la ciencia, está ligada a procesos de resolución de problemas. 

Históricamente se conoce que los conceptos han surgido como respuestas a problemas de 

diversa índole, que en algunos casos fueron reformulados, y resueltos con los 

conocimientos existentes, mientras que en otros casos dieron lugar a la construcción de 

nuevos recursos matemáticos. El investigador continúa esta tarea, resuelve problemas no 

resueltos. Esta actividad implica, entre otras cuestiones, el uso de formas de razonamiento 

diversas tanto deductivas como no deductivas. El proceso de resolución comienza cuando, 

quien lalleva adelante, toma a su cargo la tarea problemática, momento en el cual el 

estudio entra en una fase exploratoria. Al respecto, es ilustrativo el siguiente señalamiento: 

"Se trata de una fase en la que no se dispone de una formulación 

suficientemente precisa del problema dado y que vuelve a aparecer 

cuando, aun disponiendo de un enunciado matemático preciso no se sabe 

cuáles serán las herramientas matemáticas más adecuadas para 

abordarlo. En esta fase juega un papel importante lo que el matemático 

Polya llamó el pensamiento matemático plausible o conjetural, es decir 

el arte de formular conjeturas. . .Nos referimos aquí a aquel momento 

del trabajo del matemático en que uno debe saber alejarse de lo que se 

acostumbra a considerar la certeza matemática para ponerse a razonar 

con lo probable o verosímil ". (CHEVALLARD, GASCÓN, BOSCH, 

1997: 130/132) 

Según Polya, hay patrones o leyes que rigen el pensamiento plausible, y éstas son de 

distinta naturaleza que las leyes lógicas utilizadas para demostrar resultados matemáticos 	¡ 

bien formulados, lo que se suele llamar razonamiento deductivo. Ambas formas de 

pensamiento se complementan y son imprescindibles en la actividad matemática. 

Las formas de razonamiento en la fase exploratoria no son necesariamente deductivas. Tal 

como se adelantó en la introducción, se considera razonamiento heurístico a la actividad 

intelectual, muchas veces no explícita, de manipular informaciones para, a partir de datos, 

producir nuevas informaciones. Esto ocurre de diversas formas: cuando el punto de partida 

es un hecho singular y al término del proceso se concluye en una ley general en cuyo caso 

se denomina proceso inductivo, cuando se intenta derivar una conclusión particular de un 

hecho general, en cuyo caso se trata de un proceso deductivo, también si se trata de un 
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razonamiento por analogía que basándose en ciertas semejanzas comprobadas infiere otras 

que no pueden comprobarse. 6 

En cuanto a la validación de los conocimientos, en este estudio se toma la posición de 

considerarla una parte de la producción, dificilmente disociable de la resolución. 

Margolinas plantea al respecto: 

"Comienza en general al fin de un trabajo de resolución de un problema 

matemático, es decir en el momento en el cual se necesita saber si el 

resultado obtenido conviene al problema planteado. El punto de vista de 

la validación comienza pues con el examen del fin de una resolución ". 

(MARGOLINAS, 1993: 22) 

Se coincide con Margolinas respecto de que al fin del proceso de resolución se da una 

etapa de validación, pero sin desconocer que durante el proceso de resolución se pueden ir 

dando validaciones parciales. Validar el conocimiento producido, es garantizar que las 

proposiciones son verdaderas, y en Matemática, esto tienen una particularidad, como se 

expresa en el párrafo siguiente: 

"El funcionamiento del conocimiento para el alumno debe aproximarse, 

gracias al aprendizaje, al funcionamiento del saber en la matemática" 

"Una de las funciones de 10 matemática es permitir 10 anticIacáóa de 

los resultados de una acción. Anticzpaóión que implica un doble 

movimiento: la predicción y la garantía de validez de la predicción" 

"Retomando el vocabulario que utiliza en particular Bachelard, digamos 

que las proposiciones matemáticas son apodícticas (necesariamente 

verdaderas, estén donde estén) y no asertóricas (verdaderas de hecho). 

El descubrimiento del carácter apodíctico de las proposiciones 

matemáticas forma parte del aprendizqfe. Este lazo crucial entre 

matemática y verdad apodíctica coloca el punto de vista de la validación 

en el centro de los problemas de enseñanza de la matemática" 

(MARGOLINAS, 1993: 23/24) 

6 Algunos estudios consideran también razonamientos abductivos (Panizza, 2000). 
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La problemática de la validación,, que trata sobre el estudio de las diferentes formas de 

prueba en la actividad matemática, incluye la de la demostración, úmeo instrumento válido 

para la comunidad científica. 

Balacheff ha señalado que la validación de los conocimientos producidos, requiere 

considerar dos dimensiones, la lógica ligada al tipo de razonamiento involucrado, y la 

social ligada a las interacciones entre los sujetos que intervienen en el debate. Tomando 

esta cuestión, marca diferencias entre tres ténninos que son usados frecuentemente como 

sinónimos: explicación., prueba, y demostración. 

"Explicación es un discurso que apunta a hacer inteligible el carácter de 

verdad adquirido por el locutor, de una proposición o resultado. 

Prueba es una explicación aceptada por una comunidad dada en un 

momento dado. Esta decisión puede ser objeto de un debate donde la 

exigencia para determinar un sistema de validación común a los 

interlocutores es la significación. 

Demostraciones son pruebas que adoptan una forma particular. Son una 

serie de enunciados organizados siguiendo reglas determinadas: un 

enunciado es conocido como verdadero o se deduce a partir de los que le 

preceden con la ayuda de una regla de deducción tomada de un conjunto 

de reglas bien definidas. " (BALACHEFF, 1987) 

Tomar en cuenta también el aspecto social no implica relativismo respecto de la verdad de 

cada enunciado matemático, sino acuerdo entre los matemáticos de una determinada época, 

sobre la aceptación o no como válida de una demostración, aceptación ligada al conjunto 

de conocimientos disciplinares del momento, la fundamentación dada desde la lógica de 

las reglas utilizadas y las necesidades de avance o no de los resultados y sus aplicaciones. 

Al idear y experimentar situaciones de enseñanza para investigar los tipos de prueba 

utilizadas por los alumnos, Balacheff, elabora una jerarquía de pruebas: unas de marcha 

empírica (el empirismo naif, la experiencia crucial, el ejemplo genérico) y otra de marcha 

intelectual (la experiencia mental). Las pruebas pragmáticas tienen sus raíces en el sentido 

común, y no son consideradas pruebas en la comunidad científica. Se apoyan sobre saberes 

LA ENSEÑANZA DE LA MATEMÁTICA Y LA FORMACIÓN DEL PENSAMIENTO, Prof Graciela Chemello 



prácticos, jugados esencialmente -en la acción. Las pruebas intelectuales demandan que 

esos conocimientos puedan ser tomados como objeto de reflexión o de debate. 

Su conclusión es que la evolución de las pruebas pragmáticas a las intelectuales en el 

alumno y en particular la elaboración de demostraciones requiere de tres factores que 

interactúan fuertemente 

"Elpolo de los conocimientos de los a1umños 

El polo del lenguaje 

El polo de la racionalidad o de los, titos de racionalidad que subyacen a 

las pruebas producidas. "(BALACHEFF, 1995: 159/160) 

Otros investigadores, también estudian este cambio en el alumno. Duval por ejemplo, se 

pregunta si el cambio de punto de vista del alumno en relación con el razonamiento, 

cuando pasa de un razonamiento natural a un razonamiento matemático implica una 

continuidad o una ruptura. Lo analiza en términos de comparación entre el funcionamiento 

cognitivo de la argumentación y el de la demostración. 

Aunque este tema del cambio en el alumno es de gran interés para pensar la enseñanza de 

la demostración, no se avanzará en más cuestiones al respecto, pues en este estudio no se 

pretende analizar el funcionamiento de la clase. Interesa sí profundizar en las relaciones 

entre demostración y racionalidad. 

Razonamiento deductivo y racionalidad matemática 

Para aclarar el sentido que se le da en este estudio al término racionalidad empleado por 

Balacheff, es posible considerarla como una noción cercana a la de "marco epistémico" de 

García, quien refinéndose a ella dice: 
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"Esta expresión, ... representa un sistema de pensamiento, rara vez 

explicitado, que permea las concepciones de la época en una cultura 

daday condiciona el tipo de teorizaciones que van surgiendo en distintos 

campos del conocimiento. Cambios muy significativos de marco 

epistémico marcan grandes épocas históricas. No se originan en las 

teorías que contemplan aspectos particulares de las disciplinas, aunque 

sí pueden aparecer como una resultante de un cambio profundo en la 

concepción de las disciplinas" (GARCÍA, 1993: 157). 

Se trata del conjunto de instrumentos que sirven para conocer, y lo que se concibe como 

posible de abordar, lo que se concibe como pregunta y lo que no. Este marco condiciona 

pero no determina el marco conceptual. 

La Historia de la Ciencia muestra que la racionalidad que funciona en una comunidad 

científica, y en particular en la matemática, se construye por etapas, por ensayos, errores y 

elecciones que dan lugar a confrontaciones en el interior y entre las comunidades (KHUN, 

1995). 

Un cambio de racionalidad no es sólo conceptual, sino también de las formas de abordaje. 

Un cambio en el marco epistémico condiciona toda la disciplina pero un cambio en el 

marco conceptual no. Por ejemplo, aceptar las geometrías no euelideanas fue un cambio 

epistémico, pues a partir de él la geometría ya no r. odeliza el espacio fisico. 

"Los métodos se transforman a medida que los nuevos problemas 

cuestionan su validez." (BKOUCHE, 1989) 

En su trabajo sobre el debate científico, Legrand señala cuáles son los elementos que 

determinan la racionalidad científica, o en sus términos "cuáles son los objetos de saber 

iíidispensables para conocer qué juego se juega en las instituciones científicas?". 

Siguiendo el criterio de Legrand, se puede considerar que la racionalidad en cada una de 

las distintas prácticas científicas se da en dos niveles: la validación externa, que está en 

relación con la eficacia de uso de los instrumentos teóricos en su funcionamiento en 
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situaciones exteriores a la teoría, y la validación interna, es decirlos criterios de validez 

que rigen de manera esencial el funcionamiento teórico. 

En el funcionamiento de una ciencia se crean modelos despegándose de la realidad. La 

Matemática, es el paradigma ideal de este funcionamiento porque todos sus objetos deben 

ser previamente definidos, y esto le confiere una cierta simplicidad de utilización. De ellos 

se puede decir si son verdaderos o falsos, sí o no, paralelo o no paralelo, se pueden plantear 

dicotomías. De hecho, la regla del terceó excluido funciona eficazmente en esta ciencia, 

mientras que es mucho más delicado hacerla funcionar en las ciencias aplicadas. 

"Así, contrariamente al criterio de validez comunmente adoptado en el 

tratamiento racional de otros dominios de ¡ci realidad, en la Matemática 

vale la regla del contraejemplo. Es por esta regla que la matemática 

adquiere el carácter de instrumento universal de las otras ciencias ". 

(LEGRAND, 1988) 

En la ciencia, la búsqueda de generalidad de las afirmaciones conduce a un proceso de 

simplificación consciente de lo real estudiado, de focalización sobre un aspecto específico 

o de un cambio radical de punto de vista. Este camino conduce a la retención de 

información. Por el contrario, en la vida cotidiana, aclarar la verdad reclama decir todo lo 

que hay que decir sin omisiones. 

Como se ha visto en el apartado anterior, para que un alumno adquiera una racionalidad 

matemática es necesario conducirlo a operar un cambio en su punto de vista, pues en la 

racionalidad cotidiana, no hay necesidad de formular definiciones, la regla del 

contraejemplo en general no funciona, porque el principio de dicotomía y el tercero 

excluido es casi siempre inutilizable, y en el intercambio interpersonal, se pone acento en 

la verosimilitud más que en la verdad, con lo que prima el principio de dar la máxima 

información para convencer al interlocutor. 

"Para que un alumno ingrese en una racionalidad que reconozca el 

carácter apodíctico de las verdades matemáticas, es necesario que el 

niño perciba que comprende. Vive —en ese caso una "mutación 

filosófica "('Bachelard en MARGOL1NAS, 1993: 24) 
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A modo de síntesis, se puede decir que la problemática de la construcción de una 

racionalidad matemática por parte del estudiante, está ligada a: 

• la posibilidad de utilizar diferentes formas de razonamiento para resolver 

problemas, 

• la consideración de los enunciados como verdades apodícticas, 

• el uso de la demostración para validar, basado en los grandes principios lógicos: 

identidad, contradicción y tercero excluido. 

• la construcción de un universo matemático que tenga sentido para el alumno, que 

de lugar al uso del razonamiento deductivo, pues éste no puede ser ensefiado por sí 

mismo. 

"Elaborar una demostración no es solamente deducir, es también y al 

mismo tiempo construir los objetos matemáticos, construir la 

racionalidad matemática misma. "(BARBIN, 1989: 5) 

"El objeto de la demostración es aportar conocimiento sobre los objetos 

matemáticos" "La actividad de demostrar está ligada a la construcción 

de los objetos matemáticos y más ampliamente del objeto de la 

matemática" (BARBIN.. 1989: 6) 

Ahora bien, entre racionalidad y demostración, es posible considerar cuál de ellas es 

condición previa para la otra. Bkouche analiza esta cuestión acudiendo a la que denomina 

"epistemología gonsetiana": 

"Es menos un discurso sobre la ciencia que una tentativa de 

explicitación de la marcha cientfca en los lugares en que ella es 

balbuceante y donde, al mismo tiempo que construye saberes nuevos y 

elabora métodos nuevos, debe determinar las condiciones de 

legitimación, es decir las condiciones de certeza del saber así 

construido, 
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Las condiciones de certeza no residen en una garántía a priori (la 

doctrina prealable, necesaria al fundamento de todo conocimiento), sino 

en la globalidad del saber, es sobre el saber mismo que esas condiciones 

se construyen, lo que podemos resumir diciendo que "la doctrina previa 

no deviene previa hasta después ". 

"La actividad de demostrar no es la aplicación de una racionalidad 

determinada a priori, sino que es el lugar de construcción de esa 

racionalidad". (BKOUCHE: 1989) 

Se subrayan entonces, las conclusiones de este capítulo: 

Para enseñar realmente lo que es la matemática es indispensable incluir como contenido la 

enseñanza de la demostración, ya que sin ella no aparecería uno de los rasgos esenciales de 

la racionalidad matemática. La demostración como forma de validación más exigente que 

otras pruebas en el sentido de que implica no sólo una forma particular de abordar los 

objetos, sino el status de los objetos mismos y el lenguaje utilizado para su tratamiento, 

debiera aparecer como forma de introducir a los alumnos en el razonamiento deductivo. 

La actividad de demostrar debiera aparecer en la matemática escolar como una forma de 

validación entre otras, que un alumno debiera realizar en el aula como parte de sus 

- prácticas matemáticas. Para ello es necesario instalar en el aula una forma de actividad 

matemática, en la que los conocimientos vivan como respuestas a problemas, y en la que 

los alumnos puedan resolver solos y también interactuando con otros, se controle la 

respuesta obtenida, se reflexione sobre lo producido analizando las formulaciones, 

debatiendo y argumentando sobre su validez. 

El punto de vista que orienta la mirada sobre la demostración como objeto de enseñanza, y 

su relación con la formación del pensamiento de los jóvenes que se desarrolla en los 

capítulos 4 y 5, se deriva de los análisis desarrollados en este capítulo con el que concluye 

la primera parte del estudio. 
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4. LA DEMOSTRACIÓN EN LAS ORIENTACIONES PARA LA 

ENSEÑANZA 

En este capítulo se presentan los estudios sobre la enseñanza de la demostración en el 

primer7  ciclo de la escuela media, desde 1950 hasta el año 2000. La elección del ciclo está 

fundada en dos razones. La primera de estas razones, es que la obligatoriedad establecida 

para el mismo desde el aíio 1994, toma imprescindible adecuar la enseñanza de la 

matemática de modo que todos los alumnos puedan acceder a los instrumentos que ésta 

brinda para su formación intelectual. La segunda razón es que en este ciclo la noción de 

demostración aparece por primera vez en la enseñanza, si se considera el momento en que 

un estudiante la conoce en su recorrido escolar. 

Se ha señalado ya en la introducción que este.. estudio toma la primera etapa de la 

transposición, aquella en la que el objeto de la ciencia - tal como circula en ese momento 

histórico en la comunidad de referencia - es preparadó para su entrada al sistema de 

enseñanza, a las instituciones didácticas, y transformado en un objeto para ser enseñado. 

Esta preparación didáctica implica por una parte, un proceso de selección de las obras 8  

matemáticas que forman parte del proyecto social de enseñanza. ¿Cómo se eligen y cómo 

podrían elegirse en cada sociedad y en cada período histórico las cuestiones que deben ser 

estudiadas por los jóvenes ciudadanos? Las decisiones que se toman son siempre 

decisiones de peso político, fruto o no de negociaciones entre sectores sociales, pero esta 

selección prefigura de cierta manera el curriculum, y ciertamente es una problemática 

didáctica, pues no es posible separar las formulaciones iniciales del desarrollo detallado del 

curriculum. En este estudio se parte de los objetos ya designados como aquellos que se 

deben enseñar en la escuela media sin abordar la cuestión de su selección, sino que se 

analiza cuáles son los rasgos generales que ha asumido la demostración en la presentación 

a los profesores en tanto interlocutores de una primera etapa de la transposición, qué lugar 

tiene la demostración en el conjunto de los conocimientos que la escuela es responsable de 

enseñar. 

Se denomina primer ciclo de la escuela media, al que hoy es el tercer ciclo de la Educación general Básica, 
y antes del año 1996, el ciclo básico, o lero., 2do. y  3er. Año de bachillerato, comercial y técnica. 

8 Obra como se usa en Chevallard 1997, como fruto de la acción del hombre, como resultado de decisiones o 
ausencia de decisiones, y si son obras no acabadas son "obras abiertas" 
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Interesa considerar en este trabajo aquellos elementos que intervienen en la conformación 

del objeto de enseñanza que percibe el profesor de matemática sin profundizar en la 

continuidad de este proceso en el seno de las instituciones de enseñanza. Se toman los 

elementos que inciden sobre la concepción que él fue adquiriendo a lo largo de sus 

prácticas desde su formación inicial como profesor y en el tramo ya recorrido de su 

trayectoria profesional, y es más, recuperando su propia historia como estudiante de la 

escuela media. 

Esta investigación se ha realizado a partir de tres tipos de materiales: por un lado aquellos 

que permiten definir las orientaciones para la enseñanza: los libros de matemáticos y los 

documentos regulatorios, y por otro, los libros de texto. Cada material se ha observado 

para analizar diferentes cuestiones, a saber: 

/ Los libros de matemáticos preocupados por la educación sobre la enseñanza de su 

disciplina, cuya opinión fue altamente valorada y seguida - al menos en los 

propósitos de su tarea - por los profesores de su época, y publicaciones mensuales 

que llegan a algunos grupos de escuelas privadas, han dado lugar a indagaciones 

sobre la concepción de matemática de la época y de su enseñanza, o al menos la de 

muchos de sus contemporáneos pues al explicitar la manera en que ellos piensan su 

disciplina han influido en el resto. Además, los autores elegidos fueron activos 

participantes de las en las dos últimas reformas. También se relevaron cuando fue 

posible sus concepciones de aprendizaje y de enseñanza, así como sus comentariós 

acerca del razonamiento y las demostraciones. 

/ Los documentos oficiales regulatorios de la enseñanza, tales como los programas, 

resoluciones y circulares del Ministerio de Educación, y documentos curriculares 

de distinto tipo, permiten analizar cómo aparecen la demostración y la formación 

del razonamiento. Si aparecen en los objetivos, o en los contenidos, en tal caso en 

relación con qué otros se presentan, si se deben evaluar y con qué estrategias 

enseñar, etc. Si han tenido una preparación didáctica que contemple o no sus 

diferencias con el objeto de saber en la matemática. En estos documentos, se 

tornaron las referencias a términos corno: prueba, teorema, argumentación, 

conjetura, demostración, deducción, inducción, inferencia, hipótesis, justificación, 

resolución de problemas, propiedades características, resolución de problemas. 
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" Los libros de texto, producidos en la Argentina en el circuito privado, continúan 

definiendo los contenidos de la enseñanza curriculum en términos de alcance y 

organización, así como las prácticas docentes, las actividades de los alumnos. 

Los análisis de los libros de texto para estudiantes de la escuela medía de diferentes 

épocas, modalidades, autores y años —siempre dentro del primer ciclo, y se presentan los 

análisis y conclusiones en el capítulo cinco. 

Los análisis e interpretaciones realizados de los dos primeros tipos de materiales parten de 

considerar la cuestión relativa al curriculum en Matemática. Distintos autores han definido 

el curriculum de diferentes formas que van desde "un programa estructurado de contenidos 

concretos de una disciplina", hasta el "conjunto de toda la experiencia que tiene el niño 

bajo la tutela de la escuela". En este estudio se considerará, como lo plantea Chevallard, 

que el curriculum de matemática es el conjunto de especificaciones en relación con el 

aprendizaje y la enseñanza de los objetos matemáticos designados para ser enseñados. 

Según la relación entre los aspectos matemático y los psico - socio - pedagógicos que 

intervienen en el curriculum, se pueden considerar al menos dos perspectivas. 

En una concepción donde el aspecto matemático se considera no problemático, se 

mantiene la ilusión de transparencia entre el objeto de saber en la ciencia y el objeto de 

enseñanza, y se intenta imitar con mayor o menor fidelidad la obra matemática. En este 

caso, laelaboración de currieulum se centra principalmente en las cuestiones referidas a lo 

aspectos psico - socio - pedagógicos 

En la concepción de la Didáctica de la Matemática, la elaboración del curriculum implica 

una adaptación escolar de la obra matemática, una reconstrucción de la misma para su 

enseñanza. El hecho de que el curriculum es un texto escrito, una "textualización del saber 

realizada para su entrada al sistema de enseñanza", requiere de varios procesos, el de 

selección de fragmentos del saber, Ci orden en que será expuesto y el lenguaje con que será 

expresado, la organización de una secuencia según un criterio que contemple tanto las 

características particulares de los objetos matemáticos como las formas de apropiación de 

los alumnos, lo que se traducirá en términos de alcance de cada saber en cada etapa de la 

secuencia elegida, la distribución temporal en los ciclos, y años de la escolaridad. En fin, la 

adaptación a las restricciones del sistema de enseñanza, donde lo que motonza la aparición 
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de nuevos conocimientos ya no es la necesidad de resolver problemas no resueltos como 

ocurre en la vida de los conocimientos en la cíencia, sino la dialéctica antiguo nuevo y la 

obsolescencia interna (CHEVALLARD, 1989) 

En esta perspectiva, es necesario considerar que la textualización plantea límites a la 

posibilidad de explicitar las características de un saber como objeto para ser enseñado pues 

"ningún texto del saber contiene todo el saber a enseñar", ya que esta "puesta en texto de 

un saber vivo, una obra abierta, implica intentar atrapar en la linealidad del discurso su 

diversidad y su devenir. Es por tanto considerando estos límites que se analizan las 

orientaciones curriculares. 

Por otra parte, también la naturalidad del curriculum es una ilusión, lo que enseña la 

escuela es una obra abierta siempre inacabada que evoluciona con la sociedad. Como parte 

del curriculum de matemática, se analizan en este capítulo y en el próximo, la 

demostración y el razonamiento o la formación del pensamiento. 

En este capítulo en particular se desarrollan las referencias a la enseñanza de la 

demostración y su relación con la del razonamiento, en los libros de matemáticos, y en las 

regulaciones, analizando la transiciones y los cambios entre cada período. 

Períodos y transiciones en la enseñanza de la demostración 

En la indagación de las fechas de reformas se ha relevado que, en 1926 se realiza la 

primera reforma para la enseñanza de la Matemática en el nivel medio, siendo las 

posteriores las de los años 1937, 1940, 1956, 1965/66 y 1994/5 en que se produce la última 

modificación. (TORANZOS, 1959). 

En el período en estudio se toman las modificaciones producidas en 1956 al plan de 1940, 

la de 1965, y  la de 1994, en los planes, programas, y documentos curriculares respectivos, 

se determinan entonces tres momentos de cambio a los que se hace referencia por separado 

y cuatro períodos, tal como se muestra en el esquema N° 1.: 
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1 el período 1 se inicia en 1950y concluye en 1956, 

1 el período II de 1956 a 1965, 

1 el período ifi comienza en 11965 y finaliza en 1995, 

1 y el período IV entre 1995 y  2000. 

Se entiende entonces que se formulen tres transiciones entre los cuatro períodos, y que para 

relevar la orientación de tales transiciones se tomen los textos sobre la enseñanza de 

matemáticos reconocidos en cada época. Tales libros son los de Toranzos para la reforma 

de 1956, Santaló para la de 1965 y  los documentos de las Fuentes para la transformación 

curricular de Cuenya, Faya - Gysin y Saiz para la del 1994. 

En cada apartado, se incluye un estudio más descriptivo que analítico de las orientaciones 

para la enseñanza desde 1950 hasta 2000, que distingue características relevantes de cada 

período y luego en las conclusiones del capítulo se comparan sus semejanzas y diferencias. 

Por la evolución en la estructura y componentes de las orientaciones oficiales, y los 

cambios de la demostración dentro del curriculum, en algunos períodos no se encuentran 

referencias explícitas a ella. Por esa razón en el análisis de los contenidos de enseñanza, se 

releva la forma en que aparece la demostración en relación con un objeto del campo 

geométrico, la noción de paralelogramo y el conjunto de objetos matemáticos que aparecen 

ligados a él. 

Esto tal vez se debe además, a que esta noción está fuertemente ligáda al objetivo de 

formación de los alumnos en el método o el pensamiento matemáticó por lo que se 

encuentra en general más referencias a ella en las resoluciones y en los libros de los 

matemáticos influyentes. 

Se desarrollan para cada período, las características relevadas sobre las siguientes 

cuestiones: 

1 matemática a ensetar y lugar de la demostración 

1 aprendizaje y enseñanza, y la formación del razonamiento deductivo 

1 contenidos, objetivos, actividades, evaluación 
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La transición del período 1 al período II 

La transición a la que se hace referencia, aparece descripta en las diferencias que marca 

Toranzos entre la enseñanza que funciona en las escuelas hasta 1959 - en el período 1 - y 

su propuesta - que caracteriza el período 2 -, tomándose como hito que separa ambos 

períodos la reforma de 1956. 

En su libro sobre la enseñanza de la Matemática, Toranzos señala que la enseñanza 

secundaria en la Argentina, nació con una impronta "esencialmente formativa y cultural". 

Al analizar los planes de estudio de las reformas anteriores a la del 56, plantea que la 

enseñanza de la Matemática en Argentina oscila desde sus inicios entre dos orientaciones 

que denomina racionalista e intuicionista, y que deben ser superadas por una nueva 

orientación que concilie las dós posturas. 

A partir de 1940 y  hasta la reforma de 1956, la enseñanza fue de orientación racionalista, y 

t. 

Toranzos la describe del siguiente modo: 

"La orientación racional preconiza la enseñanza de la Matemática tal 

cual es, siguiendo la sistematización de Euclides con las modificaciones 

que aconse/an los tratadistas modernos. Se presenta la matemática 

formal y abstracta, con su estructura rigurosamente lógica, su sistema de 

fundamentación axiomática, su red de posluiados, teoremas, coroiario 

etc., todos ellos ligados por rigurosas demostraciones". (TORANZOS, 

1959 :149) 

Esta enseñanza, señala el autor, acarrea problemas para su aprendizaje: 

"el exceso de demostraciones formalistas artificiosas y poco sugestivas, 

y ci muy poco papel dado a la ejercitación práctica, hace del aprendizaje 

de la Matemática en una pesada tarea de memorización mecánica de 

teorías formales y abstractas cuyo significado permanece inaccesible al 

adólescente" (TORANZOS: 52) 
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La orientación intuicionista, que según Toranzos fue promovida por la reforma de 1937, 

intenta dar más importancia a la comprensión de conceptos y relaciones que a la estructura 

y método de la disciplina, pero se "falsea la estructura lógica deductiva que es 

precisamente su esencia y su valor formativo" "(TORANZOS: 55). El autor la caracteriza 

planteando: 

"La intuitiva no tiene en cuenta el rigor lógico y trata de llegar a la 

formación de conceptos apelando al sentido común, a la imaginación, a 

la intuición, y aún a la experiencia. "... "se descartan las preocupaciones 

por la pureza metodológica de la estructura, se dejan de lado las 

pretensiones de ordenamiento lógico y riguroso, así como las exigencias 

de dar demostraciones lógicamente perfectas" (TORANZOS, 1959: 149) 

Su propuesta intenta conciliar lo que considera positivo de ambas orientaciones, y la 

forrnula del siguiente modo: 

"partir de lo intuitivo para dar entrada progresiva al rigor, dar 

importancia a los procedimientos heurísticos para desarrollar la 

capacidad para la actividad original, dar importancia a las aplicaciones 

y objetivaciones, dar cabida a la intuición como auxiliar para lograr una 

mejor comprensión de los conceptos y razonamientos matemáticos, pero 

no en suStitución de los razonamientos lógicos". (TORANZOS: 39) 

Se ocupa de describir la enseñanza, siempre como una exposición por parte del profesor, 

explicando los que denomina métodos inductivo y deductivo', de la siguiente forma: 
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"Se aplica la inducción cuando se ejempi?/ica antes o en lugar del 

desarrollo deductivo, pero debe hacerse notar que su intención es la 

comprensión y no la demostración de cuestiones matemáticas. También 

son de este tipo las demostraciones intuitivas o ejemplficadas, ypor eso 

a continuación o en el segundo ciclo es necesario efe ctuarla 

demostración rigurosa. En aritmética, por ejemplo, las demostraciones 

por inducción completa 'son dificultosas.  El método inductivo es 

fundamental en aplicación de caminos heurísticos y de resolución de 

problemas, principalmente cuando se quiere encontrar la solución, pero 

el proceso no queda concluido, es necesario demostrar que la solución 

es la correcta por el método deductivo" (TORANZOS) 

Considera que los programas, deberían dar las indicaciones necesarias para fijar la 

orientación, especificando qué temas se pueden tratar por vía demostrativa, cuáles de una 

manera no formal, y cuáles pueden ser motivo de aplicación y para estudios heurísticos, 

como por ejemplo las construcciones geométricas. 

Por otra parte, con respecto al aspecto formativo de la enseñanza de la matemática, la 

considera como enseñanza disciplinadora de la inteligencia. Explica que el razonamiento 

puede ser tanto inductivo como matemático, incluyendo en éste, además de la deducción 

silogística, ja inducción compieta y el razonamiento probabiiístico, y aclarando que en las 

ciencias fisico naturales y humanas juegan ambos métodos, pero que en Matemática lo 

inductivo experimental no interviene. Plantea que el razonamiento matemático es la 

modalidad fundamental del pensamiento para establecer relaciones de carácter deductivo. 

Dice: 

"el esquema lógico matemático h entonces t, es fundamentalmente 

análogo al que se plantea cuando se conocen ciertos hcchcs y de ellos se 

quieren obtener conclusiones por el camino deductivo. De aquí que la 

Matemática prepare para analizar y deducir, fijando con precisión la 

hipótesis o hechos conocidos y la tesis o conclusiones pasando por un 

camino racional seguro mediante el uso de la lógica. (TORANZOS: 

63). 
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Las orientaciones oficiales para la enseñanza en este nivel durante este período se 

producían en la Dirección Nacional de Enseñanza Media del Ministerio de Educación de la 

Nación, y. eran difundidos a las escuelas mediante circulares y resoluciones. 

Consisten en los que fueron denominados como planes y programas de estudio, que se 

limitaban a un esquema muy sintético con el contenido de la enseñanza de cada materia y 

su distribución por cursos y, en algunos casos, con indicaciones para el profesor. 

Como se ha planteado, el análisis de los programas se focaliza en la noción de 

paralelogramo, que se ubica en segundo año, y en las novedades que introduce el plan de 

1956 con respecto al de 1940. 

En el programa de 1940, los contenidos están agrupados en dos bloques, Aritmética y 

Geometría. La noción de paralelogramo aparece en una unidad que se denomina 

"Paralelogramos y trapecios", y consiste en varias listas seguidas, cada una de las cuales 

comprende una figura, y las propiedades y construcciones que se relacionan con ella. 

Separando cada lista, se menciona "ejercicios de aplicación". Las figuras están nombradas, 

por ejemplo "paralelogramo", las propiedades están enunciadas en forma completa, por 

ejemplo "En todo paralelogramo los ángulos opuestos son iguales", y para las 

construcciones se indica en cada caso a partir de que datos debe hacerse, por ejemplo 

"Construir un paralelogramo dados dos lados consecutivos y el ángulo comprendido" La 

misma secuencia se plantea luego para cada uno de los paralelogramos especiales, 

rectángulo, rombo y cuadrado. 

En el programa de 1956, se mantiene la agrupación de los contenidos en dos bloques de 

Aritmética y geometría, y aparece en el primero de ellos, como unidad Nro. 1: "Revisión 

sobre las nociones de conjuntos vistas en primer año (que son: conjunto y elemento, 

inclusión y pertenencia, unión e intersección). Par ordenado. Relaciones entre conjuntos: 

equivalencia y orden, ejemplos". Es interesante seMiar que en esta primera introducción en 

los programas de las nociones conjuntistas, no se modifica en nada la organización del 

resto de los contenidos 
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La enunciacíón de los contenidos relativos a la noción de paralelogramo en este programa, 

se hace en tres capítulos, uno que se titula "Paralelogramos", en el que aparecen solamente 

"definición y propiedades de los paralelogramos en general" sin nombrarlas ni enunciarlas, 

otro capítulo de "Paralelogramos especiales", en el que aparecen mencionadas tales figuras 

geométricas "rectángulo, rombo y cuadrado, definiciones y propiedades generales y 

especiales de estas figuras", y otro para las "construcción de paralelogramos, rectángulos, 

rombos y cuadrados y justificación de los procedimientos correspondientes", sin 

especificar las conaiciones dadas como dato. 

La transición del período 11 al período ifi 

Esta transición entre el período II ya caracterizado y el período ffl se evidencia en el texto 

de Santaló cuando se refiere a las diferencias entre las que denomina matemática clásica y 

matemática moderna, separados por la reforma de 1965. 

En el análisis del libro de Santaló 9  (1966) se aprecian referencias significativas que 

marcan la transición. Con respecto a la matemática a enseñar, al explicar los cambios que 

se proponen en la reforma señala que éstos se dan en varios aspectos. Por un lado, hay un 

cambio de lenguaje, por otro hay un cambio en el orden y en la jerarquización de los 

contenidos: 

"a matemática noderna adopta una nomenclatura y un simbolismo 

más adecuado a las nuevas modalidades"... "cambió su ordenamiento 

pasando a primer plano capítulos hasta entonces secundarios y 

relegando al olvido capítulos hasta entonces tenidos como 

fundamentales "... "trata de incluir los problemas de la clásica como 

casos particulares de situaciones más amplias ". (SANTALÓ, 1966: 11) 

También hay un cambio en el tipo de problemas que se plantea y en la forma de tratarlos: 

Tal como aparece en la publicación de Consudec de agosto del 65, Santaló fue uno de los integrantes de la 

comisión Nacional para la Enseñanza de la matemática 
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"La matemática clásica enfoca un determinado problema y lo resuelve 

con métodos adecuados al mismo. La matemática moderna crea 

estructuras muy generales, se coloca en el punto de vistá más elevado 

posible y deja la solución de los problemas particulares como ejercicio 

de sus poderosas herramientas. La misma generalidad, al apartarla de 

casos concretos donde fijar ideas, le obliga a un mayor cuidado en las 

demostraciones, lo que le da una apariencia de mayor rigor que respecto 

de la matemática clásica". (SANTALO, 1966: 11) 

Con respecto al cambio en los contenidos que implicó esta reforma, dice el autor: 

"En 1962, en Estocolmo se estudiaron los temas a incluir en la escuela 

secundaria: Elementos de la teoría de conjuntos, Introducción de la 

lógica, Probabilidades y estadística, Álgebra moderna ". (SANTALO, 

1966: 25) 

"Toda la matemática se basa en razonamiento lógico, por lo que 

conviene incluir elementos de lógica matemática aunque en proporción 

moderada pues no se razona bien pensando en reglas aprendidas sino a 

través de una práctica continuada como ofrece el estudio de la 

matemática". (SANTALO, 1966: 30) 

"Para la enseñanza del álgebra dice "se la hace depositaria de la parte 

axiomática que se le quita a la geometría. Se empieza por la idea de 

con/unto, y los sín bolos de pertenencia, inclusión, unión e intersección ". 

(SANTALO, 1966: 28) 

No hay referencia muy claras respeto del aprendizaje, salvo las referencias el "desarrollo 

de la intuición" y "la deducción lógica". 

Con respecto a la enseñanza del razonamiento y en particular del razonamiento deductivo, 

al que considera herramienta fundamental de la Matemática, el autor plantea que la 

matemática del secundario debe enseñar a razonar bien, y que por ello debe ser, sobre todo 
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formativa. Señala que no hay matemática sin razonamiento y que. aprender matemática es 

la mejor maiera de aprender a razonar. 

Su propuesta para la enseñanza de la geometría incluye dos elementos: el desarrollo de la 

intuición, y el uso de la demostración "como método para comprender mejor cosas no 

evidentes". En este sentido, luego de señalar que las demostraciones de los Elementos de 

Euclides, que fueron para la enseñanza el modelo de todo razonamiento matemático 

basado en la deducción lógica, no eran lógicamente perfectas, y que la geometría de 

Hilbert era muy compleja para el primer nivel de secundaria, propone abandonar la idea de 

edificar una geometría rigurosa en el primer ciclo. 

"Se evitará la demostración de proposiciones cuyo enunciado parezca a 

los alumnos de una evidencia tal que no sientan la necesidad de una 

justificación. El tratamiento lógico y formal debe reservarse para más 

tarde". (SANTALO, 1966: 25) 

El autor señala también que la ejercitación de la demostración de teoremas debe ser mayor 

en esta propuesta que en la geometría racional axiomática, insistiendo con la idea de que se 

reserven para aquello que el alumno no vea como cosa evidente. 

Y brinda ejemplos de algunas demostraciones a tratar en el primer ciclo, y entre estos 

ejemplos incluye tanto demostraciones por el absurdo como por inducción completa Para 

1 er año, propone demostrar la concurrencia en un punto de las tres bisectrices, algunas 

propiedades de los paralelogramos y el teorema de Thales, así como dar ejemplos de 

condición necesaria, de condición suficiente, y de condición necesaria y suficiente, y óon 

ayuda del Sto postulado de Euclides, demostrar por el absurdo el recíproco de que ángulos 

correspondientes son iguales. Para 2do año, propone sistematizar elementos básicos de 

teoría de conjuntos e incluir el principio de inducción para demostrar la suma de los n 

primeros naturales. (SANTALO, 1966: 42) 

En las orientaciones a los docentes derivadas de la reforma de 1965, el programa de 

segundo año, sigue teniendo una parte de Aritmética y una de Geometría, y la modificación 

de este último no afecta a la enunciación de los tres capítulos dedicados a los 

paralelogramos. La única modificación es el reemplazo del capítulo de simetría central y 
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axial por el de transformaciones del plano en sí mismo, que incluye las simetrías como un 

caso de transformación. 

Las que son mucho más explícitas respecto del sentido del cambio propuesto son las 

"Normas para el desarrollo de los programas de matemática del ciclo básico", que 

acompañaron la resolución 1772165, especifican, para cada uno de los tres años, los temas 

nuevos y las indicaciones para la enseñanza de la aritmética, la geometría y el álgebra. 

Se dice allí que "sin modificar los contenidos de los programas vigentes se ha considerado 

introducir temas nuevos para favorecer una actitud del profesor acorde con una moderna 

conducción del aprendizaje y con la mayor o menor importancia que debe asignar a los 

temas tradicionales". Se dice también que la aritmética, la geometría y el álgebra son 

aspectos de una sola disciplina que es la matemática, y que se procurará señalar las 

relaciones mutuas entre ellos, siempre que se presente la ocasión. 

Focalizando el rastreo en las Normas especiales para la geometría, se dice que se destinen 

dos horas semanales a su enseñanza, que se apele en lo posible al descubrimiento intuitivo 

de propiedades estimulando la participación activa de los alumnos, pero no eliminar la 

demostración (salvo las evidentes para el alumno) ni mucho menos descuidar el 

razonamiento deductivo. Además se propone el uso del material concreto (varillas, 

plegados) como auxiliar didáctico, con criterio dinámico y relacional. 

Con respecto a la demostración y el razonamiento se dice las Normas mencionadas: 

"Corresponde al profesor establecer dentro del tiempo dísponible y la 

preparación del curso, cuáles propiedades serán introducidas por la vía 

intuitiva y cuáles serán objeto de una demostración lógica rigurosa; 

pero, en todos los casos se orientará al alumno en el descubrimiento de 

la relación que se busca, ya sea mediante preguntas graduadas 

ver/icaciones particulares o el empleo de material concreto. Se estima 

,fundamental una adecuada ejercitación donde se apliquen o integren 

propiedades estudiadas o donde se puedan descubrir otras mediante 

razonamientos sencillos. 
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Por la economía de tiempo que supone, se estimulará la demostración 

oral de propiedades que los alumnos pueden hacer por sí mismos, pero 

se insiste en el uso apropiado del lenguaje y en el orden lógico de las 

cadenas deductivas." 

Es interesante destacar que el orden de introducción de las nociones es inverso al de su 

producción histórica, comenzando con la definición de objetos son más recientes y 

generales y luego presentando otros resultaos más antiguos y menos inclusores como 

derivados de ellos 

Aunque no corresponde a los contenidos ni normas para segundo año, resulta 

ejemplificador lo explicitado en las correspondientes a tercer año respecto de un tema 

nuevo en el ciclo: vectores en el plano. La secuencia de introducción de las nociones y las 

demostraciones es la siguiente: primero definir el producto escalar, luego presentar la 

propiedad distributiva del producto escalar, en tercer lugar demostrar el teorema del 

coseno, como consecuencia de la propiedad, y por último demostrar el teorema de 

Pitágoras, como caso especial del teorema del coseno. 

La transición del período III al período IV 

La nueva orientación para la enseñanza de la matemática en el período IV, aparece en 

varios documentos, y no todos ellos muestran la misma concepción al respecto. Tienen sin 

embargo puntos comunes, que la diferencian de la enseñanza en el periodo anterior, y es a 

ellos que se hará referencia. 

Para analizar el pensamiento de matemáticos se seleccionaron los que fueron 

consultados para la reforma de la enseñanza de la matemática de 1994, comprendida dentro 

de una reforma más amplia de los contenidos de enseñanza en todos los niveles y áreas. Se 

tomaron para analizarlo tres documentos incluidos en el libro denominado Fuentes para la 

transformación curricular, de la Dirección de Investigaciones educativas del Ministerio de 

Educación. El primero, fue coordinado por Cuenya, el segundo es de Faya y Gysin, y el 

último de Saiz. De cada uno se toman algunos elementos para dar cuenta de las 

concepciones del momento. 
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Con respecto de la matemática a enseñar considerada como actividad, se señala que hay 

que enseñar no sólo los conceptos que maneja sino también los procesos de pensamiento. 

Por ejemplo: 

"es necesario que el énfasis de la enseñanza esté puesto sobre todo en el 

aspecto formativo del educando, el cual debe tender fundamentalmente a 

la adquisición de los procesos de pensamiento propios de la actividad 

matemática (.J"(CUENYA, 1996: 15) 

"la enseñanza en los niveles elemental y medio, no se trata de formar 

matemáticos, sino de enseñar a usar la matemática y educar en el 

método matemático (..) (FAYA, GYSIN, 1996: 60) 

"la matemática es sobre todo saber hacer, ... dirigimos nuestra mira a la 

adquisición de procesos de pensamiento, buscando la inculturación a 

través de un aprendizaje activo" (FAyA, GYSIIN, 1996: 60) 

'Saber matemática no es sólo aprender las definiciones y los teoremas, 

para reconocer después la ocasión de utilizarlos y aplicarlos; sabemos 

bien que hacer matemática implica ocuparse de problemas. "(Brousseau, 

enSAIZ, 1996: 116). 

Con respecto a los contenidos de enseñanza, una modificación sustantiva es la desaparición 

de la teoría de conjuntos en la EGB, pues como su problemática de origen, es la de la 

construcción de sistemas axiomáticos, su introducción se reserva a niveles superiores. 

"Consideramos que, si bien el alumno debe entrar paulatinamente en 

contacto con laformalización a través de plantear hipótesis, generalizar, 

conjeturar y demostrar teoremas, tales actividades no deben constituir el 

eje central de la enseñanza de la matemática en estos niveles ". 

(CUBNYA, 1996: 18) 
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Con la idea de destacar la actividad matemáticas, se la describe como un quehacer que 

consiste en: 

"resolver problemas azn no resueltos. Emite hipótesis, busca caminos 

alternativos, abandona aquellos que no lo conducen a los resultados 

deseados, etc." (SAIZ, 1996: 114) 

Aparecen como conteñido de enseñanza los procedimientos, y en particular los de 

resolución de problemas: 

"Contenidos procedimentales para la resolución de problemas 

• Reconocimiento, selección, organización y tratamiento de los datos 

pertinentes para la resolución de un problema. 

• Formulación, comprobación o modificación  de conjeturas a partir 

de los datos del problema o de los resultados intermedios. 

• Formulación, elaboración y comunicación del proceso seguido en 

la resolución de problemas con interpretación de los distintos 

cálculos realizados. 

• Argumentación de la validez de una solución. 

• Elaboración de estrategias en verdaderos problemas de 

investigación de cuestionamientos a partir de un con/unto de 

datos." (SAIZ, 1996: 111) 

Con respecto a la demostración y su enseñanza, los documentos contienen diferentes 

explicitaciones para su introducción en el tercer ciclo: 

"Es en el Tercer Ciclo de la EGB donde creemos que se debe iniciar una 

profundización del método matemático, en el sentido de introducir 

gradualmente al alumno a la idea de demostración deductiva y su 

necesidad" (CUENYA, 1966:19) 

También se encuentran referencias para su introducción aún antes del tercer ciclo como 

parte de la clase de matemática, que incluirá momentos de debate entre los alumnos 

respecto de sus respectivas producciones como respuesta a un problema planteado. Este 
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debate sobre lo producido, es el marco en el que aparecen algunas de las reglas de 

validación propias de la comunidad matemática, para permitir su apropiación por parte de 

los alumnos: 

o Un enunciado matemático es verdadero o falso; 

• Un contraejemplo es suficiente para invalidar un enunciado; 

En matemática, para debatir hay que apoyarse en un cierto número de propiedade 

o definiciones claramente enunciadas sobre las cuales hay un acuerdo (axiomas); 

•En matemática, dar ejemplos que verifiquen un enunciado no es suficiente para 

probar que es verdadero. 

El documento curricular fundamental de este período, por la amplia consulta a que dio 

lugar su elaboración es el de los Contenido Básicos Comunes para la Educación General 

Básica, los CBC para la EGB, cuyo proceso de elaboración fue organizado y coordinado 

por la Dirección General de Investigaciones Educativas. 

Si bien en los años 80 se habían realizado en algunas jurisdicciones documentos 

curriculares más completos y complejos que los iniciales planes, programas y normas, 

éstos se ocupaban de la enseñanza primaria. Para la enseñanza media, los CBC constituyen 

las nuevas orientaciones oficiales comunes a todo el país. 

Una diferencia esencial de. los CBC con otros documentos anteriores es que se convirtieron 

en prescripciones para las escuelas ,  cuando inicialmente no fueron elaborados con ese 

sentido dado que en él los contenidos están organizados por ciclo (tres ciclos de tres años) 

y no por año. Si bien se inició un proceso para que cada jurisdicción elaborara un DCP 

para sus escuelas con una secuenciación por año, en algunos casos no se concluyó, y en 

otros el DCP no avanza en esa distribución. 

El capítulo de Matemática de los CBC, tiene varios componentes. Una Introducción y ocho 

bloques de contenidos, seis de conceptuales, uno de procedimentales y otro de 

actitudinales. Cada bloque tiene una síntesis explicativa y expectativas de logro al finalizar 

1aEGB. 
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Con respecto a la noción de paralelogramo, indagando en el bloque 4 de Nociones 

geométricas, en la columna correspondiente al 3er. Ciclo (antes 7mo grado de primaria y 

lero y  2do. años de media), se encuentra que no se explícita como contenido. Sin embargo, 

aparecen otros que se pueden relacionar con esta noción, pues forman parte de la misma 

red conceptual. En los contenidos conceptuales dice brevemente: "Figuras: polígonos, 

elementos, propiedades, construcciones de figuras con regla y compás", y en los 

contenidos procedimentales: "Relaciones entre propiedades de una misma figura y de 

figuras entre sí. Clasificación, descripción, construcción, y represeñtación de formas 

planas" 

Es en el segundo ciclo de EGB, donde aparecen explícitamente los contenidos que se 

rastrean en este estudio. Dice en los conceptuales: "Elementos y propiedades de triángulos 

y cuadriláteros. Construcciones con regla y compás", y en los procedimentales: 

"clasificación, reproducción, descripción y construcción de formas planas". 

Es decir que los paralelogramos, como parte de los cuadriláteros se trabajarían en el 

segundo ciclo, y en el tercero, se ampliaría a los polígonos convexos. 

En el bloque siete de Procedimientos Generales del Quehacer Matemático, se •han 

encontrado referencias al razonamiento y la demostración. Uno de los tres ejes de este 

bloque es el de "procedimientos vinculados al razonamiento", entre los que se ro encion.an 

una serie de contenidos ligados a las formas de razonamiento inductivo y deductivo, uso 

del contraejemplo, detección de inconsistencias en el razonamiento, formulación de 

argumentos lógicos, demostraciones sencillas, uso de términos como: necesario, suficiente, 

siy sólo si. 

También los contenidos de este eje se articulan con los del segundo ciclo, donde aparece 

"investigación de la validez de generalizaciones" y "uso de la negación, cuantificadores y 

los conectores y y o", y con los contenidos del primer ciclo "explorar la validez de los 

procedimientos y resultados". 
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En la Síntesis explicativa de este eje se mencionan como formas de llegar al conocimiento, 

la inductiva, la deductiva y la intuitiva. Se propone que el alumno sepa " plantear hipótesis, 

hacer conjeturas, generalizar y si es posible demostrar, sin exigencias de formalización 

extrema que impiden apreciar los procesos que conducen a los resultados". 

Se explica con detalle las tres formas de llegar al conocimiento, y luego se propone que el 

alumno desarrolle "la capacidad de detectar inconsistencias en razonamientds propios y 

ajenos", y la de "razonar lógicamente", considerados, recursos esenciales para hacer 

progresar sus conocimientos y manejarse en la sociedad con autonomía. 

A modo de conclusión sobre los períodos y las transiciones en las orientaciones para 

la enseñanza 

La comparación entre los cuatro períodos delimitados muestra diferencias y una evolución 

con respecto a cada uno de los aspectos señalados: 

VI La concepción de matemática a enseñar y el rol de la demostración 

VI El aprendizaje, la enseñanza y la formación del razonamiento deductivo 

/ La demostración y el razonamiento en los componentes del curriculum 

Sobre la COncepción de matemática a enseñar y el rol de la demostración en ella quese 

desprende de los materiales relevados, se va modificando a lo largo de los cuatro períodos 

delimitados, como s desarrolla a continuación. 

Tanto en el primero como en el segundo período, se presenta la Matemática como un 

cuerpo de conocimientos organizado deductivamente, y en el caso de la geometría con la 

sistematización euclidiana. Es una presentación rigurosa, expresada en un lenguaje en el 

que se alude a las figuras, sus elementos y propiedades. Los objetos de la geometría son las 

figuras consideradas como objetos ideales, y los postulados son las propiedades aceptadas 

como evidentes de acuerdo con la observación y la experiencia. Las proposiciones tienen 

un carácter absoluto, universal y necesario, sea porque son postulados evidentes, o porque 

ese han derivado de ellos deductivamente. 
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Entre el primer período y el segundo, se advierte una modificación, en el lugar que se da a 

la demostración en la disciplina. En ambos períodos aparece como el método de la 

matemática, aquel que pennite obtener nuevas propiedades sobre los objetos ideales 

definidos. Es el modo en que se establecen relaciones de carácter deductivo, el 

razonamiento aparece como una serie de deducciones, por lo que la demostración es el 

modelo de pensamiento matemático. La diferencia consiste en que la resolución de 

problemas, en el primer período se encierra en una concepción estrictamente deductivista 

que desconoce los comportamientos heurísticos, mientras que en el segundo período, se 

admite la necesidad de dar lugar a procedimientos tanto inductivos corno deductivos para 

desarrollar la capacidad para la actividad original. Es decir que se acepta que los problemas 

requieren del uso de otras formas de razonamiento, aunque la demostración sigue siendo el 

modelo ideal, y el único modo de garantizar la validez de los resultados, por lo que habrá 

que demostrar aquello que se obtuvo por vía inductiva. Hay alguna evolución en la 

consideración de la demostración como modo de validación. 

En el tercer período se presenta la matemática con su estructura formal, regida por la 

lógica y con mayor el rigor posible considerando las capacidades cognitivas de los 

alumnos. Se pretende mostrar en la escuela la racionalidad matemática posterior a la crisis,, 

de sus fundamentos' °, en la que las proposiciones no tienen más el carácter absoluto de 

verdades, sino que son no contradictorias en un sistema de axiomas. Por eso ante las 

dificultades lógicas de la geometría euclidiana, se elige presentar los objetos de la 

geometría dcfinidos desde la teoría de conjuntos, e interesa más mostrar , las relaciones. 

entre las figuras (se agrupan en conjuntos y subconj untos según las propiedades que 

cumplan) que obtener sus propiedades en forma deductiva. La presentación axiomática 

pasa al dominio del Álgebra. 

En este tercer período, la demostración es la herramienta fundamental de la actividad 

matemática, la que le asegura su rigor sobre la base del uso de reglas lógicas. Sin embargo, 

para este ciclo no se pretende un tratamiento formal,' y se reserva su uso en la enseñanza 

sólo para los casos en que pueda aparecer su carácter de instrumento que permite 

comprender mejor lo no evidente. Dado que las concepciones de aprendizaje vigentes en la 

época, exigen apoyarse en una práctica experimental o de manipulaciones concretas, se 

10 Se conoce como crisis de fundamentos, a la que sobrevino cuando se comenzaron a cuestionar las bases 
lógicas de la matemática. 
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acude a ellas para presentar nociones abstractas, pero funcionan como un trabajo anterior y 

exterior a la matemática misma, en su interior la marcha es deductiva. 

En el cuarto período, la matemática se presenta como la actividad de resolución de 

problemas de una comunidad científica, mediante conceptos y procedimientos de diverso 

tipo. Procedimientos relativos a las estrategias de resolución, los diversos modos de 

razonamiento y los modos y lenguajes de comunicación. Los conceptos aparecen un doble 

status, de instrumento es decir como recurso que permite resolver diversos problemas, y de 

objeto, es decir como parte del conjunto de saberes de la ciencia. En esta presentación lo 

que se pone en primer plano es la cultura matemática, el hacer matemática. 

Como los procedimientos pasan a ser un contenido explicito de enseñanza, entre los de 

razonamiento se mencionan varios la argumentación sobre la validez de lo producido en la 

resolución, las reglas válidas del debate matemático, y la demostración deductiva como un 

instrumento de validación privilegiado. 

En cuanto a las concepciones de aprendizaje y de enseñanza y en particular la 

enseñanza del razonamiento, también se han ido modificando a lo largo de los cuatro 

períodos. 

En el primer período, el aprendizaje consiste en la memorización mecánica de teorías 

formales y abstractas,; de.. tal modo que su. significado en general es inaccesible al 

adolescente. Es poco relevante el papel dado a la ejercitación práctica, y se considera que 

el alumno aprende si puede recitar sin fallas ni faltas el texto del saber preparado para la 

enseñanza. La enseñanza consiste entonces en la exposición de las definiciones y teoremas 

(la teoría matemática) y sus aplicaciones, en general escrita en el pizarrón. La actividad 

fundamental del alumno es copiar y luego memorizar, pudiendo reservarse un pequeño 

espacio a la realización de ejercicios de aplicación, donde deben utilizar la teoría 

memorizada. 

Si bien se considera el aspecto formativo de la enseñanza de la matemática, se lo hace 

considerando que la matemática es per se, disciplinadora de la inteligencia, por exposición 

del alumno a su niótodo. La formación del razonamiento nó se considera objetivo ni 

contenido de enseñanza, por lo tanto no es una responsabilidad del profesor formar el 

LA ENSEÑANZA DE LA MATEMÁTICA Y LA FORMACIÓN DEL PENSAMIENTO, Prof. Graciela Chemello 62 



pensamiento de los alumnos, éstos tienen o no la capacidad de razonar y aprenderán a 

hacerlo deductivamente repitiendo los teoremas expuestos. 

En el segundo período, interesa lograr la comprensión del alumno, por lo que se recurre no 

sólo a exponer la teoría de manera deductiva, sino también a dar ejemplos antes o en lugar 

del desarrollo deductivo, aclarando siempre que éste no se ha realizado. También el 

docente puede plantear la resolución de problemas por distintos caminos cuando quiere 

encontrar una solución, pero es necesario demostrar que esa solución es la correcta por el 

método deductivo". Si bien hay mayor insistencia en la necesidad de invólucrar al alumno, 

mediante la realización de mayor cantidad de ejercicios, éstos resultan de aplicación de lo 

ya explicado y aún de repetición de las mismas actividades ya realizadas por el profesor, 

con otros datos. 

También en este período, se considera que la Matemática forma el razonamiento 

deductivo, pero hay una confusión entre este proceso y el de resolución. De ello se podría 

concluir que quien puede resolver, podrá razonar deductivamente, lo que es una 

simplificación de las formas de razonamiento que intervienen en la resolución. La 

enseñanza del razonamiento es un propósito pero sin que esto se traduzca en alguna norma 

o responsabilidad para el profesor al respecto. 

En el tercer período, que coincide en el país con la llegada de las teorías constructivistas, el 

apreidizaje se concibe como un logro, de cada alumno en interacción con su medio En la 

interpretación de los estadios piagetianos, un estudiante del primer ciclo de la escuela 

media transita hacia el pensamiento formal pero éste tiene aún las características del 

operatorio concreto, y como los estadios funcionaban como reguladores de los contenidos, 

muchos fueron eliminados por considerarse fuera de las capacidades operatorias de los 

alumnos. Por otra parte, en una primera traducción de esta teoría epistemológica para la 

pedagogía, se consideró que el aprendizaje se daba por las acciones de los alumnos sobre 

materiales concretos 'puestos a su dispcsición. El descubrimiento de conocimientos que 

debía derivar de la manipulación, iba estructurando el pensamiento del alumno. La 

enseñanza estaba centrada en la elección de esos materiales que, se pensaba, permitía una 

primera aproximación intuitiva a los objetos matemáticos. 
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En cuanto a la demostración, y si se consideran las exigencias de rigurosidad derivadas de 

una matemática formalista, resulta que es inaccesible a los alumnos de esta edad. Se 

consideraba que para producir una demostración, un alumno debía entrar en las reglas de 

juego. Y en esta concepción, un alumno entra o no en esas reglas, con lo que si no puede 

demostrar con rigor lógico, sólo puede seguir las demostraciones del profesor. Por eso, si 

bien se promueve que los alumnos expresen oralmente demostraciones, se pide asegurar la 

adecuación del lenguaje utilizado. Las pruebas producidas sin el uso de un lenguaje 

riguroso, no se pueden interpretar como parte de un proceso, como un acercamiento desde 

otras formulaciones, desde otras formas de validación. 

La formación del pensamiento matemático es un claro objetivo en este período, y se 

considera que la inclusión de contenidos de lógica colaborará con su enseñanza. Sin 

embargo, está claro que no confian en que el estudio de las reglas lógicas alcance para 

razonar bien, sino que esto se logra con una práctica continuada de matemática. 

En el cuarto período, el aprendizaje de la matemática, es concebido como derivado de 

instalar en el aula una comunidad clase que produzca soluciones y las debata ante la 

presentación de problemas que se le proponen para resolver. Se produce aprendizaje por 

adaptación de los conocimientos anteriores a las nuevas situaciones donde pueden ser 

utilizados como recurso, y la interacción con los pares, es también fuente de aprendizaje, 

de evolución de los conocimientos. 

La enseñanza está asociada a la elección de problemas que puedan considerarse tales para 

la clase desde el punto de vista cognitivo, y a su gestión en un contrato didáctico con 

características particulares. Los problemas habrá que elegirlos de manera que todos los 

alumnos puedan entrar en ellos, iniciar alguna estrategia de resolución, de modo que no es 

obstáculo sino un factor de enriquecimiento la diversidad de puntos de partida en cuanto a 

los conocimientos, los diferentes ritmos y estilos de interacción. 

La validación de los conocimientos que se producen en la clase es parte de las prácticas 

habituales, y en ese marco, el uso de argumentaciones y diferentes modos de prueba, y 

entre ellos la demostración puede ser pensado didácticamente. 
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El razonamiento aparece en esta concepción, atravesando todo el proceso de resolución, en - 

sus diferentes formas, y cada una podrá ser delimitada en su uso en función de las 

situaciones, momentos e intenciones con que se los use en una resolución. No podrá ser 

enseñado independientemente de la construcción de una racionalidad sino que es uno de 

sus elementos componentes, y tal racionalidad irá evolucionando en el grupo clase a 

medida que nuevas situaciones muestren los límites de los conocimientos que se poseen. 

La actividad de demostrar se considera como una etapa en la evolución de las formas de 

validación ligadas al uso del razonamiento deductivo, y por lo tanto se propone una 

secuencia didáctica desde el primer al tercer ciclo para su enseñanza. 

Con respecto la demostración y el razonamiento en los componentes del curriculum 

se ha encontrado que las orientaciones que regulan la enseñanza, son presentadas a las 

escuelas mediante documentos que tienen diferentes componentes a lo largo del período 

estudiado. Asimismo se ha ido modificando el lugar que en esas orientaciones tienen las 

dos cuestiones mencionadas. 

En los dos primeros períodos, estos documentos incluyen solamente un programa de 

contenidos. La completa explicitación de las definiciones y propiedades en el primero, 

puede deberse a la necesidad de instalar entre los profesores, una primera especificación 

del alcance de los contenidos. Por la misma razón pero con algunos años en que esos 

contenidos ya han sido enseñados, en el segundo período, la enunciación de los contenidos 

es más breve. Es decir que se podría interpretar que ya hay entre ellos un significado 

compartido respecto del repertorio a las que Se alude, por ejemplo bajo el título 

"propiedades". La secuencia de presentación de cntenidos se presupone como la misma 

que el docente usará en el aula, sigue un criterio disciplinar que es el de la presentación 

deductiva. 

La enseñanza del razonamiento deductivo y la noción de demostración no aparecen en los 

dos primeros períodos, en las orientaciones regulatorias de la enseñanza. Es posible que 

esto se deba a que la formación del pensamiento deductivo es una cuestión que encuentra 

su lugar entre los propósitos y éstos no aparecen como componente de los documentos. 
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En el tercer período, los documentos consisten en un programa .y unas Normas para su 

desarrollo que contienen lo que hoy se podría denominar orientaciones didácticas. Son 

"indicaciones" sobre los "temas nuevos", referidas al tratamiento de los mismos, cómo 

introducirlos (en forma intuitiva o formal), el tipo de ejemplificación, representaciones y 

lenguaje a utilizar, y también indicaciones sobre el tratamiento de los temas ya conocidos 

de "aritmética" y de "geometría", como el uso de materiales didácticos, cantidad y tipo de 

ejercitación, forma de presentación de las propiedades en geometría y el cambio de los 

ejercicios de cálculo por ks problemas en aritmética. 

Pareciera que estas Normas están elaboradas con dos propósitos, instalar nuevos 

contenidos y cambiar el orden y jerarquización de los que ya se enseñan, y también 

modificar las prácticas de enseñanza existentes. La secuencia de presentación combina un 

criterio disciplinar con uno sicopedagógico, la estructura de la disciplina articulada con la 

participación activa y las capacidades cognitivas de los alumnos. 

A partir del tercer período, siguen sin aparecer en los contenidos ni el razonamiento 

deductivo ni la demostración, pero se incluye en las Normas la necesidad de formar el 

pensamiento deductivo como parte de las orientaciones didácticas. Cuando plantea 

"algunas cadenas deductivas podrán hacerse oralmente", como modo de mejorar el uso del 

tiempo, no queda claro cuál es la estrategia del docente que permitirá al alumno producir 

tal cadena. La demostración sigue asociada a la forma de presentación de los contenidos 

cuando no son evidentes para el alumno, es decir como modelo de pensamiento 

matemático y no asociada al trabajo del alumno. Con lo que hay una contradicción entre la 

intención de formar el pensamiento matemático y no dar lugar al alumno a realizar 

demostraciones. 

En el cuarto período, los documentos contienen una introducción con propósitos de la 

enseñanza, unos bloques de contenidos que incluyen además de los listados organizados 

con criterio disciplinar, una síntesis explicativa donde se explícita el sentido de su y ia 

expectativas de logro, es decir lo que se espera que los alumnos lleguen a aprender, que 

puede interpretarse como unas orientaciones para la evaluación. 
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Los documentos curriculares en este período, pareciera que intentan subsanar desde la 

prescripción varias problemáticas de enseñanza: la escasa articulación de los contenidos, la 

escasa claridad de los docentes respecto de la fundamentación de su práctica, el 

desconocimiento de la evaluación como parte de los procesos de aprendizaje y de 

enseñanza, la necesidad de evaluar competencias (capacidades en acción que incluyen el 

uso de conceptos y procedimientos en situación). La secuenciación de contenidos, atiende 

a criterios didácticos, para cuya elaboración se incluyen las cuestiones disciplinares, las 

ligadas al aprendizaje y también las de la enseñanza. Sólo en este período, se deja de lado 

la ilusión de que el objeto de enseñanza, caique el objeto de saber. 

En el cuarto período, la enseñanza del razonamiento deductivo y de la demostración 

aparecen en la síntesis explicativa que determina el alcance y el sentido de los contenidos 

y en los listados de los mismos, del bloque de Procedimientos Generales del Quehacer 

Matemático de los CBC. La demostración está planteada como herramienta de validación 

propia de la matemática, y el razonamiento deductivo como una de las formas de llegar al 

conocimiento. 

Inclusive se orienta sobre el tipo de actividades a desarrollar en el aula, y el papel de los 

alumnos y del docente en dichas actividades. 

Sintetizando este capítulo, puede destacarse, en el marco de la evolución de los 

documentos regulatorios de la enseñanza, y en relación con las orientaciores 

para las transformaciones los libros de los matemáticos destacados, es posible delinear los 

cambios que se dieron en la enseñanza de la demostración y la formación del pensamiento. 

Que la enseñanza de la Matemática tiene un papel en la formación del pensamiento 

de los alumnos, y que ese papel está centralmente dado porque brinda la posibilidad de 

formación en el uso del razonamiento deductivo, uno de los elementos que constituyen su 

racionalidad, es una cuestión que se constata en los escritos de los matemáticos de todos 

los períodos. 
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Sin embargo, tal intención formativa no está expresada en los, documentos de los dos 

primeros períodos, tal vez como segunda razón porque no estaba habilitado el espacio para 

incluirlo en los documentos regulatorios. Pero la razón fundamental, es que se pensaba que 

la sola exposición al conocimiento organizado deductivamente, habría de generar tal 

formación. 

En el tercer período comienza a ser incluida La necesidad de enseñar a razonar en las que se 

consideraron como orientaciones didácticas de las prescripciones, porque se entiende que 

el alumno deberá tener un rol activo en el aprendizaje. Debe resolver problemas y se 

supone que aprenderá a razonar deductivamente con la práctica continua de resoluciones, 

para las cuales sólo se admite como válido el uso del razonamiento deductivo. Otras 

formas de razonamiento se admiten fuera del proceso de resolución de problemas. 

En el cuarto período en los documentos regulatorios, la formación del pensamiento es un 

propósito de la enseñanza, y los tipos de razonamiento inductivo y deductivo incluidos en 

las orientaciones didácticas como distintas formas de llegar al conocimiento, es decir como 

parte de lo heurístico en la resolución de problemas. 

No hay unanimidad sino cambios en cuanto a la enseñanza de la demostración. 

Comienza siendo considerada en los dos primeros períodos, y aún en el tercero, el método 

- de la matemática, asociada a la producción de conocimientos y confundida con la totalidad 

del proceso de resolución de problemas. Culmina en el último período, como uno de los 

instrumentos de prueba usado en el proceso de resolución, el que se atiene a las reglas 

lógicas y por ello garantiza la validez en la comunidad del resultado producido. 

En los dos primeros períodos el alumno debe copiar o comprender demostraciones hechas 

por otros, en el tercero podrá demostrar más adelante pero no en el primer ciclo de la 

escuela media. ¿CÓmO se articula esto con el propósito de formar en el razonamiento 

deductivo?, sólo resolverá deductivamente problemas que permitan otras formas de 

validación, los de contexto extramatemático. 
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En el último período, la resolución se concibe como un - proceso que incluye diferentes 

momentos de validación en su transcurso, y que tanibién incluye momentos en los que el 

pensamiento funciona más con una intención de investigar caminos que de controlar lo que 

se ha hecho hasta allí, más en la exploración de posibilidades que en la búsqueda de la 

certeza. 

Sin embargo, no se plantea aún con claridad que la demostración es una forma de 

validación más exigente que otras pruebas pues implica la constitución de unza racionalidad 

en la que no sólo interesa la forma de abordar los objetos, sino el status de los objetos 

mismos y el lenguaje utilizado para su tratamiento. Tampoco aparece la actividad de 

demostrar como la que permite construir la racionalidad matemática. 
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S. LA DEMOSTRACIÓN EN LOS TEXTOS PARA LA ENSEÑANZA 

MEDIA 

Retomando los planteos y análisis iniciados en el capítulo cuatro sobre la demostración 

como objeto de enseñanza, en el presente capítulo se toman los textos para los estudiantes 

del primer ciclo de la enseñanza media considerados de peso a lo largo del período en 

estudio, por su aceptación por parte de los profesores. 

Los textos constituyen otra instancia de la transposición didáctica pues introducen nuevas 

modificaciones en los objetos de enseñanza, constituyen una nueva y más fina delimitación 

del alcance de los contenidos. En algunos casos, frente a la insuficiencia de orientaciones 

oficiales, o la falta de ajuste periódico de las mismas, los libros de texto se constituyen para 

los profesores en una fuente en la que abrevar en la búsqueda de un parámetro de 

comparación de sus propios conocimientos disciplinares, de una clarificación respecto del 

tipo de actividades a realizar, de propuestas innovadoras en la articulación y organización 

de los contenidos a enseñar. 

En el relevamiento de textos, inicialmente se tomaron los correspondientes a cualquiera de 

los tres años del primer ciclo de la escuela: media o tercer ciclo de EGB, de autores 

nacionales y también algunos de origen español (GUZMÁN, COLERA y SALVADOR) o 

francés (PAPY) que .han tenido uso entre los profesores en la Argentina. Luego se focalizó• 

en quince textos de autores nacionales y para segundo año del ciclo básico, o para 8vo. y 

9no. año de EGB, para poder establecer alguna comparación en el inicio de la presentación 

de la demostración en el ciclo. Es necesario señalar aquí que en 8vo.año de EGB cursan 

alumnos cuya edad es la de los de ler. año del ciclo básico, pero se han tomado los libros 

de 8vo. y  no los de 9no. porque también ha habido, con el cambio de estructura de los 

niveles del sistema una nueva distribución de los contenidos. 

De los primeros trabajos de análisis de alrededor de doce libros de texto para el año 

elegido, se han seleccionado cuatro por ser los más relevantes en su época por su uso y su 

peso cultural. (ver Cuadro: Reformas y textos en la historía de la enseñanza de la 

Matemática). 
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Para el período que va desde 1950 a 1956, se eligió el de REPETTO, LINSKENS y 

FESQUET en la edición de 1952 que responde al período 1 y  los contenidos anteriores a la 

reforma deI 56. Para el período 2, de 1956 a 1965, otro libro de las mismas autoras del año 

1967 cuyos contenidos son los propuestos en la reforma del 56. Para el período 3, de 1965 

a 1995, se tomó el de TAPIA, TAPIA y BIBILONI cuya primera edición fue del año 1975 

y toma las orientaciones de la reforma de 1965. Para el período 4, posterior a la reforma de 

1995 se ha seleccionado el de GUELMAN, ITZCOVICH, PAVESI, RUDY. También se 

analiza un quinto libro, que puede ser considerado de transición entre el tercero y cuarto 

período, el de SADOVSKY, KASS, PANTZZA, y REYNA de 1989, por ser el primero que 

incluye una referencia tematizada a la demostración. 

Entre los múltiples aspectos considerados en la lectura y análisis de los textos 

seleccionados se ha privilegiado en primer lugar una lectura general del mismo, y luego 

una lectura más pormenorizada de sus componentes. Ciertos interrogantes colaboraron en 

este estudio, y han sido organizados en tomo a las problemáticas siguientes: 

/ Sobre las decisiones tomadas en la organización dei texto y la demostración en él. 

¿La demostración en el libro es objeto de reflexión explícita? ¿ ¿En qué "ambiente" 

aparece en el texto?. ¿Es o no objeto de enseñanza? ¿Qué lectura puede hacerse del 

índice? ¿Cómo está organizado cada capítulo? 

Sobre la concepción de matemática a enseiai; la racionalidad y ci lugar de i 

demostración en ella. 

¿Cómo se presenta la matemática? ¿Qué concepción de los objetos matemáticos, 

son invenciones, se descubren o son construidos? ¿La demostración, es herramienta 

de validación o modelo de la actividad matemática? ¿Lo deductivo se presenta en 

relación con qué status de los objetos matemáticos? ¿En geometría, el rol de la 

figura, es mostrar o demostrar, es decir se induce al alumno a aceptar lo que 

aparece en el dibujo como prueba? ¿Cómo se establecen conjeturas y cómo se 

validan? ¿En geometría, se habla de propiedades y teoremas pero pide verificar en 

el dibujo? Si es en álgebra se demuestran las conjeturas obtenidas inductivamente? 
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s Sobre la noción de paralelogramo. 

¿El objeto "paralelogramo" en relaciÓn con 'qué conocimientos aparece?, ¿Qué 

conocimientos se consideran previos? ¿Se presenta esta noción en su carácter de 

objeto de la ciencia, descontextualizado, o en su carácter de herramienta, 

contextualizado? ¿Hay problemas? ¿Problemas intra o extramatemáticos? ¿Cómo 

aparece la demostración en relación con la noción de paralelogramo? 

' Sobre las propiedades demostradas 

¿Se llama teorema a una serie de relaciones no demostradas, sólo enunciadas con lo 

que se vacía de sentido la palabra teorema?. ¿Se dice condición necesaria y 

suficiente cuando están los dos teoremas? ¿ Hay alguna indicación sobre el dominio 

de validez de las propiedades demostradas, alguna alusión a generalización? Y que 

ocurre con los teoremas recíprocos? ¿Se trabaja de algún modo cuando existen y 

cuando no existen? 

" Sobre la preparación didáctica de la demostración 

¿Se ha realizado un recorte respecto de la demostración? ¿hay "temporalización" y 

secuenciación de las formas de razonamiento en general y del razonamiento 

deductivo en particular? es decir, ¿se plantea cómo entra al sistema y cómo 

evoluciona en él la enseñanza de formas de razonamiento en general o del 

razonamiento deductivo?. 

v Sobre las prácticas docentes inducidas y la representación del aprendizaje del 

alumno en relación con el razonamiento y la demostración 

¿El docente es inducido a la exposición del saber, a plantear el descubrimiento, a 

proponer problemas? ¿-Se habitúa al alumno a generalizar y a encontrar diferencias 

entre lo particular y lo general? Cuando se pide demostrar, ¿hay preguntas 

intermedias o alguna otra guía para el alumno? ¿Se explicitan, construyen o ignoran 

las regias válidas? ¿En la actividad del alumno es posible alguna de las duplas: 

convencer - sistematizar o comprender - descubrir? 
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Textos paradigináticos en cada período 

Libro Geometría - Segundo curso - Repetto, Linskens, Fesquet. 

Este libro analizado es la edición 4° edición (la 1° es de 1940) y  se presenta en dos 

volúmenes, uno de Aritmética y otro de Geometría tal como el programa del curso, del que 

el índice del texto es una copia. En el de Geometría, aparecen 11 capítulos cuyos títulos 

aluden a objetos matemáticos de diverso tipo, como figuras geométricas (circunferencia y 

círculo o cuadriláteros), relaciones (como posiciones relativas de una recta con respecto a 

una circunferencia, u operaciones como multiplicación de segmentos. Cada uno incluye la 

enunciación completa de las propiedades y si existen sus recíprocas, así como también de 

las construcciones cuyos procedimientos se van a desarrollar, indicando además cuáles 

serán en cada caso los datos de partida. Se explícita también que se incluyen "ejercicios de 

aplicación". (Anexo 1 a Y) 

Cada capítulo está organizado en varias partes, una para cada noción tratada.. Cada parte 

incluye dos tipos de presentaciones, una o más definiciones y teoremas relativos a las 

propiedades de los objetos definidos, y ejercicios de aplicación, entre los que se incluyen 

construcciones geométricas. (Anexo VI a XVI). 

Las nociones matemáticas aparecen en su presentación descontextualizadas, en su carácter 

de objetos de la ciencia. Todos los teoremas, tanto directos como los recíprocos están 

demostrados. Se presenta una figura como apoyo para seguir el razonamiento, pero ésta es 

considerada corno un dibujo al cual hay que agregar datos para poder razonar, no se 

pretende mostrar sobre el dibujo. En algunos casos se deduce de una propiedad 

demostrada, una condición necesaria y suficiente (REPETTO, LINSKENS, FESQIJET: 

1952, 33). 

En los ejercicios de aplicación se propone al estudiante realizar demostraciones, y también 

realizar cálculos para el caso de las propiedades métricas (REPETTO, LINSKENS, 

FESQUET: 1952, 26/27). Las construcciones explicadas paso a paso, si es posible se 

desarrollan con más de un procedimiento, y al finalizar se plantea la condición de 

posibilidad de cada una, es decir para qué valores o relaciones entre los datos es posible 
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construir la figura pedida (REPETTO, L1NSKENS, FESQUET: 1952, 27 y  28). Las 

explicaciones sobre las construcciones se hace razonando sobre una figura de análisis que 

aparece en el texto. Si bien las construcciones que se plantean como ejercicio a resolver, 

son otros ejemplos de las ya explicadas con diferentes datos, en algún caso se propone 

realizar alguna no explicada (REPETTO, LINSKENS, FESQUET: 1952, ejercicio 15, pág. 

29). 

Se puede inferir que esta organización refiere a las concepciones de enseñanza y de 

aprendizaje. El profesor explica el saber en su carácter de objeto, y también su uso como 

instrumento por ejemplo en la construcción de figuras, tratando de ser lo más fiel posible a 

la versión escolarizada del conocimiento en que la definición para cada objeto es única, así 

como el tipo de simbolización utilizada para representarla. 

Las actividades para el alumno son ejercicios de aplicación. El estudiante ejercita y aplica 

el conocimiento. Puede aplicar el conocimiento porque lo aprende acabado, cada objeto 

con todas su propiedades y cada una de éstas con el dominio de validez adecuado, 

relacionado con otros objetos del mismo campo. No se apela a la comprensión del 

estudiante, sino a que entre en el juego deductivo de partir de premisas y arribar 

lógicamente a la conclusión. Si lo hace, quedará convencido de que ésta es irrefutable, pero 

¿cómo entra en el juego?. 

Las construcciones nuevas, con datos diferentes que se proponen en algunas listas de 

ejercicios de aplicación, podrían ser consideradas problemas intramatemáticos desde una 

mirada actual, sólo que en el marco de un contrato didáctico corno el que se infiere del 

texto, el alumno no tiene concibe la resolución de problemas como práctica matemática si 

no lo hace usando como modelo de razonamiento el deductivo. 

Esto supone presentar la Matemática como un cuerpo de conocimientos organizado, en la 

que se suceden definiciones teoremas, corolarios y construcciones.. La actividad 

matemática no aparece más que a través de sus resultados y en particular la geometría 

según la sistematización de Euclides cuyos enunciados son los axiomas de partida o los 

derivados deductivamente de ellos. El orden en que se van presentando los conocimientos 

es el que impone proceder por deducción. Los objetos de la geometría son figuras, objetos 
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ideales dados mediante una definición, y la demostración funciona aquí como un - 

instrumento que permite encadenar nociones y propiedades. 

La noción de paralelogramo aparece como parte del capítulo 4, en el que también se 

desarrolla la noción de trapecio. Los paralelogramos son presentados como cuadriláteros 

con propiedades particulares. Este capítulo está antecedido por la presentación de otros con 

nociones más generales, corno los polígonos convexos y los cuadriláteros. También en el 

capítulo de paralelogramos se toman primero los paralelogramos en general y luego los 

tres paralelogramos especiales: cuadrado, rombo y rectángulo. 

Aunque no forma parte del recorte realizado en este estudio el libro de aritmética del 

mismo año, conviene señalar por la diferencia con otros textos analizados, que la 

demostración también aparece en el libro de Aritmética, por ejemplo al presentar las 

propiedades de la potenciación 

Libro Geometría 2 - Matemática moderna - Repetto, Linskens, Fesquet. 

Este libro considerado es la 17° edición, y también se presenta en dos volúmenes, uno de 

Aritmética y otro de Geometría. También en este caso, el índice va siguiendo el programa 

del curso. En el libro de Geometría, aparecen 12 capítulos numerados, que en algunos 

casos provienen de la unión de otros anteriores, y en otros casos se separan en dos o más 

capítulos lOS contenidos que están agrupados en uno solo en el libro analizado para el. 

período anterior. Se incluye además antes del primer capítulo, una "Síntesis sobre nociones 

de relaciones" incorporadas luego de algunas ediciones en que estos contenidos se 

presentaron en un cuadernillo separado. En esta síntsis se presentan nociones conjuntistas, 

tal como lo indica el programa de 1965. 

También en este caso los títulos aluden a objetos matemáticos de diverso tipo, como 

flguras geométricas (circunferencia y círculo o cuadriláteros), relaciones (como posiciones 

relativas de una recta con respecto a una circunferencia), o procedimientos (como 

construcción de paralelogramos) La enunciación del contenido del capítulo es muy breve, 

sólo se mencionan las figuras, si se desarrollarán propiedades sin especificarlas y sólo en 

algún caso mencionándolas por las figuras a las que se refiere "suma de los ángulos 
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interiores de un polígono". También se anuncia que en cada capítulo se incluyen 

' "ejercicios y problemas de aplicación". (Anexo XVII a XXII). 

Cada capítulo está organizado en una (el 3) o más partes (el 12), una para cada noción 

tratada. Si bien vuelve a parecen la estructuración del capítulo en dos partes, una de 

presentación de los conocimientos y otra de actividades para el alumno, hay diferencias 

respecto de la cada una de estas partes con respecto a la 43  edición ya analizada. (Anexo 

XXIII a )CXXVII). El capitulo de Paralelogramos, se divide aquí en tres, el 3 de 

paralelogramos en general, el 4 de paralelogramos especiales, y el 5 de construcciones 

geométricas. 

En el capítulo 3 (y  el mismo tratamiento' tienen los contenidos del 4) , las definiciones 

clásicas como "se llaman paralelogramos los cuadriláteros que tienen dos pares de lados 

opuestos paralelos" se completan con ejemplos (REPETTO, LrNSKENS, FESQUET: 

1967, 56), y en algunos casos se presenta también una definición conjuntista, derivada de 

un apartado denominado "observación", en el que aparece un dibujo que ilustra la idea, por 

ejemplo "paralelogramo es un cuadrilátero determinado por la intersección de dos bandas 

secantes" (REPETTO, LINSKENS, FESQUET: 1967, 57). Al presentar las propiedades se 

retorna la noción de paralelogramos, apelando a la observación y medición de los 

paralelogramos dibujados, es decir a la vía experimental. Luego se presentan los 

paralelogramos como subconj unto de los cuadriláteros en relación con las propiedades que 

cumplen, simbólicamente (con el símbolo de inclusión entre ambos corjuntos) y con un 

gráfico (un diagrama de Venn). 

También aquí se demuestran los todos los teoremas, directos y recíprocos, y en un apartado 

denominado también "observación", se relaciona teorema recíproco con condición 

suficiente (REPETTO, LINSKENS, FESQUET: 1967, 68). En las demostraciones de los 

teoremas, se usa una figura como apoyo para seguir el razonamiento, considerada como un 

dibujo: Entre una y otra demostración se incluyen explicaciones que parecen en el texto 

señaladas con un punto naranja en el comienzo, pareciera que con la intención de marcar 

que hay un cambio en el discurso. Por ejemplo se indica que una demostración puede 

hacerse por otro camino (REPETTO, LINSKENS, FESQUET: 1967, 62) o se explica 

coloquialmente una propiedad antes de demostrarla (REPETTO, LINSKENS, FESQUET: 

1967, 64). 
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En los ejercicios y problemas de aplicación (REPETTO, L1NSKENS, FESQUET: 1967, 72 

y 73) se propone al estudiante tres tipos de tareas, realizar demostraciones, realizar 

cálculos para el caso de las propiedades métricas y buscar razones matemáticas para una 

situación extramateinática. 

Las construcciones del capítulo 5 son un objeto de estudio con un status diferente al de 

ejercicio para la aplicación de propiedades. También son, como en el texto de la 4' edición, 

explicadas paso a paso, si es posible se desarrollan con más de un procedimiento, se razonor  

sobre la figura de análisis y se plantea la condición de posibilidad de cada una. Pero en esta 

presentación, al finalizar se incluye la justificación de la construcción, es decir, las 

propiedades que cumple la figura construida para asegurar que se trata de la que se pidió 

(REPETTO, L1NSKENS, FESQUET: 1967, 84 y  85). 

Al inferir de la organización del capitulo las concepciones de enseñanza y de aprendizaje, 

se puede asimilar a un docente que explica el saber en una versión acabada, y un alumno 

que aplica el conocimiento que le ha sido transmitido. Se considera que alguna 

intervención tiene la intuición y la experiencia del alumno en el aprendizaje, para tratar de 

lograr una mejor comprensión de los çonceptos y razonamientos matemáticos. 

Las señales de cambio son en la concepción de la matemática a enseñar, ligada a una 

introducción de los objetos de la matemática que utiliza más de una vía. Se hace una 

presentación clásica, pero acompañada de olt --a quc apela a la intuición y aún a la 

experiencia. Esto resulta contradictorio con la posterior presentación deductiva de las 

propiedades, pues un carácter distintivo de lo deductivo es la generalización y el carácter 

de verdades necesarias y no de hecho a las que se aplica. La intención de usar la intuición 

como auxiliar, resulta en una confusión respecto del status de los objetos. La manipulación 

de las figuras mediante la medición efectiva, en algunos apartados (REPETTO, 

LII4SKENS, FESQIJET: 1967, 58 y  61), se propone como medio para probar que una 

figura cunple una propiedad, con lo que se enturbia la diferenciación entre loobjetos y el 

espacio geométrico, y los objetos y el espacio fisico. Se intenta salvar esta cuestión 

aclarando que lo que se da en el caso particular del dibujo presentado vale en general, y 

que esto se puede demostrar. (REPETTO, LIINSKENS, FESQUET: 1967, 61) 
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Aparecen algunas diferencias con los textos anteriores, en relación con el lenguaje 

utilizado, que incluye los signos y símbolos presentados en la primera página, para la 

representación simbólica y gráfica de las definiciones conjuntistasy las clasificaciones e 

inclusiones de clases de figuras. El orden de presentación de los conocimientos es el que 

permite deducirlos de otros anteriores, y la demostración sigue siendo un medio para 

presentar las propiedades. 

La noción de paralelogramo se presenta luego de otras más generales, y también entre ellos 

se presentan en segundo término los palelogramos particulares, utilizando para mostrar las 

relaciones entre las distintas figuras y sus propiedades, la noción conjuntista de relación 

presentada en la síntesis anterior al primer capítulo. 

La demostración sigue siendo el modelo de pensamiento deductivo, y no aparecen otra 

formas de razonamiento. Tampoco hay referencias a la actividad matemática, ni a la 

elaboración de conjeturas. 

Libro Matemática 2— Tapia, Tapia y Bibiloni. 

Este texto se presenta en un único volumen que alterna capítulos de Artimética y 

Geometría, y contiene un capítulo inicial de "Conjuntos y relaciones". Los contenidos de 

geometría están organizados en sólo 4 capítulos, cuyas denominaciones son entres casos 

figuras, y en Ci último las nociones de equivalencia y área. En el índice de cada capítulo, se 

van alternando la presentación de los diversos contenidos enunciados brevemente por un 

nombre genérico (construcciones, propiedades de las diagonales) y los "ejercicios". 

(Anexo XXXVIII a XLI). 

El estudio de los paralelogramos y sus propiedades se incluye, en el capítulo denominado 

Cuadriláteros y cuadrángulos. En los tres primeros apartados del capítulo se presentan los 

cuadriláteros, su clasificación y las propiedades de lados y ángulos. (Anexo XLII a LXII) 

En el apartado 1 se presentan los cuadriláteros como fronteras y los cuadrángulos como 

regiones interiores y fronteras, y luego como intersección de ángulos o de semiplanos. Sus 

propiedades sólo se enuncian, así como las condiciones necesarias y suficientes de 

congruencia. (esta noción se presenta en un capítulo anterior). Los ejercicios presentados 
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luego proponen dibujar ejemplos de figuras, explicar sus diferencias, usar las propiedades 

métricas para calcular, unir puntos en un gráfico y analizar el dibujo obtenido resolver 

intersecciones de ángulos determinados por 4 puntos en el plano. 

En el apartado II se presenta la clasificación de los cuadriláteros, ilustrando las propiedades 

mediante dibujos con varillas articuladas sobre las que se proponen movimientos, y el 

paralelogramo aparece como un trapecio particular. Del mismo modo, se van presentando 

los cuadriláteros particulares y la que se denomina clasificación genética de los 

cuadriláteros. Se explica que "cuando se demuestra una propiedad para una clase de 

cuadriláteros es válida para todas las clases incluidas en la primera" (TAPIA: 1975, 249). 

Los ejercicios de este apartado, proponen por ejemplo, representar en diagramas de Venn 

tres conjuntos, realizar operaciones y luego definir los resultados por comprensión y 

analizar qué tipo de relación es la de inclusión entre diferentes conjuntos de cuadriláteros. 

En el apartado ifi, se dice explícitamente que "las propiedades de los lados y ángulos, se 

presentan por verificación y demostración". Se propone explícitamente la intención de que 

el alumno demuestre, explicando un recurso general para demostrar: "encontrar triángulos 

y segmentos congruentes", y una metodlogía: en función de los datos y las incógnitas, 

"determinar qué triángulos conviene comparar". 

"Te mostraremos algunas demostraciones como modelo y te proponemos 

otros como ejercicio. El propósito no• es meinori;ar!as, sino saber 

encontrar el camino para lograrla ". (TAPIA: 1975, 251) 

Antes de la dmostración de una propiedad, se propone una verificación con papel 

recortado y superposición (TAPIA: 1975, 252), la demostración se hace con una hipótesis 

y dos tesis para dos propiedades diferentes, y las propiedades recíprocas se enuncian y se 

explica cómo se pueden demostrar. Como ejercicio para esta parte, se pide demostrar una 

propiedad dada, y se sugiere realizar una construcción auxiliar (trazar una diagonal y 

compara los triángulos). Los ejercicios que no son demostraciones proponen analizar 

varias propiedades como condición suficiente para otra, dibujar figuras con ciertas 

características, analizar una fórmula de perímetro en relación con el cuadrilátero para el 

cual puede usarse, y realizar cálculos con y sin uso de ecuaciones. 
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Al compararlo con los textos anteriores, se observa una modificación importante en el 

lenguaje, tanto en de la notación en general (aparecen los símbolos de pertenencia, 

inclusión, etc.) como en la específica de la geometría (los puntos con letras minúsculas y 

las rectas con mayúsculas), y también con un lenguaje gráfico nuevo (los diagramas de 

Venn) para el que se fijan algunas convenciones. Por otra parte hay una renovación en el 

vocabulario utilizado para denominar las figuras, por ejemplo se insiste en la justeza de su 

denominación según que hay que referirse sólo al contorno de la figura (cuadrilátero) o 

también a la región que este contorno rodea (cuadrángulo). 

Los objetos de la geometría que se presentan son puramente formales, pues el punto, la 

recta y el plano no se definen y los otros objetos son definidos de manera conjuntista a 

partir de ellos. Sin embargo y a la vez, se hacen derivar de la experiencia, como si se 

abstrayeran de la realidad. Justamente se trata de mejorar la incomprensión y falta de 

sentido que genera la formalización presentada recurriendo al material concreto para 

presentar ejemplos particulares. 

No todas las propiedades están demostradas, en algunos casos se explica cómo hacerlo, y 

cuando corresponde se señala que una propiedad es recíproca de otra. La cuestión de la 

verificación previa a la demostración, y la enunciación de propiedades como consecuencia 

de una comprobación (TAPIA: 1975, 252) resulta en una confusión respecto de las formas 

de validación aceptadas en matemática. 

Libro Matemática 2 - Sadovsky, Kass, Panizza, Reyna. 

El índice de este libro tiene 15 capítulos en el que se alternan los dedicados a contenidos 

aritméticos, y geométricos. Incluye una novedad respecto de los textos anteriores, un 

capítulo dedicado a la demostración, y se señala que el propósito del mismo, es el de "dar a 

los alumnos la oportunidad de reflexionar sobre los procesos demostrativos" (Anexo 

LXIII a LXV) 

El capítulo dedicado a paralelogramos, intenta "articular una aproximación intuitiva con la 

introducción al pensamiento forma!". (Anexo LXXII a LXX\T). La aproximación a la 

definición de los paralelogramos es la investigación realizada por un grupo de alumnos que 

discuten su trabajo, y encuentran una regularidad, la de que los puntos medios .de los 
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cuadriláteros déterminan un cuadrilátero particular, el paralelogramo. En los dibujos 

realizados, verifican el paralelismo con diferentes cuadriláteros. 

La aproximación intuitiva a las propiedades, por ejemplo en el apartado lados y ángulos 

del paralelogramo, la propiedad de congruencia de los mismos se comprueba con uso de 

varillas y recortado (SADOVSKY, KASS, PANIZZA, REYNA: 1989, 150), y luego 

aparece la pregunta acerca de la generalidad de la comprobación realizada, planteando un 

razonamiento para "cualquier" paralelogramo. Efectuar uñ razonamiento válido para 

cualquier figura con las características dadas, es lo que permite afirmar que la propiedad es 

general. Los razonamientos están planteados en una serie de pasos y en lenguaje simbólico, 

pero forma parte de un discurso más coloquial. (SADOVSKY, KASS, PANIZZA, 

REYNA: 1989, 150) 

Para algunas demostraciones se sugiere un camino, y explicar las razones por las que se 

puede usar una cierta propiedad. En el caso de corresponder, se menciona que la propiedad 

demostrada es recíproca de la anterior. 

Con respecto al uso de la demostración en este capítulo, es un instrumento que permite 

presentar las propiedades, y el paso a lo deductivo, se relaciona claramente con el intento 

de generalización. 

• En el capítulo 11, denominado La demostración en matemática, se hace una introducción 

acerca del uso del razonamiento que parte de ciertas premisas y luego de varios pasos 

estánlece conclusiones para un caso fuera de la matemática. Aparece un cuento policial de 

Coñan Doyle adaptado, y luego se analiza el pensamiento de Holmes, estableciendo las 

conjeturas iniciales, los datos adicionales buscados, y la conclusión. Al plantearlo en la 

matemática, se hace un paralelo con el cuento, y luego se plantea que un razonamiento 

inductivo permite descubrir posibles propiedades, se puede sospechar una ley general. Se 

aclara que luego hay que demostrarlo o encontrar un ejemplo que lo contradiga. (Anexo 

LXVI a LXIX). Demostrar para todos los elementos de un conjunto infinito, aparece como 

razonar sobre un elemento genérico. 
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En el texto, se explicitan los criterios utilizados para la preparación didáctica de dos-

instrumentos de la actividad matemática, la definición y la demostración. Con respecto a la 

definición se dice: "un alumno puede utilizar un concepto antes de proponer una 

definición, esto antes de entender qué significa definir, y esto aún antes de entender para 

que sirve una definición". Con respecto a la demostración se plantea que: "puede verificar 

una propiedad en un conjunto finito antes que en un conjunto infinito, puede entender una 

demostración antes de ser capaz de demostrar, y esto antes de entender qué cosa es una 

demostración. 

Libro de la matemática - 8vo EGB - Guelman, Itzcovich, Pavesi, Rudy. 

En este libro los capítulos desarrollan algunos contenidos diferentes de los anteriores 

Desaparecen los dedicados a la teoría de conjuntos, y se introducen dos capítulos de 

Probabilidad y Estadística. Hay 4 capítulos de Aritmética, 5 de Geometría, 1 dedicado a la 

presentación de la demostración. (Anexo: LXXVI a LXXVIII) 

La estructura de cada capítulo del libro está organizada en cuatro partes. En primer lugar se 

presentan problemas "para resolver con lo que saben", a continuación algunos posibles y 

diferentes procedimientos para resolverlos, y en tercer lugar la definición o enunciación de 

los conocimientos utilizados en la resolución y su designación en la ciencia. Finalmente 

aparecen ejercicios. 

En cuanto al capítulo titulado "La demostración", el primer problema plantea decidir si los 

resultados de unos cálculos son correctos y justificar la decisión. Al plantear dos maneras 

de resolverlo, una de ellas implica hacer uso de la propiedad distributiva. (Anexo: LXXIX 

aXC) 

En el problema 2, se pide escribir de alguna forma todos los números que cumplen ciertas 

çropiedades. Como se trata de propiedades que cumplen conjuntos infinitos de números, la 

única forma de escribirlos a todos es buscando una expresión con letras. 

En el problema 3, se pide decidir y justificar sobre un conjunto de enunciados si son 

verdaderos o falsos. El ejemplo está elegido de tal modo que si se empieza a averiguar 

probando con algunos números, rápidamente se comprueba que el enunciado es falso, con 
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lo que surge la regla de que un contrejemplo basta para probar la falsedad de un enunciado. 

Por lo tanto, para conjuntos infinitos no se puede garantizar la validez si no se logran 

escrituras que permitan razonar sobre todos los números. 

En el 4, se pide averiguar si se duplica el área de un rectángulo cuando se duplica uno de 

los lados, con lo que se da un problema geométrico en el marco de la medida. 

En el problema 6, se propone determirfr la verdad o falsedad de una afirmación sobre un 

procedimiento para números de una cifra. En este caso, como el conjunto en el que hay que 

probar es finito y de pocos números, se puede probar con cada uno. 

Es interesante relevar que la demostración es retomada en un capítulo posterior, 

nuevamente en contexto geométrico y en relación con la medida, para presentar el teorema 

de Pitágoras. Luego de plantear un problema de distancia en un caso particular y recurrir a 

la propiedad para resolverlo, se desarrolla una posible demostración para el caso de un 

triángulos isósceles. Esa demostración es anterior a Pitágoras, y así es presentada, tal como 

se anuncia en el índice. A continuación el autor demuestra la propiedad por deformaciones 

continuas de los cuadrados construidos sobre los lados, para un triángulo cualquiera (no 

isósceles)con lo que se amplía el campo de aplicación de la propiedad. 

En la reflexión posterior, también se busca ampliar el campo de aplicación de la propiedad 

pero en este caso en el marco numérico, pues se pregunta cómo funcionará para el caso Cr, 

que el lado y la diagonal del triángulo sean números irracionales. 

Retomando los interrogantes planteados al inicio del capítulo, es pósible reflexionar sobre 

lo analizado hasta aquí siguiendo la evolución de los textos a lo largo del tiempo. Entre los 

hallazgos mas destacables sobre las problemáticas planteadas se señalan los siguientes: 

/ Sobre las decisiones tomadas en la organización del texio y la demostración en él: 

En los tres primeros libros, la demostración no aparece tratada como objeto de 

enseñanza y en los dos últimos libros, sí. Se puede advertir una participación 

creciente de los autores en la reorganización de los contenidos de las unidades del 

programa al armar el índice, ya que en los tres primeros libros, los índices siguen 

unidad por unidad, el programa oficial, y en el cuarto, aparecen temas nuevos como 
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por ejemplo la inclusión del capítulo de demostración. En el caso del último libro, 

la ausencia de distribución de los contenidos de los CBC por año, deja la tarea de 

distribución, secuenciación y organización de los contenidos como decisiones de 

los autores. 

V' Sobre la concepción de matemática a enseflar y el lugar de la demostración: 

Se va transitando de una matemática que se muestra como ciencia axiomática, 

cuyos objetos son ideales, invenciones del hombre (en REPETTO y otros,1952), a 

otra matemática con una estructura lógico formal en la que los óbjetos se abstraen 

de lo real (en TAPIA y otros). De esta segunda concepción se transita a una tercera, 

en la que la matemática es una actividad de resolución de problemas, y sus objetos 

son construidos en esta actividad (GUELMAN y otros). 

Paralelamente, según cada concepción de matemática la demostración tiene un 

papel diferente. Silos objetos son ideales, las reglas de la lógica anteceden a la 

actividad de demostrar, y las demostraciones deberán ser deducidas a partir de las 

definiciones de los objetos y de esas reglas. Si los objetos son descubiertos, 

preexisten a la actividad de demostrar, y la demostración es un medio de suplir la 

insuficiencia de los medios de observación o de los instrumentos. Si los objetos 

matemáticos son construidos, existe una simultaneidad entre la construcción de una 

racionalidad matemática y la actividad de demostrar. 

Por otra parte, mientras que en los tres primeros libros se presenta la demostración como 

modelo del pensamiento matemático, en los dos últimos es presentada con claridad como 

instrumento de validación. 

Se identifica una evolución en el papel del alumno como sujeto de aprendizaje en lo 

relativo a lo que se concibe que tiene que hacer, a lo largo de todos los libros. En 

REPETTO de. 1952, el alumno sólo contempla, memoriza y copia las demostraciones, en 

REPETTO de 1967 aplica sus resultados, y en TAPIA es instado a utilizar el razonamiento 

deductivo como una serie de deducciones pero sin demostrar. La matemática deductivista 

que se muestra en estos tres casos podría ser para los alumnos, inhibidora de sus 

comportamientos heurísticos. A partir de GUELMAN, puede observarse que la actividad 
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matemática del alumno es entendida como un proceso de resolución de problemas, y ese 

proceso puede o no incluir momentos, en los que demuestre. 

y' Sobre la noción de paralelogramo y las propiedades demostradas 

Ante la ausencia de la demostración como objeto de enseñanza, el análisis sobre la 

presentación de la noción de paralelogramo, podría sintetizarse plateando que ha sido 

hasta Sadovsky inclusive, un contenido a tratar, pero, luego desaparece en los textos de 

segundo año para pasar a los textos de sexto grado. 

En todos los casos, el conjunto de figuras y propiedades que se tratan son los mismos, 

aunque varían la forma de definirlas y de presentar las propiedades. De la definición 

clásica por sus propiedades, se pasa a la "conjuntista". Las propiedades dejan de ser 

todas demostradas, también sus recíprocas cuando existen, y pasan a ser sólo algunas 

demostradas y otras enunciadas. 

En los tres primeros textos, la noción es tratada en forma "descontextualizada", en su 

carácter de objeto, y no como instrumento de resolución. Los ejercicios en los dos 

libros de Repetto son de cálculo o de construcción. En Tapia se agregan los de 

clasificación. En el SADOVSKY en cambio, además de presentarla fuera de contexto, 

también se plantean "problemas abiertos" donde hay que tener en cuenta las 

propiedades de las figuras para resolverlos. 

Un caso interesante de analizar, es el de las construcciones geométricas, que 

evolucionan en su tratamiento a lo largo de los libros, pasando de ser procedimientos a 

repetir en ambos REPETTO, a constituirse en el de SADOVSKY en una fuente de 

problemas. 

" Sobre la preparación didáctica de la demostración. 

Se han observado algunas coincidencias en dos textos, los de sadovsky y guelman, en 

los que la demostración es un contenido a enseñar. El tratamiento que se da a las 

figuras geométricas no es el de dibujo, sino el de objetos ideales. El razonamiento 

deductivo en matemática está asociado a la necesidad de pensar en propiedades que 

valgan para todos los objetos, sean números o figuras, es decir a la idea de 

generalización. Cuando se propone arribar a conjeturas por vía inductiva, es decir 
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mediante el análisis de casos particulares, se aclara que si . no se demuestra, es 

propiedad no es válida. 

También se observan diferencias en cuanto al modo de entrada a la demostración. 

Mientras que en SADOVSKY, se plantea la realización de verificaciones de 

propiedades antes que las demostraciones, en GUELMAN se proponen preguntas cuya 

respuesta el alumno no conoce y que lo harán entrar en un proceso de resolución y 

validación. En Sadovsky, se introduce en el ámbito de analizar propiedades de los 

números, y en el segundo se amplia a analizar también en el marco geométrico. 

Otra diferencia entre ambos textos, es que la entrada al razonamiento deductivo en 

matemática se hace en el primero de estos libros por comparación y diferenciación del 

uso del razonamiento deductivo fuera de ella, mientras que en el de GUIELMAN, se 

plantea un conjunto de problemas a resolver, y en cada uno de ellos es necesaria alguna 

"regla" diferente para llegar a la respuesta. Así se va pasando por el "contrajemplo", el 

probar uno a uno para conjuntos con muy pocos elementos, buscar una fórmula para 

conjuntos infinitos. 

1' Sobre las prácticas docentes inducidas y la representación del aprendizaje del alumno 

en relación con el razonamiento y la demostración 

En la práctica de enseñanza que inducen los dos libros de REPETTO, no se propone el 

aprendizaje de la demostración propiamente dicho, y no se realizan actividades con el 

propósito de enseñar a demostrar. El profesor tendría que mostrar las demostraciones a 

los alumnos, ecribirlas en el pizarrón, explicar dónde y cómo se deben escribir HI, TI 

y las líneas del razonamiento hasta llegar a la conclusión. La demostración consiste en 

pasar de una a otra mediante un razonamiento deductivo. Pero, demuestra sólo para 

exponer en forma racional, organizada deductivamente. La demostración muestra un 

"producto", no una actividad. 

Si el alumno fuera invitado a demostrar, no sabría cómo hacerlo. No puede imaginar 

que para demostrar es necesario pensar, y aunque le hayan dado las reglas no 

comprenderá el sentido del juego que se les propone. 
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En la práctica de enseñanza inducida por TAPIA, el profesor tendría que realizar 

experiencias con materiales manipulativos para que el alumno descubra las 

propiedades. Sólo en el caso de que alguna de ellas no sea evidente para el alumno, 

tendrá que demostrar. Aunque reconoce la potencia del razonamiento deductivo, no 

planteará al alumno demostrar, sino usar las propiedades para establecer relaciones. 

Si al alumno se le propusiera demostrar, trataría de buscar los pasos del 

eritadenamiento deductivo, sin preguntarse si la propiedad es o no verdadera. 

En la práctica de enseñanza inducida por GUELMAN, el profesor tendría que plantear 

problemas, y los alumnos deberán resolverlos, luego discutirá la solución con ellos 

analizando las reglas utilizadas para asegurarse de que "todos los objetos" cumplan o 

no cumplan la propiedad en cuestión. 

Focalizando en la enseñanza de la demostración y la formación del pensamiento 

deductivo, se puede concluir que: 

En los tres primeros textos (REPETTO, REPETTO, TAPIA), la demostración no 

aparece como contenido a enseñar y se muestra como "pasos a seguir" según las reglas 

de la lógica deductiva, algoritmizada y sin asociarla a un debate, sin que se reconozcan 

otras formas de razonamiento que llevan a formular conjeturas (fase exploratoria). 

En los dos últimos textos (SADOVSKY, GUELMAN), la demostración aparece como 

contenido a enseñar y se muestra como un instrumento ligado a la validación - 

evaluación del resultado obtenido para sí mismo y para comunicar a los otros. (quien 

demuestra ya ha adquirido cierta convicción, cierta certeza respecto de que el resultado 

es válido). En las propuestas de enseñanza, el instrumento tiene tal fuerza que permite 

crear nuevos objetos 
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6. EPILOGO 

Este estudio e investigación se refiere a la enseñanza de la matemática en la escuela 

media, en su primer ciclo, y particularmente sobre la enseñanza de la demostración, entre 

los años 1950 y 2000 en Argentina 

Justamente cuando la enseñanza media procura ser universal, y de calidad para todos los 

estudiantes. Tal preocupación involucra el quehacer de todas las instancias del sistema 

educativo y de cada uno de sus actores. Universalizar la enseñanza media implica 

asimismo corno se afirmara en la introducción de este texto, darse la oportunidad de pensar 

cómo enseñar a pensar, reflexionar sobre las estrategias más significativas para potenciar 

el aprender a aprender a lo largo de toda la vida. 

El abrir un amplio abanico de posibilidades al enseñar la utilización de diversos conceptos 

y herramientas de las disciplinas, así como, el reconocimiento de su potencia heurística 

es sin duda una de las deudas más desafiantes que enfrentan las didácticas a la hora de 

pensar el conocimiento que tienen que adquirir los estudiantes para ser usado fuera de la 

escuela en el inicio del tercer milenio. 

A lo largo de este trabajo puede afirmarse que se ha arribado a los objetivos que se 

planteara, uno de ellos, el que se planteaba ocuparse de indagar sobre cómo se utilizó en la 

enseñanza de la matemática la demostración como herfamienta de formación del 

pensamiento, en caso de que se lo hubiera hecho. 

El otro objetivo, el que se inscribía dentro de las actuales preocupaciones de aportar al 

desarrollo y adecuación de la enseñanza de nivel medio, en su primer ciclo, a una 

signg'icativa formación del pensamiento de los jóvenes que asisten y acceden a este nivel, 

hoy obligatorio en la mayoría de los países latinoamericanos. 

Para iniciar una recuperación de lo analizado en esta investigación a lo largo de sus 

capítulos, pueden destacarse las conclusiones que se explicitan a continuación: 
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Se ha visto en capítulo dos, que cuando en el siglo —V, los griegos detectan el problema de 

los irracionales, aparece la necesidad de la deducción para probar la verdad, así como se 

impone la transformación de los objetos matemáticos en objetos ideales. 

Históricamente, la demostración griega evoluciona tanto en sus formas, lenguajes, como en 

los objetos a los que se refiere, y según a los períodos que se consideren la actividad de 

demostrar estará más relacionada con la sistematización de lo conocido. En otros períodos 

en que la expansión de la ciencia prevalece ante los nuevos problemas se generan nuevos 

conceptos e instrumentos para abordarlos, y la propia actividad de demostrar acrecienta el 

aporte a esta expansión. 

En tanto se da este doble circuito del pensamiento: uno, comenzar del resultado 

conjeturado buscando las relaciones que conducen a él, desde el punto de partida; y, dos, 

deducir paso a paso desde las premisas conocidas para llegar al resultado con un 

procedimiento válido para la comunidad científica: 

También se han visto las permanencias que en el transcurso de la historia se mantuvieron 

como propias de la demostración y. que tienen que ser conservadas en la enseñanza para 

que la transposición didáctica sea "fiel" al propio objeto del saber: 

y' el carácter a priori de sus enunciados 

•el.earácter de necesidad de las conclusiones por el uso de regias establecidas, y 

y' el carácter universal y abstracto de los objetos. 

De los análisis desarrollados en el cap (tulo tres en el que culmina la primera parte de este 

estudio, pueden destacarse las siguientes conclusiones: 

Para enseñar matemática es indispensable, sin duda, incluir la demostración como 

contenido de la enseñanza ya que sin ella no exitiriaen la matemática escolar uno de lOS 

rasgos esenciales de la racionalidad matemática: el uso del razonamiento deductivo. Es 

más, es la actividad de demostrar la que permite a los alumnos construir esa racionalidad. 
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Esta actividad, debiera aparecer en la matemática escolar como una forma de prueba entre 

otras, para lo que es necesario instalar en el aula una forma de actividad matemática, en la 

que los conocimientos vivan como respuestas a problemas, y el debate sobre lo producido 

sea una forma de interacción entre los integrantes de la clase. De tal modo, las reglas que 

norman el debate podrán evolucionar hacia aquellas que son válidas en la comunidad 

científica. 

Por otra parte, la propia actividad de demostrar tendría que aparecer, en el curriculum, 

como contenido de enseñanza, para que todo alumno pueda acceder a esta práctica 

matemática. 

En la síntesis del capítulo cuatro, pueden destacarse las conclusiones siguientes: 

En el marco de la evolución de los documentos regulatorios de la enseñanza, y en relación 

con las orientaciones que brindaron para las transformaciones los libros de los matemáticos 

destacados, es posible identificar cambios que se dieron en la enseñanza de la 

demostración y la formación del pensamiento. 

Que la enseñanza de la Matemática tiene un papel en la formación del pensamiento de los 

alumnos, y que ese papel está centralmente dado porque brinda la posibilidad de formación 

en el uso del razonamiento deductivo, uno de los elementos que constituyen su 

racionalidad, es una cuestiÓn que se constata en, los escritos de los matemáticos de todos 

los períodos. Sin embargo, tal intención formativa no está expresada en los documentos de 

los dos primeros períodos (1950 a 1965). La razón fundamental, pareciera relacionarse con 

la idea de que la sola exposición del iconocímiento organizado deductivamente, habría de 

generar tal formación. 

En el tercer período (1965-1994) comienza a ser incluida la preocupación de enseñar a 

razonar que se observan en las orientaciones didácticas, porque comienza a entenderse al 

alumno deberá tener un rol activo en el aprendizaje, el que debe resolver problemas. Se 

supone que aprenderá a razonar deductivamente con la práctica continua de resoluciones, 

para las cuales sólo se admite como válido el uso del razonamiento deductivo. Otras 

formas de razonamiento se admiten fuera del proceso de resolución de problemas. 
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En el cuarto período (1994-2000) en los documentos regulatoros, la formación del 

pensamiento es un propósito de la enseñanza, y los tipos de razonamiento inductivo y 

deductivo incluidos en las orientaciones didacticas como distintas formas de llegar al 

conocimiento, es decir como parte de lo heurístico en la resolución de problemas. 

Se observan cambios en el tiempo en la enseñanza de la demostración. Comienza siendo 

considerada en los dos primeros períodos mencionados más arriba, y aún en el tercero, es 

decir desde 1950 a 1994), el método de la matemática, asociada a la producción de 

conocimientos y confundida con la totalidad del proceso de resolución de problemas. En el 

último período (1994-2000) se constituye como uno de los instrumentos de prueba usado 

en el proceso de resolución, el que se atiene a las reglas lógicas y por ello garantiza la 

validez en la comunidad del resultado producido. 

En los dos primeros períodos mencionados, el alumno debe copiar o comprender 

demostraciones hechas por otros, en el tercero, podrá demostrar más adelante pero no en 

el primer ciclo de la escuela media. ¿Cómo se articula esto con el propósito de formar en el 

razonamiento deductivo?, sólo resolverá deductivamente problemas que permitan otras 

formas de validación, los de contexto extramatemátíco. 

En el último período que abarca de 1995 a 2000, la resolución se concibe como un proceso 

que incluye diferentes momentos de validación en su transcurso, y que también incluye 

momentos ei los que el pensamiento funciona más con una intención de investigar 

caminos que de controlar lo que se ha hecho hasta allí, más en la exploración de 

posibilidades que en la búsqueda de la certeza. 

Sin embargo, no se plantea aún con claridad que la demostración es una forma de 

validación más exigente que otras pruebas pues implica la constitución de una racionalidad 

en la que no sólo interesa la forma de abordar los objetos, sino el status de los objetos 

mismos y el lenguaje utilizado para su tratamiento. 
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Del capítulo cinco pueden retomarse las siguientes conclusiones: 

Puede afirmarse que, en los tres primeros libros estudiados (REPETTO, REPETTO, 

TAPIA) la demostración no aparece tratada como objeto de enseñanza. En los dos últimos 

libros del estudio (SADOVSKY, GUELMAN) puede verificarse que si se la incluye como 

tal. 

Asimismo, según cada concepción de matemática en vigencia, se modiffca el papel de la 

demostración. De las demostraciones deducidas a partir de las definiciones de los objetos 

ideales y las reglas lógicas, pasando la demostración como forma de suplir la insuficiencia 

de los medios de observación para objetos descubiertos y abstraídos de la realidad, hasta la 

simultaneidad entre la construcción de una racionalidad matemática y la actividad de 

demostrar. 

En los tres primeros libros (REPETTO; REPETTO, TAPIA) se presenta la demostración 

como modelo del pensamiento matemático, en los dos últimos (SADOVSKY, 

GUELMAN) es presentada con claridad como instrumento de validación. 

De una matemática deductivísta que podría ser para los alumnos, inhibidora de sus 

comportamientos heurísticos, se pasa a una actividad matemática para el alumno 

entendida como un proceso de resolución de problemas. 

Las demostraciones en los capítulos de paralelogramos de los tres primeros libros 

(REPETTO; RÉPETTO, TAPIA, aparecen como un producto terminado y formalmente 

adecuado de la actividad matemática, En SADOVSKY, hay un intento de mostrar el 

proceso de producción ylas reglas a las que se ajusta, intento más logrado en GUELMAN. 

En los textos donde la demostración es un contenido a enseñar (SADOVSKY, 

GUELMAN), aparece en relación con las propiedades de los números y en el marco 

geométrico, y en el marco de la racionalidad matemática. 
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A modo de aportes 

Para concluír este trabajo y de acuerdo a sus objetivos pueden esbozarse orientaciones para 

repensar en procesos de mejora dirigidos a los diferentes actores del sistema educativo 

Que la enseñanza de la demostración tiene un papel crucial para que los adolescentes 

tengan posibilidad de acceder a la construcción de una racionalidad matemática, es 

por que la misma es el instrumento de formación del razonamiento deductivo. La 

demostración debe ser incluida en la enseñanza de la matemática. Por lo tanto, es una 

manera en que esta enseñanza puede contribuir mejor a la formación del pensamiento de 

los jóvenes, son afirmaciones de esta tesis. 

Sin embargo, se ha llegado a explicar también que si bien el propósito formativo de la 

enseñanza de la matemática se ha expresado entre los matemáticos desde 1950, sólo hace 

pocos años esto se ha concretadó en los objetivos de enseñanza y más recientemente, en 

1994, la demostración se incluye como contenido de la misma en el primer ciclo de la 

enseñanza media. 

Las razones de esta demora pueden rastrearse en la concepción de matemática a enseñar y 

de cómo los alumnos se apropian de los conocimientos matemáticos en los períodos 

estudiados, y también en la dificultad para transponer la demostración a la enseñanza por la 

ausencia hasta hace pocos años de estudios didácticos en los que se io considere como un 

una problemática de enseñanza con un componente específicamente matemático. 

Por otra parte, en tiempos en los que se plantea la inclusión de todos los adolescentes en la 

escuela, la problemática de la enseñanza de la demostración como instrumento de 

formación del pensamiento es decisiva. Hay muchos educadores que llegan a sostener que 

es suficiente para un ciudadano usar la matemática básica, que no necesariamente requiere 

aprender a demostrar. Sin embargo, si se quiere pasar de lo declarativo a los hechos en 

cuanto al aporte a la formación del pensamiento de la enseñanza de la matemática, hay que 

plantear para los alumnos una construcción progresiva de la racionalidad propia de esta 

disciplina desde el inicio de la escolaridad, como un proceso en el cual, si bien cada joven 

avanzará según sus posibilidades, la escuela debe garantizar como recorrido posible. 
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Sobre la formación del pensamiento de los adolescentes 

Las implicancias de las afirmaciones anteriores, al pensar en la formación del pensamiento 

de los jóvenes, se centran primero en la clase de matemática. ¿Cómo plantear en el ámbito 

escolar el "juego del matemático", con alumnos del tercer ciclo cuyos conocimientos y 

formas de abordaje son diferentes de las de los matemáticos? Involucrándolos en un 

contrato de comunidad clase resolviendo problemas, reflexionando sobre lo hecho, lo que 

dará lugar a que evolucionen tanto los conocimientos corno las formas de abordaje 

Y más específicamente ¿Cuál es el modo de desencadenar en todos los alumnos un proceso 

de prueba?, y ¿cómo hacer aparecer en el transcurso del proceso la necesidad de cambiar el 

tipo de argumentos, cuestionarse las reglas del debate, modificar su conceptualización de 

los objetos? En principio, pareciera que hay que proveerles de un entorno con un problema 

adecuado, con el que los alumnos puedan interactuar en forma privada y/ o en un debate 

con sus pares. - 

Algunos investigadores están trabajando en esta línea, con muchos interrogantes como los 

siguientes a la vista: ¿se pueden construir las reglas del debate o sólo se puede lograr que 

aparezca en la clase su necesidad?, el paso a lo deductivo ¿implica continuidad o ruptura 

con la racionalidad anterior?, si algunos alumnos entran y otros no en el juego deductivo, 

para estos últimos, ¿cómo se puede promover que "entren"? ¿qué factores inciden en ese 

"encender el motor" que hace buscar respuestas? 

Se ha planteado la necesidad de involucrar a los alumnos en prácticas de resolución de 

próblemas, en relación con el aprendizaje de la demostración. Pero hasta aquí no se ha 

puesto el acento en el valor de esta formación por sus implicancias en el marco de generar 

en los jóvenes competencias que les permitirán manejarse con autonomía en su vida como 

ciudadano. 

El involucramiento en la resolución de problemas, ubica a quíen la emprende en una 

exigencia de búsqueda, de exploración que va generando confianza en la propia capacidad 

de enfrentarse con situaciones desconocidas y encontrar respuestas acudiendo a los 

propios recursos. Genera la capacidad de internarse en un pensamiento exploratorio, 
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heurístico, que es potente porque se anima a transitar y va evaluando alternativas, caminos 

posibles, para ir obteniendo resultados con buenas probabilidades de ser razonables. 

Un pensador involucrado en la resolución de problemas, a diferencia de un pensador 

algorítmico, que garantiza la consecución de una buena respuesta, pero no busca 

alternativas y tiene estrategias menos flexibles y adaptables a nuevos contextos y 

situaciones, abre frente al problema un razonable abanico de alternativas, "hace una 

buena apuesta" las explora y las valida. Es el tipo de pensamiento que necesita sin duda un 

joven del tercer milenio. 

Sobre la vida en el aula 

Pensar hoy día en la vida de la matemática en el aula, en el tipo de actividad que allí se 

instala, no puede hacerse sin concebirla como parte de la escuela. Si para aprender a 

demostrar es necesario involucrarse en un proceso de prueba, éste sólo puede darse 

cuando en la clase la actividad matemática esencial es la de resolución de problemas, 

entendida como forma de resolver y reflexionar, hacer, y saber cómo y por qué se hizo, 

explicarlo mostrando caminos y explicando razones, interesándose por la validez de lo 

realizado. 

La evaluación de los aprendizajes, por su fuerte incidencia en el "contrato didáctico", y 

concebida como parte del proceso de enseñanza, debe modificarse desde sus usos actuales 

para acompañar el criterio de que se muestra lo aprendido cuando se pueden utilizar los 

saberes y saber hacer en situaciones que comporten un desafio. Las evaluaciones tendrían 

que incluir situaciones que sean también de resolución de problemas, de producción de 

conocimientos en algún sentido, de resigny'icación de lo conocido en situaciones nuevas. 

Pero por otra parte, si la construcción de la racionalidad es un proceso, que se da a lo largo 

de várioS años, es necesario generar acuerdos institucionales respecto de los criterios a 

utilizar en las prácticas docentes que deben ser comunes a todo el equipo. Por ejemplo, los 

criterios de elaboración y de valoración de la evaluación, de seguimiento de los 

aprendizajes y dificultades de los alumnos, de planificación y secuenciación de los 

contenidos y actividades de enseñanza, de cómo intervenir en la dirección del estudio de 

LA ENSEÑANZA DE LA MATEMÁTICA Y LA FORMACIÓN DEL PENSAMIENTO, Prof. Graciela Chemello 



cada estudiante también fuera de la clase y en particular para los casos en que sea necesario 

una nueva mediación del saber. 

En las escuelas hoy, los docentes desarrollan entre los roles más importantes, el de 

desarrollar el curriculum y el de evaluarlo. El desarrollo del curricuium necesita de un 

proceso de jerarquización de contenidos, de discernir lo esencial a ser enseflado para 

articularlo en torno a ejes o problemáticas significativas para los alumnos y relevantes 

desde el punto de vista disczplinar. La evaluación implica tanto la realización de un 

diagnóstico de los saberes disponibles de los alumnos, como de sus necesidades, patrones 

culturales, e intereses, siendo el docente profesional quien lleve a cabo esta transposición. 

Ambas tareas requieren de una mayor profesionalización, que necesita de tiempos 

destinados a la reflexión sobre las prácticas, el estudio de nuevas propuestas, la discusión 

que abarquen nuevos horizontes. 

Sobre los textos 

El paso a lo apodíctico, el modo en que los estudiantes cambian de punto de vista respecto 

de los objetos matemáticos (en particular de las figuras para el caso de la geometría), la 

evolución de los tipos de pruebas que dan de pruebas pragmáticas a intelectuales, el diseño 

de situaciones de enseñanza que permiten la construcción de unas reglas de debate o al 

menos la necesidad  de conocerlas para validar de acuerdo a ellas, son cuestiones en estudio. 

en la comunidad didáctica. 

No obstante, el planteo de problemas para resolver como actividades para los alumnos, 

asegura el uso de diferentes formas de razonamiento y de diferentes tipos de prueba si 

tienen las características siguientes. La actividad de demostrar, exige plantear problemas 

donde a la vez los objetos no sean tomados en forma empírica proponiendo verificaciones 

o utilizándolos ostensivamente, donde se cuestione este uso y las pruebas pragmáticas, y 

donde el razonamiento deductivo esté asociado a la necesidad de generalización. 
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Las situaciones aplantear, que generan una necesidad de entrar en un proceso de prueba, - 

pareciera que están más ligadas a aquellas en las que el alumno debe responder preguntas 

cuya respuesta no conoce, porque entonces podrá entrar en un proceso de resolución y 

validación. 

Convendría también, proponer las situaciones de modo que resulten insuficientes los 

medios disponibles para validar, si se busca pasar de pruebas empíricas a intelectuales, 

cuestionando las reglas de validación que los alumnos usan de plantear. Se trata de que la 

situación apunte a construir alguna de las reglas del debate, como por ejemplo que muchos 

casos particulares no alcanzan para probar que una propiedad es verdadera si no se puede 

probar con todos, pero que un ejemplo alcanza para probar que es falsa. 

Sobre la formación docente 

En principio, es posible plantearse en la formación docente preguntas ligadas a la 

modificación de sus concepciones, y otras en relación con cómo transferirán lo aprendido a 

las prácticas. ¿Cómo hacer que los docentes conciban la demostración como un proceso de 

prueba en el marco de la resolución de problemas, cómo hacer que conciban ese proceso 

como integrado por diferentes secuencias, de investigación, de formulación, de control de 

lo realizado para tomar una decisión, y que es en ese proceso donde se da la dialéctica 

investigación - validación, que implica también la formulación y comprende la solución? 

¿Cómo promover la elaboración de concepciones en las que se considere que la 

racionalidad matemática es una construcción individual de cada estudiante? ¿Cómo llevar 

a las aulas un funcionamiento de la matemtica con este enfoque, dados los 

condicionamientos del sistema de enseñanza? 

Con respecto a cómo generar la concepción planteada más arriba sobre los futuros 

docentes, en un enfoque coherente con el de este estudio, se puede plantearse lo siguiente. 

Si las concepciones sobre la matemática y sus objetos se adquieren ligadas a las prácticas 

matemáticas en las que cada sujeto tienen la oportunidad de participar, la formación 

docente de los profesores debiera incluir prácticas de demostración que generen la 

concepción mencionada. Del mismo modo, para que la exigencia depruebas encuentre un 

lugar en las prácticas matemáticas escolares en la escuela media, el profesor deberá 
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aceptar que los criterios de prueba pueden evolucionar con la escolaridad, y aceptar como 

pruebas para el análisis didáctico otras además de las demostraciones en sentido estricto. 

Con respecto a la transferencia de lo aprendido a las prácticas, no es posible seguir 

pensando que la ,nodficación de las culturas institucionales, y de las prácticas docentes es 

una tarea que pueda realizarse en forma individual por uno o dos docentes entusiasmados. 

La modificación  de las prácticas requiere de deliberaciones y discusiones en equipo en los 

que se elaboreñ'proyectos con objetivos, tareas y tiempos que muestren claridad y sentido 

de metas pedagógicas, deformación y en tanto así sociales. 

Si esta posibilidad se da, será necesario trabajar en equipo, para analizar los textos que 

faciliten el trabajo en el marco de la resolución de problemas, seleccionar y secuenciar los 

contenidos ligados a la enseñanza de la demostración en función de los conocimientos de 

los alumnos, y sus heterogéneas características. 

Los cambios curriculares recientes y en los estilos de gestión suponen mayor autonomía de 

las escuelas lo que requiere asimismo, nuevas competencias en los docentes, que implican 

la reconversión de los que concluyeron su formación inicial y repensar la de los aún no 

formados. 

Entre otros cambios, las formas de enseñar en los profesorados debe modificarse y también 

las formas de pensar la enseñanza en las escuelas medias. Las nuevas competencias que 

deben adquirir los docentes en formación, no pueden enseñarse con estrategias que sólo 

pongan el énfasis en lo disciplinar o las basadas sólo en la observación de clases. Es 

necesario combinar una posibilidad de práctica de matemática similar a la que deberán 

utilizar con los alumnos, con una de discusión especjfica sobre casos, en las que adquieran 

nociones de análisis didáctico. 

Sobre las orientaciones para la enseñanza 

Uno de los más fuertes condicionamientos de la enseñanza sobre el funcionamiento del 

conocimiento en la clase, es la necesidad de evaluar los aprendizajes. Esto genera, en el 

caso de la matemática, un efecto denominado de "algoritmización", de descomponer el 

saber en un paso a paso totalmente determinado, que hace disminuir el nivel de exigencia 
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de la tarea para asegurarle al alumno el éxito. Esto facilita la evaluación según una 

concepción en la que el aprendizaje se mide por la distancia al saber acabado. Pero este 

proceso, en el que el alumno sólo debe realizar la secuencia de pasos sin saber el para qué 

los hace, genera dos dificultades que se explican para el caso de la demostración. Si 

demostrar es seguir un estereotipo centrado en el cálculo lógico a partir de un conjunto de 

enunciados y por lo tanto es una actividad independizada del proceso de validación, la 

tarea pierde para el alumno su sentido original. 

Por otra parte, aunque la intención es asegurar al alumno el éxito, la falta de sentido genera 

desinterés en la tarea y por lo tanto, no se activa el motor de la actividad de demostrar, 

conocer no sólo cómo es sino por qué es así, no interesa ir a la caza de las propiedades. El 

paso a paso entendido como cálculo lógico se agota. 

La modificación de las formas de evaluación en el marco de los nuevos enfoques para la 

enseñanza que se desprenden de la transformación curricuiar, es una de las tareas 

inconclusas que debieran ser pensadas. 

La transformación de 1994 curricular ha iniciado sólo la tarea de transposición de los 

contenidos para su enseñanza en el sistema. Esto exige en un futuro muy próximo, lograr 

un avance mayor en la transposición pedagógica y didáctica entre los conocimientos, 

habilidades, actitudes y valores identificados y seleccionados y la organización cotidiana 

de las oportunidades y caminos para que los jóvenes puedan acceder a ellos y hacerlos 

propios: tiempos, secuencias, formas de organización del trabajo, estrategias de enseñanza, 

formas de evaluación. 

Si no se avanza en esta tarea, el aumento de obligatoriedad de la enseñanza que debiera 

permitir que todos los jóvenes accedieran a conocimientos y herramientas hasta hace poco 

reservados a una minoría, pueden no llegar a cumplir y sólo terminarían aprendiendo los 

mismos contenidos anteriores diluidos en más años de escolaridad. En particular en la 

escuela medía, las nuevas propuestas curriculares se enfrentan con un escenario complejo 

tanto desde el punto de vista socioeconómico como cultural, porque la educación ya no 

garantiza la movilidad social, y porque la cultura de los jóvenes que se incorporan 

responde a patrones diferentes que los de los profesores y muchas veces desconocidos para 

ellos. 
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Para que se produzcan rnodficaciones en el proceso y en los resu4ados  de aprendizaje es 

necesario otorgar mayor prioridad a las dimensiones pedagógica y didáctica, pero con 

acuerdos institucionales coherentes y signcativos para todos. Es necesario disponer de 

respuestas pedagógicas apropiadas para trabajar en contextos sociales y culturales tan 

complejos como los actuales, y esas respuestas deben ser construidas en los ámbitos 

específicos. Se carece aún de una pedagogía de la diversidad que resuelva problemas de 

aprendizaje de poblaciones culturalmente heterogénea y en condiciones de pobreza. 
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un paralelogramo (pág. 20).-Eu todo paraelogrumu loa ángtilo* ópóg-: -' 
toa eun i$ujaa (pug. 20). -'Si uA ia(1111&tero tiene cua áilguIos opuea-, 
toi igueie, os.'puuulugkoiuo (peg, 21).-.-Si lee .dngonales de un  
driluteru eo curten n&uuu.enLe en partas igunlee,' ticho cuadrilut.ero ea 

• - -- 	tui paiuulugramd I,pug oj. - bn codo 	Lo1ogruno l*a.,diagunklee ea 
Corlen nUlUalItolite éU- palLes lue1es (-Z4-t Ur-  quadrila.ero tiene- -; 

- 	dos.ludos opuuaLos iguuiee y p4uu1eos eá - un pars4alogruino (pág. i4). 	,. 
-Ilesos ntedis.s de 0n 	leluglanlu (pag, 28).-4i 1MLSC n4euiu' dé un - 

.pal-eielugruüiu-cun respecto 8 un par do *.euos es parle1a- a'caiia uno da 
esos luUu* (pug. 5).-LoLuru no slinelrla del palcielogkamo '(iág. 25). 
-iJorctelue oc epltación (jiug. '4ti).-Luztst.rUlr un pera1e1ogruntolado 

• 

	

	-dos Ádo coIlCeCULIvoe y el elLgwO CulUpr000ldo' (pa.. 7)-onatru1r 
fl paratelugtuiüo -conuclenuo oua 15008 coit eCuLlvtlS y una.diagonal. (pá- 

guie '4e). - t.unetrult' un puratetugtuiiiu dedos; un ledo y las ao diago-' 
- fletee kpag. 80).- (;uiietruu un pugráuiLo Uados:- la das diagúnales, 

-• 	y uno uu ¡os angulo8 ilúe enes luralan ML uul'LuI,'8C I.pa. 28). - Paralelo- '. 
gramos especiales (pág. 80).- 31 ünparalelogramo tiene un ángulo 
recto, loe- ultus trea LeinOjen lo 800, (pUg. cii). - JctánguIG '(pág. tl0. 
--.PropIeUau3 '4eI recLepguiø pag. .i).-- Las diagonales dina rect4n- ' 

• 	'gulo aun iguales (pag. iI).-(tutLl'O y eje de e!mccrla ti. ün TectántiJb'' - - 
-. -  purpunuUulates U loe ludu çle uo ngllo.ttaep4g 

por iP punto ¿te tutor eluu qe lea diogunulos ;áo' ¿tjcn deeimeLrla.,do.la 
• zigura iag. 84). - at un paru*ulugJe.lhio nene doe ladoa -ddflsecutrvoa 
iguales nene. loa cuatro lados iguales pag. 118). - Eombo (pág. 33. -- 

-. -. - 	1"ropieuuuu.a del rotxlou (pitg. 80). - Lea uisguualea 	flu'.ctnpor- - 	
- i'endiculares.y bisec(.rtes uilis ángulos cuyos vrtice Unen (pág. 114). 

- ilea ¡le etineti -id deí rumbo Ual. 44).- Cuadrado' (pág. 85).- Pro. 
pzuuto.es  ue cuauiuo ('pag. t5,i.- Jerciclos' Y. prolleinas de aplicación 
'(pug. .111). - .4.;uiiau'ulr uIt 1cLangulo ¡lUdos; Un ledo y la diagónal iá- 
givaa')j.-Coitotruir un recuuhgtuu dadval la'cliaonal y el angulo uc 	- 
Íutm con uno de loS lados ipug. 37) 	Constrüir un rombo -  dacios; un.'- 
lado y un ahigulo' ug. $8). - LuflSLt-ulr un rombo dadab las dOs dlágo 

• 	• nalca (pug. $8)-LonaLruir un cuadrado dado el ledo (pág. 89).- 
-Cqnetriur' un- cuadrado- duda la diegunul (pág. 39).--.-Trapocio y tra- 

- ;*'• pezoiuoa.. 'l'rapeeio - (pztg. 40), -n-  Clasilicaclon de los trapecios (pág. 40). --- 
- - ---1ee Inedia ue un uepuemo (pag. -tU), - La base inedia do.un-Lrapeoio, - 

es puruicie a las bueé8 u igual e le eemiauma Ile laa 1n151na8 (pág. 41)- 
'1' rapuzoidi .(pag. 4z) - iwnwumuO 	.-Prupmedacles del yómbó- '; - 
/ de. -Le-umeguhial principal del ruiialiu*ue es btsectriz de los ángulo Cuyos ' - 	

verIlees uno, y col-tu lntrpeiiuLeulurnLoImLe U tU oua diagonal en-  el punto fié-'. - 
- dio, (pg,.i4j. - 	oc smnierrie del. runibuide, La ciegonal prinipal del., ' 

y /-rwiiLJuIue. ee.eje de siflaetria 001 0051110 (i)hl)...41lJ. - tlaaiiicAclÓn de 'los 
-/ CUodrItatelue (pag. 44).- JercIeiuá de upnçiicmén. ÇonitAtl uit tra- , . 

pecIo ultdus SOS cuatrO Iado -(pafl. 	 kLn trapecio .dada . 'J' 
- 

	

	Las dOs ODios y'lami doS diagunamee pag. 45).-- Conatrulr dli trapecio da.-- - - 
doe: itis clou bases y los duS angulos uuyucentee u una de ellas(pag. 46). 

-. 	-- -C*tTw.a V. Puntos flota61e del triángado .............'-' ............... 

	

-, - . ........Intorsección de las blaoetrico de ud triángulo. - Lnl bliectricos de un 	. • 1 
triángulo concurren en un punto que equidista de los lados- del tilán- 

-.........: - gulo (pág. 49),- Corolario. 'Las 	vcutierecla que, seno pór. centro el - .... 
- 	punto dc intersecclón de las bisectrices del triángulo y por z-adidla dis- 	- - 

tanda de- Cae plmtp a los lados, está incripta en el ttiángulq - dedo (pá. 
FIne 50)- Intersección de las 'mediatrices de los lLid5s de un.triúngulo. - 

- - 

	

	-- Las mediatrices de- los, lados de un trIángulo concurt'eu en un 'punto gu -- --------1 
equidiste de los s'i'lice del miemo (pág. 60).-Corolario. Lq clrcunlá-, 
eneia qué tiene ,por centro el punto--de intersección- de Jas' znedatriées 	-ç 

de lo. lados de un tri4ngulo, y por radio- la distanCie do eso Unto -  aça;. '.-  

III  

-- 	 - 	- - 

e, 
4 	udo4 de loS v6rtiee11, es circunscripta altrtángulo (pág 61) .-.-Tntersec- 
4,j' elón. 'dp lsé reot8s 1 titté <portenecen,las alturas de un tr(áflgula Laa ,réc.  - tás ¡ fUe perteneceti I'e- 4ILU?5S-de Ud tciángulo Concurren.en ,uii punto 

osgmento doterrnlnad -  por.-  lo puntoS medlç de doe'. :-.%  -- 
"lbdoa'dé un triángulo' ea paralelo al terCer, lado i igual a 
giia- 62),, *Inbereeéd6n de las- - medianas de On triángalo'La,niedIanü -, 	- - 

.t' :'4&wi-triánguIo concurren en un punto, ,ituado a une distancia igual a: -. - 
-- 	" - 2/8 d'e Cada uná de ellas, del vét-tice respectivo (pág. 53, -. - ' - 	- '•• - 

Chl'ji'ULo VI Circunfcrenfa , ciréido 	 4 

- - C1tçunfrencIs- (pág." 55).-'- Pontos intaribres (pág, 55).'-Pwto 	- -: 
t 	efez'ióres (pág.65).'-Cireulo' (pág. 56).-Ánguio central -(pág.' 66).' 

Al '...tArco-. - (pág, 56L- Cuerda y diámetro (pág. 56).-Seetor. cirCular- -- --
-' 	(pg.J57).-Segmento de cirtulo, (pág. 57).-Olrcunlerencias -igualei  
- ' 	,.67)-Tgoaldad de,'árcos -(pág. 67):-..'Arco mayor- o ménor que 

'- otro (pág. 51).-- Igualdad de seétóres (pág 57).- Sector mayor o ni&.- - 
aor- qu otro (pág. 5)"-'MedIda ,jle ángUlos y de - aro8 (pág. 57),..- - -- - - --- -- 

-' -- 	ulla nilesna circimiforencia -o enCircunferencia. iguales la.'razón de  
:r' -:''aoó-ánulos centrales,es igUal m4a dejos arcos correspondiente. (pág, 58).-'  

,14La medida do Ud ángulocentra1 ea iguS A,Ia, medida del-arco que abar-' - 

	

elda )a'unldad da gito su el, arco áuriapoudl,ne a (a unldsd 	. - 4 'Máeigulo, (pág. 9). - Rcle1ones'entt'e, arco, y Úerde iguloa o déalgua. 
es.fl:na tircudferençla, 	éfl,cITOUerencias iguales, aaros:lgdalea 

cpreépndtn -cerda iguales (pág-0jj .- Reciproco. En',una-cjrcunfe--', e:- -  -' 	- - -ic1,o en circunferencias. lguaFes ,.'c'uerdaa Iguales corresponden arcos '  
l- iguales-' (pág. 00).-En una Talitna circunferencia, o en'clreunfet-enciaé- '- - --

guáles, a méyor arco cdrrespondo mayor cuerda (pág.61).-}tecíproco. 	- - - 
' lIn, una misma clrçnfotenc1a, o en circtmnLeranc4as iguales, a mayor cosi-.' - - - - 	. - 

elá correspondo mayor arco (pág 62). 	Ena circunferencia, -  el. dlá.,-, 	- - 
"nwtro es la mayor de las cuerdas (pág. 62)%J 1-EI diámetro perpendicu- - - - 

lap alma cuerda-corta a 4at y a lo arcoáq -ub subtiende, en,4os partes 
Iguales y es-biectrlz de los ángulos centrales cort'espondientes (pg.0l)--- - - - - -- ,  -- 
'- Tdó dlátbetro e- e5e dé. sinietrie dé la circunferencia a -que pertenece - 	-' 
.(pág 4) _aPor  tres puntos no pertenecientes a Une miSnis recta pasa 
¿ e)empro- dila circunferentld y sólo un; .(pág: 05).- Corolario. Todo ;- 

a triáilgul o , e lnacriptjble  (pági 65)t-. Ejercicios de aplkeclón (pág.68). 

ü-ZtutO 'VII Posiciones ridtivás ¿e un4 recta con respecto a uno
-'-cdnjeren.ofd.'........ 	 67 	. 
.,- flettas 'tangentes auna'gltcunfeoncia - (pág. 67).- Reciproco.- Si una 1- -, '- 

-, -téCtus Qs'tangent.a úpa(olrcunferencia, el-perpendicular aIt-adio,que.-- - - - -----
-p*aa pow el punto de tangericio (pág 08) -Por un punto de una'clt 	r. 
ttlr14téllcJat, tratarle -la tangente..'(pág. 68).'-.--Trnzsr' las- taruientes u 
uia Irctinferenc1e por unpunto exterior (pág 69) -Tangenteated 
pi - 	- 	us4s. dos clrdunferencla,. (pág. 69).-. Çonstrucclónde las tangent.es  

-- ifltéri,ores-comune, a doe ci 	 --- rcunferencias (pág. 70),Construcciónde - 	- 
- 	,jbB-taxigentos exteriores comunes ados circunferencias, (pág. 70)',.-.. - -' 

s 	Ejerc1clos de apltcación (pág. 72) -, --:. 	- 	- -  
-- 	.  

- 	-----'- 	- 	- . - - 	-- - 	- - 	- - - - - 	-'- 	- 	..-• 	' 
II 'Ángulos, dnsariptos y .emirnscriptos.. a ' .'  .................. 78 - - 

ugt os - nacriptos. (pág. - lSh--,Todo -ángulo Inscripto-es igual e-la - --'- - 
bitad del ángulo cdtitrol que sbaea 41 mismo arco (pág  73) .- Primer 

(pág, 74).-egundo caso (pál. ,74),-Teréér  
- Coolariéat1°, En una cireunfCrencia, todoS Io- ángulós limacriptos -en - --' - 
- --op niuinto arco, son,iguales. (pág. 7&. .-_2°, Todo ángulO -lparipto' en - 5- - - - 

un; eaiuic1cunarenela es recto (iág i)6) .- Ángulos. eetnilnacnptoá 
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N 	 1' 

fl 

A. 

A8/CD 	MNFPC1 	RS/TV 

y AD BC y NP / MQ y RV / ST 

OBSERVACIÓN 

• 	•• 	
•.- :-- 	-- 	 - 	 M 	. 	

Slseconsldnrandssbnn 

- 	- 	- 	, 	 das secantes, por ejemplo la 
• i..5-s-s - banduebylabnndOcJ,sOOtr 

serve que la Intersección de 
eses bandas es el parololograrrla 
MNPQ. Es decir, lameblón pue- 

- 	
dederselaoieuienle, 

- 

•1 

LA ENSE1!ANZA DE LA MATEMÁTICA Y LA FORMACIÓN DEL PENSAMIENTO, Prof. Graciela Chemello 



Definición. Paralelogramo es el cuadrIlátero determinado por la 
Intersección de dos bandas secantes. 

Notacjón. Se Indica que ARCO es un paralelogramo dibujando so- 
bre las letras de los vértices del mismo un pequePlo paralelogramo. 

AsI 

AR
a
CO se lee paralelogramo ARCO 

$ Como los paralelogramos son cuadriláteros que, además, cumplen la 
condición de tener sus dos pares de lados opuestos paralelos, resulta que 
los paralelogramos son un subconjunto de los cuadriláteros, as decir, el. 
conjunto de los paralelogramos esté Incluido en el conjunto de los cua-
driléteros. 

SimbólIcamente: 

Conjunto paralelogramos c conlunto cuadriláteros 

Gráficamente: 

paralelo 

S Por ser cuadriláteros, los paralelogramos gozan de ladas las propie-
dades de los cuadriláteros, pero además, por la particularidad de tener 
loS dos pares de lados opuestos paralelos, tienen Otras propiedade'; que 
les son caracha: falcas y que se estudian a continuación. 

57 

Prepledadeó de is paralelogramos 

Al observar un paralelogramo cualquiera se nola a simple vista 
que los ladót oquóotos son Iguales. Esto puede compmbarse midiendo 
los lados opuestos de los tres primeros paralelogramos presentádos en 
este capitulo Efectivamente resulta 

en el primer paralelogramo: 	AB = 	y 	= 
en el segundo paralelogramo 	 y FP = 
ea el tercer paralelogramo: 	= 'IV y IV 

continuación se demuestra esta propiedad en el sIguiente: 

TEOREMA En fado paralelogramo los fados opuestos son iguales 

fjOrnostracióri: Trazando la diagonal OD, el AáCO queda dividido en 
los triángulos: 	 - 

RO 	coman 
AoO yBLO 	

=' por ailernós inlen:o5ontre AB / CD y transo. UD: 

pat alternOs intnrnos entre AP / OC y lrsnsv. RO. 

• - 	 luego, por el segundo criterio da igualdad de triáriguloo, datos trián- 
gulos son Iguales. 

-: En ConsecuencIa, lodos sus elementos homólogos non iguales; Ontre - 
OlIOS: 	 -. 	--- 

• 	

- 
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por,  ser iodø que se oponen á 'sé éngulos iguéles ' y 

or ser lados que se oporten a los éni:ios Iguales uF  y , 

Se ha llgedo a establecer asilas lpualdades do Id tesis y pr ló tantó 
el teordma qüeda damoslrodo. 	 - 

O A continus:lón se cnstruye ° un cuadriléteró que tiene loé dc's pares 
do lados opuestos Iguales. Para ello se procede asli 

• 	Se ConstruYÓ Un Angulo cualquiera, A, y óobre sus lado sr déter- 
rhin5n sogmotttos arbl&órlos, 	/Ç 

	

y 	; con centro en P ' radÇo 	se 
trazA un arco. y con contro es O yradio 	se dorta dicho arcó, que' 

• dando determinado el punto R. Se Une II con P y 0. quedando (ormado. 
el cuadrilátero APRO, que.po construccIón tiene los dos pares de lados 
opuestos iguales. En efecto - 

iado. 	= lado 	por sor 	radio de la circunferencia de contra 
yradioP; 

• y lado 	ládó P, ,UGs P es rédlo de la circuhierenclS de certto P 

	

- y radio AQ. 	 - 

1: 
El cuadnllélero obtenido parece ser un paralelogramo, y en electo 

lo es. Esta propiedad, que ós general, es le reclpraca de la establecida 
en nl teorema anterior, y se démueslra en al sigulenle 

ToarOme reciprocó. Si lOs, ladoS opuestos de un cuadriyátrro son 
Iguales, el cuádrllátnro es ¿j paelelogratno, 

59 

1-1) CuadrIlátero ABCD 	 c 
u y 

T) ABCO es urt parafelogromo 
A 

Demostración Trazando la diagonal b quedan formados los tri 
ángulos 

	

[80 ' 	comnn; 
AD y  BD que tienen 	A13=CU I por hIpótesis 

	

= 	por hipótesis 

Luego por el tercer criterio de Igualdad de triángulos estos trlén 
gillos son Iguales, es decIr 

AgD=BO 

En consecuencia sus elementos homólogos también lo son entre 
ellos 

= 	pOr sOr loS óngulos que se oponen respectivamenI a los lados - 
Iguales i6 y 

- -. 	y 	' por sar los ángulos que se oponen, respectIvamente, a los lodof 
Iguales rB y 

paro a y 	son alternos Internos entre las rectas AB y CO cortadas por 
• lá tranoversál 80, y; Corno-Son iguatés dichas, recias son paralelas, es 

decir 

	

AB/CO 	 (11 

Análogamente, 0 y ' son alternos Interópé entre las rctas OC yAD-  
• 	cortadas por la transversal -80, y, como son Iguales, dichas rectas son 

beralelós es decir: --: 	 '.. 	- 	- 	- 	.• - 	 ,..- -' 

OCJAb -- 

Lad relaclonbs 11 ji(2)-indlcanque loS doSpares de lados opuestos 
da ABCO óon. paralélos; luegó, da' ouerdo con la definIción, ABCO ea 
un páralelogramo, y por lo tanto el teorema queda demostrado, - • 
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• 	
H) CtiadrilátroABCb 	 •• 

= 	•. 

T) AOCO es un pralelogramo 
 

Demoqtraclón Siendo 

por hipótesis 

y0 .  por hipótesIs 

sumando ni a m 	+ = 1 

Por ótra parte se sabe que la sume de las énguios Interiores de un 
Cuadrilátero es igual a 4 rectos, es decir 

reCtos 

o sea por propIedad asóciativa de la euma 

( .1- ) + 	+ 	= 4 rectos 

sustItuyendo en esta igualdad la suma C+ 	por su igual (+ ). 

se tiene (+ + i+) =4 rectos 

o sea 	2(+)=4 rectos 

luego 	 +=2 rectos  

es decir, los ángulos 	y 	son suplementarios; pero, por su posici6n, a - 
laí vez son conjugados entre las réctuis AD y BC cortadas por la trunsversal 

BA, y como si dos rectes ai ser Cortadas por una tercera forman áiiguios 

conjugados suplementarios, son paralelas, resulte:... 

	

ÁOIBC 	
. 	•• 	:. (21 
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xx 

Como 

= 	por hipótesis 

remplazando en [11 	por su iguai e. se tiene: 

rectos 

y cómo estos ángulos son conJugsdos entre las rectas AB y CO, cortadas 

por la transvers& BC, al ser suplementarios, resulta: 

ABCD 	• 	: 	. 	Ll 

L.áC relacIones (2] y 131 ilidicah que los lados opuestos de ABCD 

son paralelos; luego, de acuerdo con la definición, ASCO es unparalé!o 

gramo, y el teorema queda demóstrado.. 

Si en el pereielogramo RNPQ. 

se trazan las diagonales i 	y 	, 	.. 

éstas se cortan en el punto O. Pu- 
decomprobarse que el segmento 	. 	 . 
RO es Igual al segmento OP, es de 	. 

dr, que O es el punto medIo de la 	•. 	. . 	... 

diagonal 	, o, lo que es lo rhismo, 	
R 	. 	 Q 

que O divide a dicha diagonal en 

partes Iguales. 

Análogamente,puede comprobarse que el segmento Ñ es igual al 
segmento., es décirque ese puhto O es también el punto medio de 

la diagonal N, ó sea que la divide en dos partes iguales. Esta propiedad 

de las diagonales se verlica en todo paralelogramo y se demuestra en 

el siguiente 

íl 
£TEOREMA: En todo paralelogramO las diagonales se cortan mutua-

mente en partes iguales. 	 • 	• 

II) 	

diagonals; 
:•. 	

•• 

	

AC y GO so cortan en () . 	A " 	 D 
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TEORMA Si un cuadriláteré, úeñé dos ados op&esWs lgijole y 	: 
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trado,' basta sab. que un cciadrilgtero Ilee :s'us dós pares' 'de lados opuas'oa 
iguales para establecer que es,un:parolelogramo;'o blen'basta saberque un 

• cuadrildtero tiene sus á'iguiox opuestos Iguales para afirmar que os un para-
lelogromo; o bien, baste cebar que en un cuadrilótero las diagonales se ¿ orlan 
en •  partes iguales para asegurar que es uh paralelogramo.  

El teoreréa'éntelÓ,tembiói, estabiece iiné cóndlctóri s,,rliclté' para reco- 
nocer que un cuadrilátero es un paralelogramo. .'. .. . '• .'.'' ,'-.' .:. 

Es de obéerva"que un la' definición dé 'paralelogramo y. en los teoremas 
reciprocos . se establece una sola condición a los dos pares de lados opues:os 

•:para saber que es un puralelogramo o bIen que los dos pares de lados ouss-
'tos sean paralelos, o'blen que los dos pares de lados opuestos sean -Igualas; 
en 'cambio, el teorema anterior, exige a un solo par de !Cdos  opuestos, 'pero la 
doble condición de.ser paralelos e:iguales, para.que,el cuadrilátero sea.un 
paralelogramo 

un parateiogramo.''El segrentd ¿uutiené por ex-
tremos loC'puntos medios de dos lados opuestos de un paralelogramo sé' 
llama base medo, con respetQa.los ,p,tros dos lados:-: 

Asl en el paralelcgramo ABaCD  de la fIgura 

M es el punto medio ciel lado l 	N es el punto medIo del lado 5 

Luego 

Mf'es la base riédla ':ori,resecto aTlo's  lédos 	b.'. ' 

Por otra parte 

P es el punto medIo del lado 	Q es el punto medIo del lado 

Luego 

PQ ela baée 'media con 'respectoéios lado5 AB y CO. - , ,' ,'  

""Si 'seobsaró la bas r,'edi M del ar'aielramo anerior, p'aree 

ser'par'alela a las bases ffe-  y A-5é guoía cada una de ellas. En electo. 

es asl y ée demuestra coru carácter general er'el siguiente: ' .. .. 
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TEOREMA: Lo Intersección de las dloonoIés de un paralelogramo es 
centro de simelrla del mismo. 

H) 	AdO 	 .. 	. 	 . 	

. 	 • 0 

.0, intersección de iaádiagohéies AC y BD. 

.T) : O, centro dé slrneti del ABCD. 	 . . . 

	

8 	 beMoslrcIón: Por propiedad de las rHago- 
nales del aráielogramo ei plinto de lntursec- 

	

M 	 . . . M. ciÓn O es punto medio de las misnias. 

A'. 	 o 	Luego: 

y, por lo tanto, los puntos A y C son simétricos 
con respecto a O. 

Análogamente, 

0_OD. 
w .  

y, por lo tanto, 8 y  O son simétricos con respecto a O. Cuaqtiler otro 
punto del paralelogramo, por ejemplo el M. también tiene su simétrico 
respecto de O en el paralelogramo. En efecto, trazando la recte MO, 
determina con el contorno otro punto M', que es simétrico de M con 

respecto a O, pues por ser: 

por ler O punto medio de AC 

	

AO Ol'C, pues 	= 	por opuéstos por el vértice 

= 	por alternos Internos entre AB / CO y 
transversai.AC . 

Como M es un punto ciaiquiera del contorno, queda demostrado, 
en general, que todo punto del contorno tiene su simétrico respecto de O 
en el mIsmo contorno; y, por lo tanto, que O es centro de s;n,etrlz: del 
paralelogramo, 

NOTA: El para!elogrmo, en general, no tiene eje de simetria, 

II 

	

=, 7 	 - 	-*_-. 	
.. 	• 4• 

	

.,.. ..p 	 .. .. . 	-. . ,.. 	. 	 .. I 
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Reglón cuadrangular Cuadrángulo 	¿ 

Dadon cJadritáteró simple erra'doatid,se Ilarna cuadráigLito o región 
cuadraiuIar a le ligure formada por !os . Jntos del cuadrilátero y los 
interiores a . :. . . 

cundrilatere -... •. 	eedrunguto . . . 	. 	. 	cuadrnuin 
ableSo 	 ce,rnde 

b 	 b 	

b1f 

	

Coadritutero abcd ........¿aarón inte,iot 	. - 	cuod,anaro abCø 
. .•. 	. .• 	-' 	adrtI6Iera.cd 	-- 	(convexo) 

El con)unlo de puntos inleiores del cuadrilátero se tierna 	adrángulo 
eblerto (Ecciuldo el gontorno) 

ç 
Un cuadrángulo pueda ser convexo o cóncavo 

cued itótero 	 cUadrna o - 	 c Idringuta 

	

eblerra ' 	 cerrado 

	

b — 	 t 

	

coudzipSIaro abcd 	- 	región interar a) 	cuudrórrgolo abcd 

	

cUadr)Ióte o abcd 	= 	(uSoca o) 

Como nos interesa especialmente estudIar las propiedades de los cus 
drángulos Conveoos øe ahora en adelanto cada vez que se diga cuadán 
gulo debe enlenderse que se trata de un cuadrángulo convexo 

Un cuadrángulo convexo puedo delintrse como la Intersección de ángulos 
o de semiptanos Ial como se han delinido los triángulos 

- 240 
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1 

nbe rl b2d (lcro rl d' b = 	spl (ob oil apl.(bc. e) rl opi (ce, o) n op1 (de, b( = 
= coudrángelo n&cd 	 cuedrdoguls ebcd 

Elementos do un 'cuddrflÁtoro ¿de 'un •  cundrnguIo•• 

SibierI -flomos .es)oblecido la di(erncid entre cundrll4teros y cuedidngu-
los, los elómoilog y sUs' píotlodadeg ó bU nombres de cUadriláteros 
espocllo, pueden rotolirse lento. a loo cuedriiélero como o los cue-
dróngulos. ' . . . -. •. 

ab, c. l.:v4rtices 
b 

» 	 ob, bc, cd, de 	(adog ' 

	

.aSc, .bd, cae, db - : ángulos interiores 	: 

d 	

i ángulos exteriores 

Proplodsdos de os  cuodróngubos convexos 
LOO eropiododos 00000IOdr9 por, les polie0005. seo OdlidnOpr,4-Ion cuedodogeon. En 
ente cono el nüinerode  

1 	Númer, de dlagon.les........................... ' 	. ,. 	. . .......... 

e) NO dndlog000ienpor un edrlice 	n .— 3_ 1 

Noded geulospo on'»rticn=4-3=1 

Por cede códice de 50 deddrdeguió Pasa uno diagonal.  

241 

• 	5) NO de dlodon.len 
= 0 )n 

NO do diag000le, 
= 	" 	

= 2 

Un cuad énótore llenO des dlegeealeo 

2 6 ms d loo áseto*  

SuUiogoleslnirlorea' '2R (o.— 2)  

Suma dngules lnlorloÑa cs25 (4'-2) = 4R 	 ......................... 
La sumo de los óngolo, tn(.riores da en 000drdngulo os Igual o 4 5, 

3 Sumo da los engole, a,t,rlor.s, 

Sumo riguies oelorle00 	45 (so dopando del numero do lodos) 
Lo sume de lee dngolee ecl 0(0050 de os cead Urrguto e Igual o 4 5 

4 Propiedod do leo lodo. 

Cede lodo 43 lineo, jd lo sumo de toi dtroo (mi'  

db .< b + cd 	ds (00 vorltlUa'por. cedd lado). 	 » 

5. Cesdlclee,, ,l.ne..dae y asticletlta, para que dos cusdrltdl,roo tase congruentes. 

el Si doe cuodrónyule. tlenen 3 lodee y no 2 . brrgu)on comprendidos roapecllgo-
mente conerirenlns, eno congruentes )n-1 Indo, y  ro2 tnde.(. 

bl Si des cuedr6neIeo llenen 2 Indo, y os 3 órreeloe odysconloo r.,pecl)vem,ril. 
conerrron100, 000 ceflgnienlee (0-2 lOdos 2.11-1 óngeleo) 	. 	. 	. 	- 

	

3 ladeo y 2 .Ongoieo - » 	. . . 	 2 ladeo y  3 ngelos : 
congruentes 	' 	 00000000le, 

EJERCICIOS  

1 	¿Qoli dllerenclo hoy entro Un cudiIiólnro oblada y 001 cuedidngule olle? 
1 	Oibu)s un ejemplo do codo lIgur,.. 

y 	aen 4ngulee InjerIdo, de co cuadrilátero. Calcule en CodO coso el 
E. 	dngulo qen lelia. 	. i • 	.: 	. 

-- 	7O5» - - leen 30' 	- - 	, 	85°20' 

	

122°18'. 	•935 ' : 6847.. 
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3 	Se dan Iros contuntos ordtsedos de punlasi • 	 - - 

(o, be, O) 	{nr, e;p,q} y(r..,t, u) 	 . 	. 

:- 	Onolee éó el órten d da y'oblendr*O'diotlntol áuadrlláterou 	•:. 	.. 

d. 

a 

c q P u 

b) ¿En cuál de estos cuedrliátsrns se venlilcs que te rocie determInada por cede 
par de vértices consecutivos dejo e to, demás Ovil mismo semiplena? 

ci ¿St cuodránguta que cumple seta condición oo convexa O cóncavO? 

4 	a a, b, e y d can cuatro punteo erdenadue leles que trae cuoloagolois de ellos 
no eotás ottneedoo y le recte datarmlnode por codo, par de puntos conoecu-
tices dejo e loo demás en ,un mismo semipt000. Ocelos ev 01 orden dado. 

bi ¿Qué claee'de cosdrénguio obllones? 	.. 	. 

c) doe vIsto que lodo cuadrángulo convexo puedi deSatrae corno la intersección 
de toe cuatro ángulos lnlo,lore,. ¿Podemos obtener st cuodróngulu ubcd coma 
toteroecclóo de dos évgutoO? Escribe y o F. 

oe 11 62ó = abcd 	 b5 

ao fl cdo 	 ., 	'. 	 .. . 

bd rl ee = ebcd 

bd rl db 	sOca 	a. 

di complete:'Et cuadrónguto corweoo abcd puOde Covntdererea como lo Intersec-
ción de des ángulos latinaren cuyos eólico, ............................ 

II Clasificación de :los cüádrilterós 
convexos 

A partir de un cuadrltátero general al que odio imponemos corno condi-
ción 'tener, cuatro tados". se generan cuadriláteros especiales apticatódo 
sucesivas transformaciones. , 

En la medida que se importen méo condiciones, se obtienen Cuadriláteros 
más particulares. 

Paro analizar estas liansfortnaciones es convenlertto que utilicen varillas 
articuladas 

	

: 	1. Portimog dé un ciadrilátero añeré............... 

cuodrltáte o p e 1 	 1 pecIo 

w. 

4 Indas 	 un per de-ledo, 'parutalü 

Con céntro en un nórtico cualquiera ue hace girar uno de tos tados 

	

manteniendo fijos loe otros 'tres. En la figura' gira él fado' 	con 
centro en e. 

Se genena "una familia de cuédrtláteros'córt 'un 'par da lados paralelos 

(ad It be).. - '. 

Se hamo trapecIo a todo cuadrilátero qué hong por lo menos 
jo par de Isdos parolelo. 

Los lados parólétos sé llaman bOses do trapecio. 
'/ 	- t 	y 6 beueg dat trapecio abcd. 

2. Sl vn el 'trapecio hacemos girar uno de tos tadoe no paralelos se 
genere une familIa de trapecios en la que aparecen tres casos aspe- 

	

- •" 	244 
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• 	 a" trapecio rectsnOuio 	d 

• /.: 
•. 	 - 	 -- i 	d 	a// 	repace is c~. 	

- •• d 	w . 

1.  

• 	

•' 	 __ 

. 	..Ñ' 	prealeingrtiiflO 
. 	

. 	 ob fi ca 	tic ji 04 

Todó trapecio que fiarlo dos ángulos rectos no tierna ira. 
pecio rectángulo. •-. 	•. 	.- 	. ..... . 	. 

• c,d=1R 	cd.j.ad y bdi.bc . 	 ... 

Todo trapecio cuyos ángulos adyacentes a ias bases son 
CongrUeniesy tos otros dos lados son 505gruanles, po llama 
lr5pocio ia*scetes.  

8 c d (e y d adyacentes-a ad) b Ga c (b y c adyacentes a bc) 

lá y Wc bases ¡E zi ¡E (lados distintos de tas bases). 

Todo cuadrilátero que tiene don pares de lados paralelos se 
• 	llama part'tologrsmo. --- 	 . 	 - 

ab//cd -y 	bollad 	.-..-... •.. 	.. 	.. 	. 	.. 	... 

El paraletogamo es un. trapecio particular oc el que pueden cnrlda-
raras como bases cualquiera de los paras da lados paralelos. •. . 

245 

Én cada 'uno de los trapecios obtenidoa as puedo hacer girarconve-  
ninniemcnte alguno de tos lados hasta obtener un cuadrilátero con 
cuatro ágralos reclon. 

treparle rncttoto : 

trapecio áderetas 	•- 	•. 	...r.cttrmnln 

paraletogtams 	 _,,,_." 	
4 éoaulos rucios 

En al trapecio reCióngutó os haca girar el lacto ¡E con centro art cual-

quiera da sus entremos hasta lograr gua ¡E i. Zd o sos a Sa 	1 A. 

En st irapacto Isósceles se hacen girar tos lados ¡t, y ¡E con centro 

en caalqulera de sus asiremos hasta lograr que ¡E j. S~d y ¡E 
Entonces ¡ nr E 	= 1 A 

En el paralelogramo se mantiene tija la base ad y se hacen girar los 
-. ledos.ab y de con centro en.a y en d.Los ángulos dala basa varian 

de O' a 180 6 ,. tal iue: â  +t= 1801 . En un instante da la trans- 

formación se logro que E 	= 1 A. Entoncaó  

En todos los casos so ha logrado obtener, en fa familia de trapecios 
-. o en la da paralelogramos, un cuadrilátero cori castro ángulos rectos. 

Todo cuadrilátero que tiene sas hegutos recios se llama 
rectángulo................................. 

El rectángulo es paralelogramo y es trapecio recitngulo isósceles. 

Si en st paralelogramo abcd trasiadamon el lado ¡E mánlenióndolo 
paralelo a ¡E y tal gua sus asiremos se desucan sobre las rectaa da 
lód otros dos lados se obtiene una familia da paraleiogramoo entra los 
cuales tigura un paralelogramo con los cuatro tactos congruentes. 
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w . 

	

9• lene mo 	 " 	4 d 	ns 

Todo cuadrilátero que tiene sus ladós congruentno so llame 
- - rombo. - 	 ....• 	 - 

Si art el rectángulo y en el rorrrbó ratlzamos trénslo:maciónes einil-
lares a lesque hicimos con el paralelogramo ee genere una tamlia 
da reclángulos en la que aparece un rectángulo con cuSIro - lad0 . 
conglunnidu y una lamilia de rombos en la que ligera un rombo cnn 
Cualto ángulos congruneles (ánguloe rectos). .. - 

roderO 1 
4 Onaules cnnguienles 	 . . 	 .. 	.. . . 	. 

• e 	 C 	 ••. 	cundr,dn 	•. 

d 

eEI7 	

__ 	 46 g *5 :91*5 CI 

4 lodes cnnnrsenlns 	 . 	. 	 . 

	

Todo Cuadrilálero que tiene sus lados y sus ángulos con- 	— 
gruenles se llame cuadrado. 

Votnams al cuadrllálero de partIda pero realIzar nuevos translornre-
clones. 	

b 	 b 

al0d a/ 

ob 	cd .. 

247 

L-. ..- 	• 

Con centro en uno da lds vértIces ea . hace gtrer uno do los lados 
hnsla obtener un cuadrilátero con un par de lados cotinecutivos con- 

gruenlos. En te figuro so hizo girar st lado con centro en e hote 
lograr que ab es ad..  
Esto cuadrIlátero no figura en les clasllicaclones comunes. SugerImos 
el nombre do semlrrombotde paro el cuadrilátero que llene Un par 
do lados consecutivos congruenlee. - 

Si en el selnlrrorrboldo hacemos girar el lado ¿ con centro d. Se 
genere una famIlIa de cuedrllátnroa en tos que aparece como cano 

• : 	partIcular un cuadrilátero corI dos poros de lados consecutivós con- 
gruenles. 	. 	................................ 	•.•- . : 	. - •-.... - 

	

:- • 	• 	rambolda 

aZ 
... .......... 	. 	. 55 	54 	y be 

Todo cuadrilátero que tiene doe Pá re do lodos connoculivos 

	

Congtuontea be tierna rombolds. • 	 - 

S. GIrando convenienlomonte un per de lados consecutIvos congruentes 
so genera una femilia de romboides enla gua aparece cornocaso 
particular un romboide con tos cuatro lados congruentes. En la ttgure 
se hacen girar los todos Se con centro b y jo con centro C. 

El cuadrilátero obtenido 00_el rombo. Finalmente el rombo se lrenstorms 

	

en cuadrado. . 	. 	. 	. 	. 	. 	. . 	.... 
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¡ 	 :flW.JCtip u. •luS,aJdOW 9 

- ce astiuntue •pioqwos ue owvøotot.uid un te 	(e 
e. annam. 'øqwam as omntivatnsm un te 	(a 

¿ 
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?J 
- oqwom se ep(oawon unpy 

eppoqw0i se oqwoi opoj 

;enb Boilluete otn 

_ 

E 	
0WBJ80(O(ei5d se otoedeup  Up61y 

¡o1oedaip e s owsJ8oIe(aied opOj 

7 a 	. 
tapio 1º opuapneta Icipun5 lo us uepeoeue el smb esp Op aun apeo uo np 
-(nloup Visa QUO((Q0 ea smb noieipenp ap ansio susnu apeo enb epialoN 

(oea 8pd ompeno 'PA) 
sQpsoIteoi seuo(oewio(uusip saj amputo un us i02 119 1 1J( 5  SOWepOd 



r 

Dad gb 	J 1 	 (A.00E} 

obeno 	(obobd..) 	 {pgr.Ibogron,oa 	o 	{oungbo} 

los lrOpeciciO y adamas por doflnÍclÓfl 	: 
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. .:-: 	.- 	.: 	•. 

Entonces los ángulos opuestos a lados congruentes son congruentes 

rm'tilt Internos entreSyE2 nocente b1c 

CÉ 	 oIl. (alarias enlre,&2y be seconieB2'os j6 II 621 
En consecuencIa. obcd ,e•o un paralulo3rarno. 	- 

PROPIEDAD 4. (Roclprocu da la propiedad 2.). 	.. 
SI un cundriiáIro tiene aun ángulos opuustoá congrubntés 
ca un pamelalogromo. 	 ... 	1 

	

1 	'H 	 T 

- 	 ebcd es párslelogratio 

D.  

bçl'' 	 -'. 64. 6 + 6 +6 	 *,,ju 

y 	. d pr hipdi,sis 

	

d 	•. 	 . . 	. 	inlenoni di un cuedrtláleto 

-.- 	 Reemplazando y asociando: 	" 	:.... 

a 	 .H' 

2 ( + ) = 4 R 

	

1.-- 	6+S=2R. 	... 

Los ángulos 6 yS non conjugodoo y Buplementerlos. En consecuencIa 
les rucIas bc y sd gua loa determinan con la transversal ab non paralelos. 

Entonces bc'// ed (o 
• 	Análogamente ea demUeslrs que eb.I/. cd (2) 

De len relacIones (1) y (2) se deduce que abed 0 s un poralologramo.. 
De acuerdo con las propiedades Gnuncledau se puedo demostrar que un 

	

cuadrilátero es un pórmllelograrno st tiene:': .- 	- 

dos peres da lodos pomotetos.' 
.o dos pares de tødos congruentes. - 	-: 

Pero st consIderamos un solo por de lados, entonces hay que demostrar 
que cumple tas dos condiciones: psrelellsmo y congruencia. 

Dibuja dad ngrnnlon congruentes y para-

totos:.6262. Une e con c y b con d. 

edritátero obtenido es un paralelo- 

254 

oc propiedad rtlexiva 

	

Comparamos 	., t. •... 	-. 
¿ alt. iaL entre ob II c_d 

	

 
abc y cda 	

y secante oc 
* 

fi 	jY alt. nt. entro bc II ad y nocente nc 	 - - 

abc m Ode (ALA) 

'y 	 (1) . 	 (2) 

Trazando la diagonal 9 y Comparando el bar do 'triángulos dotérmiásdos 

	

dernoutmenróe que: 	 a = 2 j (3) 

Cantes relacIones (1). (2) y  (3) queda demoetrada.la tente. 

Propiedades recip:ocas . 	. 	. 

Obadrue: Sabiondo que los lados Opuentos non peretetue hornee demos-
IradO que tos lados opuestos son Congruentes y que los ángulos Opuestos 
non congruentes. . -. ... 

Reciprocamente, sabiendo gua los lodoe opuotos do un cuadrilátero 
son congruentes o que los ángulos opuenton ton congruentes podernos 
demontre, que tos lados opuestos son paralelos. 

Pera demontre, el pnmelotisrno de indos usamos tas propiedades o los 
ángulos tormsdos por don rectas corladas por una tercera. 

Ert'conoocuonoia eflunclarnos las siguientes propiedades: 	 - 

PROPIEDAD 3. (floclprocu da la propiedad 1.) 
Si un cuadrilátero Iionc los lados Opuestos congruerrlos es 
Un pámalelogramo.  

	

. 	.........  

	

62 ...... 	ebcd paralelogramo 
... 

b

/Vd 	

Tracemos ucd calquisra de las diagonateu; 

. por, ejemplo: 62. 

Cornparemoa 	

. 	 . 

	

62 	bd prepld.d

n-''a bmcd
obd y bcd 	' 	par hipOlenlo 

	

ed 	bd (L.LL) 
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• EJERCICIÓ 

10 	Demuestra 1. nIgule le 

PROPIEDAD 5. Si un cugdrIltoro llene. Un por do ladOs 
opuestos Congruentes y paralelos, es un paralelogramo. 

Suge ncl 1 uzá u u diágo,iii y bbmPar. los 1 langulos delormiríadoe.  

Romboide 

Por.detiniclón...................................... ................... 

Todo romboide tiene doe peris de lados consecUtivol congruentes 

Además . .....  ..... .................. 	...................• ... ............. 

Todo romboide tiene un par le ángulos opuestos congruentes. 

EJERCICIO 	;. 	. 	. . . 	.... 

11 	DemUenira que un el raorbedu 	 . 
ubCdeg 	

. 

ti 

RectngtiIo 	. 	. 	 ••• . 

El reciángulo cumple las propÍeladea enunciadas para los trapecios y 
los paralelogramos y además, por delinición: 	 . 

Todo rectángulo llene sus ángulos congruontee. 	. • 	. 	.. 

EJERCICIO .................. 
	

. 	.: 	. 	•: 

12 	Demáonl a la olgUlo lo 

PROPIEDAD. Si un paralelogramo lleno un ángulo rocIo es 
Un rectángulo... .... - 	. 	•. .. . 	... 

-b 	 CH 	..... 	. 	T.  

	

obed ponelolagrama 	ebcd reclángulo, O eea: 

a 	 d 	 -. 	 .. 

255. 

11 Rombo 

El rombo ea paralelogranno y ea.rombide;:Erj conaecuerile CUM 
' 
pie todas 

• •. 	las proiadedqg anunciadas para agios cuedrllálaros.. 
Adema, -por dollnlcldn...........-: . . -1 	;.............. . 

-. 	Todo rombo lleno su, lado, congruánles.  

EJERCICIO. ................. :--.-:-- .: •- ..: :. ...:.- 	•.. -: 

13 	Onmueere la sl5ulent8 	 •- 

PROPIEDAD. Siun Paraleiogrsmo..Iien un.par da lados con-
beculibds congruentes, as un rombo. 

-. . 	. . 	b,,_-._.____._c............... . 
	.... .. ... . .. 

. ebed p*rslslogramg •bod rbo, a e,o; 

a. 	••• 	
•: 	

bOodds 

d  

• 	Cuadrado 

El cuadrado cumple todas las propIedades de los lados y da los ángulos 
enunciadas para las dIstintas clases do cuadrIláteros pues está lUcluldo 
en todas ellas....... . ................ - 

Los cuedros da las páginas 258 y 259 le muestran tas propiedudea de ios 
nguloo y de loS ludos dolos cuadriiátotóa 

EJERCICIOS  

• 	14 	¿Cuál,, dolse elgulenles cnñdlc desaen sullclentesparnanegüro, que uñ cae- 
:1 	 drilálero ea un Irapecla rasléngulo? 	 . .. 

si SI un u d lIdio ti mi d dng los nectos e Un 	pecIo rectángnlo 
- • bi Si .°. Cuodrllutera llene doe dñuulni consecutivos renió, en un trapecIo 

	

roclanado. 	. 	. 	: 	. ............. 
nl Si un tropeslo llene un degolo recIa e, un trapecIo rectángulo. 

• 	 di Si un trapecio llene 005 ángulo,, consecutIvo, Congruenle, es. un Irapeclu 

	

reClangulo. 	• 

Obaerneclón: Llenramo, ángulo. con,eoUlloo, de un pollgono a lo, ingulue lele-
. • dores ;snaepondleele, ¡ vérIlea, can.ecuos. 	• 	. 

.. Dibuja un reñrboide cuya, ángulo, cangruenta, sean: 15  
• 	 el ogudue 	. 	UI recto. 	 • C •  ebla,00 
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1 RELACIONES '.... 	 6. 

Relaciones entre dos cxrnjuntos. 	. 
Relación inversa. 
Representación de relaciones.. 	- 
• Dos relaciones un mismo diagrarna. 	- 
• La tabla, otro recurso para organizar 

informacion 
• Representación por pares• ordenados: ............ 
Sistema de coordenadas cartesiano, 
• El enigma de Romeo y. Julieta. 

• Relaciones en conjuntos infinitos. 
Relaciones definidas en un conjúnto. 
.. Clasificación. Relación de equivalencia. 
• Vida cotidianá y relaciones de equivalencia: 
Relación de orden. 	- - 
Actividades. 	 . 	:. . 

2 FUNCIONES 	. 	H 	20. 

.Definición  
.0 J)jfl(jOfl5 dadaspor fórmulas. 	.......... 

.•.. 	.. . Reflexionando sobre relaciones. y funciones.:. 
Funciones biyectivas:.' 	. .:: 	 '. 	 •-•. 	 . 	- 	. . .... 

• Función inversa. 	-. 	 . 	. . 
Actividades. 	. 	.. ... 	 ... 	 . - 	. ,.. 

TRANSFORMÁCIÓNES 	
28 : ' ENELPLANO 	... 

Simetrías. 	............... 	... 	. 	. 	. 
Simetria  axial: 	 -. • 

• 	: Composiciónde simetrías, axiales.. 	. .... ..... 
Simetría central  
Rotación;.................... 	.. . 
• Composición de iinetrfas de ejes incidentes. 
' Definición de.rotación. 	. 	:. 	 .. •• 

• Composición de rotaciones con el mismo 
centro. 	............... 	.. 

Traslación. 	. 	.. 	 . 
• Composición de simetrías de ejes paralelos; 
• Definición de traslación. 	. 
• Composición de traslaciones. Propiedades. 
Propiedades de los movimientos. 	. 	. 
Actividades.  

EL CONJUNTO DE LOS 	 6 
" NÚMEROS RACIONALES . . .- 

'El problema de las jarras y las tazas 
El conjunto de los números -racionales. 
. La fracción: un recursó para medir. . 

- . . 	f La fracción: un cociente de números enteros. 
• 	. Fracciones equivalentes. 

Racionales positivos, racionales negativos. 
Representación gráfica de números racionales. 
• Relación de orden en Q. 
Expresiones decimales. :. 

• . Los números decimales. 

• Fracciones decimales de la unidad....... 
•El ábaco:..uninstrumento antiguo para ' 	1 
. representar. números naturales; 	... • 	 . 
sEI úbaco y las fracciones decimales. 

1..: : .. Expresión decimal de una fracción. 	. 	. . . 
Exsiones fmis y expresiones peódicas.:' 
sFuuta o penódica1 	.. 

'El conjunto de los numeras racionales ' 
jes denso. 	.• 	.1 	. 	. 	•• 	 . 

Actividades 

. 	OPERACIONES CON .  . .- 	 . 	. . 60t. 
NÚMEROS RACIONALES . 	........ 

'Adición de números racionales. 	- 	•. 

• Pmpiedadesde la ádición. 
. Sustracción de números. racionales. 
• .Adicjón y sustracción de decimales. 	,. 

Multipliçaciónen Q. .... 	.. 	... 
Propiedades de la niultilicacióa en Q. 
• Fracción de otra fraccion 
División denunieros racionales 

• -.: 
División deexpresiones decimales. 	• 
Propiedades de la división en Q 
• Propiedades distributivas en Q 
Lenguaje sinibóliáo. 	. 	. . . 
• Operadores. 	........:. 	'-. 	' 	. 
Ecuaciones enQ  
Las operaciones.y el orden en Q..: 
Inecuaciones en- Q. 	. .-. 
Acvidadcs. 	. 	.... 

6 ELCÁLCLO.APROXiMADO 	. 76, 

- 	. 	-. Errór absólüfo... 	•. 	. .-. ....... 
- . . . . Adotaóión"del eíror-de redonded. 

. -Adivina adivinador, ¿cuál es-el número 
redondéado'? 	- 

-, Trunóamiento de números. 
Error relativo. 	. 	.. 

. Propagación del error en sumas y restas. 
- 	- Propagación del error en una multiplicación. 

Conversión dé decimal peliódico a fracción. 
..Qu&es? ¿Para qué se hace? ¿Como se hace? 
'El mismo perrocon distinto collar. 
Actividades. 	 . 

PÓTENCIAcIÓN Y  88 .7. RADICACIÓN EN Q 	.. 

La operación potenciación.' 	. 	. 	. 
Notación cientifica. 
'¿Cuál de estos dos números es mayor? 
Radicación en Q. 

• 	• Ecuaciones en Q. 
Valor aproximado de una, raiz cuadrada. - 
Los números irracionales. 	 ••. - . 
Los núineros reales.. 	. . 	. 	. 	• 

. .Activida'des. 	.........! 	. 	. 
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LA MEDIDA 	 98 

Ángulos de un polígono. 
.. Ángulos interiores • 	 de un polígono. 

• Qué es medir. 	 - 	. ---- • Ángulos exteriores de un polígono. 
• La necesidad de establecer convenciones.. Poligonos regulares. 

• El SIN{ELA Cuadriláteros. 

• Superficie 

. 	 . 
media de u

Romboide. 
Ba 	 n cuad latcro • 	se 	 ri 

• Longitud..................... 	•. 	...... 

'Volumen. 	
.. 	 . 

Activdades 	. 	: 

• E1'error deedición 13 PARALELOGRAMOS 	 .148 
. 

• laralelograinos: definicion. . La velocidad: 	na magnitud vectorial 	.. 

• Velocidad promedio .. 
Actividades. 	•.. 	 - 	.. 

.. 	ngulos y lados del paralelogramo. 
-. 	.. 	 . 	. 	. . 	Diagonales del paralelogiajno. 

, PROPORCIONALIDAD . 106 
.• 	Bases medias del paralelogramo. 

Construcción de paralelogramos. DIRECTA'E INVERSA 
. 	. 	 . 	..__. Construcción de paralelogramos especiales. - . 

Funciones de prioporcioñalidad  
• Representación gráfica de funciones  

proporcionalidad directa.  CIRCUNFERENCIA 	 . 	160 
• Lós problemas de reglas de tres simpledirecta... ... 	 . 
• Propiedades de las funciones de . 	Circunferencia y círculo. 	. 

proporcionalidad directa... 	. . 	. 	. .. 	. A1unos subconjuntos del circulo. 
Proporciones. 	. 	. : 	• Angulos inscriptos. 	•. 	 .... 

• Repartición proporcional. 	. 	. 	. 	. • Ángulo inscripto y ángulo central. 
Funciones de proporcionalidad inversa. Recta y circunferencia: posiciones relativas. 
• Representación gráfica de funciones de • Caracterización de la tangente. 
proporcionalidad inversa. : 	• Construcción de la tangente desde un punto 

'Problemas de regla de tres simple inversa, exterior a la misma. 
Actividades. 	. 	. 	. 	. 	. 	.. • Los eclipses. 	- 

• - - Tangentes comunes a dos circunferencias. 
i 
1 

ORGANIZACIÓNDE DATOS. 122 
•Tangente exterior común. 

PORCENTAJE 	.. 	. •Tangente interior común.- 
Propiedades deFdiámetro.- 

Frecuencia absoluta. 	.. 	 . 	. . . 	Correspondencia-entre arcos y ángulos. 
• Gráficos.. 	 . Mediatrices de un triángulo. 
• Agrupamiento de datos en intervalos. Bisectrices de un triángulo. 
• Histograma. Alturas de un triángulo. 
Frecuencia reiativa. Porcentaje. 	 ¡ Medianas de un triángulo. 
• Gráficos circulares. 	.: 	 • Actividades. 
Bancos y cajas de-ahorro. Interés.  

15 ÁREA DE FIGURAS PLANAS 	178 Actividades. 

Área de una figura. LA 
DEMOSTRACIÓN EN 	 13Ó • MATEMÁTICA 	. Figuras equivalentes. 

• Área del rectángulo. 
i Un caso de dentidad. Adaptación de un cuento Área del paralelogramo. 

• Fórmula para obtener el área del 
de Windibank. paralelogramo. 

• ¿Y en matemátjca ... ? 	 . 	
.-.. Área del triángulo. • Sacando conclusiones. . 	Actividades • • Encontrando argumentos.-  

Actividades. 	• 	 - BREVE DICCiONARIO DE 	 190 
2 POLÍGONOS 	 136 

MATEMÁTiCA 

Cubrimiento de-una superficie. 
oligonos. definición y elementos. RESPUESTAS A LAS ACTIVIDADES 192 

Congruencia. Construcción.  PLANTEADAS EN EL LIBRO 
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v' 	 -. -. 	 .. 	 ..e'.i . I'i 	r,: i: 	 -r i -  •,'r _ 

; 	.. 
todo lo que se rfze a a sis relacioncs con el seno, Homer 	-Y cómo s dio cuenta de que es cora de vista?  

- Miré su cara y des&bri en ambos lados de su nariz la senaf de -- A pesar de que mi padre me negaba permanentem ente los 	anteojos. todó lo cual me permitió aventurar mi observación - permisos de salida me reblé un da> decidí ir a una tiesta Al, i sobre la coredad de vista 	1 
rrepr€scntaron HomnerAngl con el que s'mpati -c ¡rime- 	

Luego Holmes igregó —Porlo qu hace alas carias deHosm, 
-. -.... . 	 í - •: :-?: 	 Angel dijo,pasándoles ¡a vista por encimason dejo más :  

- 	.• 	
- 	 .. i7.vulgarNo esiste.enellas plSta alguna ue nos'conduzca al -. 

r 	

- - Que casan escritas a máquina —hice notar yo 	- 

CSa : Ub Ic1,is&I á la•Pr Vñb? 
dos carias Que nos sacarán de dudas a ese respecto.La una para 
cierta :(irma.comeraal deis Cit y . cuyos , empiea dosvjJ:aj:. 

• 	 • 	 . 	
. 	 1 	-. 	

.. 

Ia 	 riolmest 	rt rc  fuees 

1 	 - Ahi lenCmç ?l padrastro dc la JOven el senor Wind,bank 
-, 

L ¿Y despesdl baile "Que fue del e?no Hosmer 4ngel? 	I senor Wundi1ank ento,y ç instalo en un sullon Holmes fue 
urec mente al tLma 	 . 

::de Ira bajo ¡ ha a marcha/se a Francia una semana mLç tardy..LJ 111111 •-- r4osmermL 'acr,bió srja.5 ca, asen lis 	dec araba su amor 	 e riac,a mi Ademas me c.ec,a que seria mqor y mas sel,urn que - 	 j1 	1 1 
o nos 'iOsemos nasip que. mi padre hubte ~e em'sc-d,cio mi 	 Ij 	 ¼»-' .via/e.' Después del primer,pss.-o que dimos ¡únto nds com'. 	 Pi 	: 	 - 
:padr 	 - 	

s- 	 si1t' 

- i- iui nus,r,ursnu,'u_-i 	
:-: '::- • -:•: 	 '-. 	 - 

- Etaunhcimieny'vezgon'zoso, - señor  
pasearse conmigo ya OÇcu(ecido.y no durante.ol día Livaba 	- 	 ._:. •-- -. • 	 - - 	 - itiIIas y bigotes. Ea,,-, hin tenis una manera de hablar vaólan:. —.Pues bren, senor Windubank; fíese en 9u0 seda el caso, en 
tecorn.o risc cspresa,a cuchicheando. Padecia, lo mismo qu&, . esta carta su ya. d que todalas Ietras."e. son algo borrosas y 
yo. debilidad de la virt&y usal,a cristales oscuros para deíen-•,'. qur- eh el g.snchito dela Jet rs "erro" hayun ligero defecto 7iene' 
ders ide la Juz.5 'Media aproximadamente :1,75 m;• 	' des' - :- su carla otras catorce cara cteriscaspero estas dos son las ms  

contei,tura fuerte, dCte.Smorens ytenia cabcll6 oscuro coi ¿ma . evidenles..Vo tengo aquí otras cuatro cartas que según parece" 
pequeña calvicie en el cen(ro, 	.. 	 .,, -,- '. 	 •- 	 , :'. 'proceden del hombre que'buscamos Todas ellas están esclitas - : 
- Dt ri000 q,Jsu bod? quedó frjid ,lba a celebrarsee-s 	a maqjina y cn todas ellas se observa no solamente que 'as 

ri,les;J ? —pregurs:óHolmcs.4; ',-.-- 	 c',."':»:', 	
•... 	ces son borrosas yias erres, Sin ganchiso,- sirio que tienen.-  

'•.- • . - - " ' - :- :....... -,.- tamhicn, si uno se sirve de las lentes de aumento, las otras —Si, senor."EI día de.Iaboda,antcs.de tau, hacia la iglesia,- :-. catorce caracteristicas a las gue me he referido. Señór,Windi-' 
HosmerAngclmehrzo,ur ne queocurrieseloqueocu nesele bank usted las escr,oio Es a atrapado 

Wupiubnk dio un salto en s as4entc' y paiudoTesponduo 

a 	u. ua. y u.umsocs uo fizo su cocrie p"rátsanos 	- Esto no es un del lo 	- - 	- 
c Po 	r 	Liajar d cci r?u,srncj pero 'so ionizo y cua ido 	- - 

corhero ibnio la pucrti (11 nu hab,a nadie' 	 - Es cierto pu 'u cntre noçotws W,r,d,bank. ha sudo una 
.' 	...... 	 . ---------- ariumana cruel. egoistaydeseuadada. que usted llevo a cabo de L1 joven sollozaba 	- - 	 sin modo tan ruin como Yoiamás . he conocido Aunque no solo 

Cias—d HolmjsLiMh, uesir sud - "r'ohI' "''-.•pucde castigar por ello..Usied secasó con unamujer mucho'' 
con gran clar,i4ad Ou. ie aqji Ls cans 's quE AngeHeenv,o 	

de!ah,, 'ens 'con ustedes Esta ulj,mac nha 
Ella depositó encima de la mesa los papeles y siguió su camino 	era de importancia para gentes de su posición; y el perderla con la promesa de presentarse siempre que la llamase el señor' . habria equivalido a una diferencia notable. Valía la pena realizar ,,: Slolmes 	 w m 	i. 	

- un es'u rio pan conservarla ¿Que hace entonce su hab:! 
- Por mi ?mO de O Qs'e*piJqikm e ustcdcoiflosJpo que 1? 	padrsr roConcbc un phn quc hace rns ¿sonora sucabczi 

-. fl . ,. •, .,.-';.. ..,........... 	 . 	-........-- mirada con costales de color, enmascaró su rostro wn,un nl, im:u 	
, 	 - buqoce y min ojr de hirsutas patillss rcba,o el timbre de ç,, sai 

- Amigo,'lo,primeroqueyo miro son las mangas de una mu jc-r.'.r hasta convertirIo -en cuchid,eo insinuante'y;dobfern ente 
La dob,e,üoea.un poco rn,s arriba deja muñeca, en el sutuo,s.'_.aeguro porque la muchacha era corta de vista,-se presentó bajo donde 'u rnecanógra fa hacc"presió,, contra ¡a mesa,' citaba 	el nombre •de señor.l4osmer. Angel y alejó" a los demás perfectam rute mircada 	' 	 ,, "e"' ' 	o etcnd: rites haciindolc h corte e mismo 	 - 

- Psapodr:ansr acaso las rn"arcis prodos'idst por c'ltra bo 	Wind:bi-uk se levanto y sin deci, palabra., aluo dando un (rente,, una maqJ,ni de coser? —reol:'s,e a rj: amigo 	 aortazo 
- so"0o,ruu,p 	t,at 	de ona mnaou,na di' coscr sólo 	Luego de un un sanie de silencio k pri g "te  a -l&"ic' 

'idria marca en el br o squierdo roes esli, el eisa —con 	- ¿ Cuates fuete,, la' etapas d" su razon imieruto> como se las 
srrpglo para comprobar que Angef era Vv,ndibank? 
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Demostrando la culpabilidad de Wlndibank 

A partir de la conversación con la joven, dijo Holmes, 
pude establecer algunas conjeturas: 

• El señor Hosmer Angel tenía una extraña conducta. Su 
vestimenta, su manera de hablar, el uso de cristales 
oscuros, patillas y bigotes, me hicieron pensar en una 

• persona disfrazada. 
•E1 padrastro manejaba el dinero de la señorita 
Sutherland. Si la joven no se casaba, el señor. 
• Windibank saidria beneficiado. . . . . .... 

..EI señor Fiosmer Angel firmaba a máquinasus cartas, 
como si no deseara que su letra fuera reconocida. 

•Hosmer Ángel y el padrastro nunca coincidían en un 
mismo lugar. 

Considerando estos elementos, encontré sospechoso al 
señor Windibank.. Entonces escribi a la empresa W y M 
en la que él trabaja, preguntando si, alguno de sus 
viajantes respondía a los rasgos de Hosmer Angel que 
habia descripto la señorita Sutherland. Me preocupé por 
eliminar todos los elementos dé la descripción que yo 
consideraba parte del. disfraz. • 

Me• había ya fijado . en las características d. la .náquina 
de escribir y envié una cartá a Wíndibank, citándolo. En 
su respuesta, escrita a máquina, se advertianias mismas 
particularidades que aparecían en las cartas de Hosmer 
Angel. Finalmente, la respuesta de la empresa W y M 
aporto el último elemento a mi demostración: la 
descripción correspondía en todos sus detalles a la de su 
empleado James Windibank. 

•,Y en matemática,..?............... 

Si revisamos la demostración anterior,.' vemos que 
Sherlock •  Holmes encadena convenientemente ciertos 
datos y obtiene una conclusión que resuelve 'su 
probicma. • ... 

A partir de algunos indicios Sherlock Holmes sospechó 
de Windibank y demostró su culpabilidad. 
¿Por qué decimos que demostró su culpabilidad? 
Porque ofreció un fundamento seguro para la conclusión 
obtenida. Dicho de otra forma, Sherlock pudo deducir 
que el padrastro era la misma persona que Hosmer Angel.. 

A la manera de Sherlock Holmes, los matemáticos 
resuelven muchos de sus problemas utilizando el razona-
miento deductivo, es decir, aquél en el que a partir de los 
datos y, utilizando las leyes de la lógica, se ofrece una 
evidencia de la verdad de la conclusión. 
Por eso nos parece importante que empecemos a 
entender el significado de algunos términos: demostrar, 
razonar, deducir.,. 

132 

LA ENSEÑANZA DE LA MATEMÁTICA Y LA FORMACIÓN DEL PENSAMIENTO, Prof. Graciela Chemello 



fEL.RLÁT.ÓDE' 

• ¿Ej o6.ibk exirnr en matemática una 
rt'gla..falsa, de.u,i propiedad verdadera. 
para algunos casos Qu,ero  oir fu rspues 

'ta,' .ióh,.: Calcgl6dor!' ilustrada :con un. 
«jemplo sencillo , perfecii 
Beremfz:calló' durante un rato,-.reflexi-

ente Luego salio dd reognnzento 
dio 

:.4dmiidrnosquc'a.'n algebrista cii'rioso.de-. 
-scara determinar la raiz cuadrada de un - 
ñüim de cuairo'cifms. Sabc,nos 'qie la 
miz cubdrada de un numero es oirn núrfie-

:m aue..multiplicadoporsi mismó. da-un 
.próducfo ígua/l,núnem.dado:.;.,.. 
J"amos a.supóner aú,i que elalgebtistd..' 
,tom'ando librernetite.,tres numeros;asu, 
Tgui:ó. - déizacose lot. siguinrei ¡nmcros: •' 
2025 3025; 9S01 2 
niciemos lo re.ó lución de/.,problem'a por, 

el runi ero 2025 Hechos los va/culos para 
dicho'ñü,ñ ero. éliñvésrig'adórhallviefq'ue 
!a raiícuodradó eí igual a. 4S)En efecto? 

.45 i'cce?45 ei'iguála 2025.•Pero se puede 
•: c0• i1pmbÇrqyc 45.se obtiene de ¡d suma de 
20*25, ques,n óa ríes de/número 2025 
dcsconpuesto'mediáníe un .puFito, dc esta 
manera 20 25 

• Lo misñjo :podria . 'co rnpro bar. 'el naIc- 
:mótico con relación al nz:nero 3025. cuya 

ciiadradacs 55 v conviene' notur que 
SSei'la'szirna de30+..25.partc.v ambas 

:Idénrica' pro,idad se desiaca 	- 
lación..'ul !zümero980l: 	mi:. cua- 
dradas99 LsdcIr98 --,.0l 
'Antee.çtos treia.ç cns. el inadvprt ido algr-

: brirta. podríasnrirse inclinadoa cnunciar 

'Rara calcular la raiz cuadrada deun 
• nz'anro:.de - ciafo cifras, s divide el' 
nziñ&o'po medio de uñ punid en dos 
ai1es2es cfrós cada una, i' se suman 

ls par! s asifonnadas. ¡.,asiuna óhienida 
será la 'r'aiz cuadrada delnii,neio dado'! 

• Esregla, visiblemente errónca.jue indu-
cidadetrcs ejemplos verdaderos. Esposi-

• ble.i'n 'maícmáticu;.1/egaa la vL'rdad por 
imle•obserraciómi no obstante hay ue 

?jioner.ciddado esóeáia! 
 

ntt 
 

• de/a propiedad. :' ...............': 	* 

MAIiTA.U.AN 	.. 

• 	 hombre qe Icuk,baY. 

'Sacando conclusiones 

En los últimos 15 dias, Oscar, el preceptor de 2° C ha 
tomado lista después del primer recreo. 

Por eso, Juan no se preocupó al darse cuenta de que 
llegaría tarde -a) colegio. 

- Menos mal que ahora es suficiente con llegar antes del 
primer recreo para no tener tarde—se dijo. 

La conclusión de Juan se basaba en la observación de lo 
sucedido en los últimos 15 dias. 

Esa forma de obtener conchisiones, basada en la 
observación de cierto número de -casos, responde a un 
esquema de razonamiento inductivo. 

Pero Juan fue demasiado apresurado. Hubiera sido más 
prudente de su parte decir, por ejemplo: "Es probable 
que no me pongan tarde si llego antes del primer recreo". 

Si bien el razonamiento inductivo no siempre: lleva a 
conclusiones exactas, Ja inducción es un camino válido 
para descubrir, posibles propiedadés. 

Asi, cuando observamos que algún hecho se reitera en un 
número importante de casos, tenemos derecho a sospe-
char que se trata de una ley general. 

¿Y luego? Luego... o demostramos la ley o encontramos 
un ejemplo que la contradiga. 

Encontrando argumentos 

Supongamos que queremos convencer a alguien de que el 
cuadrado de un número natural menor que 10 es siempre 
menor que. 100. : ' •- ....... 

Nuestro interlocutor quedará 'satifecho si consideramós 
cada uno de los números (0. 1, ..., 9), lo elevamos al 
cuadrado y verificamos que el resultado es menor que 
100. ¿Podemos hacer algo similar si se trata de demostrar 
que la suma de las amplitudes de los ángulos interiores 
de un triángulo es igual a 1800 . 

Por más que inspeccionemos una gran cantidad de 
triángulos, diez, cien, mil, nadie nos garantiza que no. 
surja algún triángulo no considerado que venga a 
contrariar, lo que estamos afirmando. 

Para demostrar que una propiedad es válida para to-
dos-los elementos de un- conjunto infinito, hay que 
razonar considerando un elemento genérico arbitrario 
y nunca un caso particular. 

Ahora -te invitamos a' leer - el relato de Beremiz, aquel 
famoso y legendario calculador,  árabe, - el cual te ayudará 
a comprender el porqué de la afirmación anterior. 	- 
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*t 1. 

1 Escribé en dada caso la conclusión que se 
desprende de la información dada. 

• 	
•a) Todos los gerentes de empresa tiénen 

auto propio. 
Carlos Aparici es gerente de empresa. 

Todos los días 29 la familia Capuccino 
• 	come ñoquis al mediodía. • 	

Mañana es 29de agosto. 

Martin que es un muchacho de palabra ' 
'ayer rindió examen. Me había dicho que, 

• : ': :• 	aprobaba, hoy iríémos al cine a la' 
:funciónde las 17 horas. 

• : .. . : Son las 1930 y yo sigo aburrida, espe-
rándolo 	

,.. 

• d)Cada vez que Mariana va al parque de 
• 	diversiones, juega en la montaña rusa. 

• 	
. 	 Mariana fue ayer al parque de diver-.' 

siones 

• 	
2. Responde las pegunts a partir de la in•' 

formación dada 

Para solicitar la.bea es condición'indis-' 
.pensable ser egresado de la facultad.. 

• i)' Ilaríana.es egresada de la facultad/ 
¿Puede solicitar la beca? 

• 	b) Beatriz está en condiionesde solicitar 
• •. la beca, ¿es egresada de la facultad? 

c) Juliana no desea solicitar la beca, ¿es 
egresada dela facultad? 

• d) Verónica no es egresada de la facultad. 
¿Puede solicitar la beca 9  

3. Indica'en qué casos la conclusión se dedu-
•.........ce de la información dada.:  

a' iformeció Los dis de tor,ienta  e 
die sale a la calle en éste pueblo. 

• 	..........Hoy nadi&ha salido a la calle. 
• 	

. Conclusión: Hoy es un día de tormenta. 

• . •b).lnformación:Los días de tormenta na- 
die.sale a la calle en este pueblo. 
Hoy es un día de tormenta. 
Conclusión: Hoy nadie ha salido a la:: 

• : 	. . calle en este pueblo. 

c) . Información: Los días 'de tormenta 
nadie sale a la calleen este pueblo. 
Hoy no es un día de tormenta. 
ConclusIón: Hoy todos han salido a la. 
calle en este pueblo. . 

Información: Si Pepe Gómez juega, el 
• . 	 seleccionado gana seguro. 

El seleccionado perdió. 
Conclusión: Pepe Gómez no jugó.  

e Información: Sl Pepe Gómez juega, el 
seleccionado gana seguro. 
Pepe Gómez no jugó. . 

Conclusión: El seleccionado perdió. 

.'f) Información:Todos los varones de 2°C 
son de Boca. 	 :. 	. 

Juanesde Boca. •' . 	 . - . . 

Concluslón:Juan'es alumno de 2° C. 

lnformación:Todos,losvarones de 2 0 C 
son de Boca. 	.......... 	. ..... 

Juan es alumno de 2° C 
Conclusión Juan es de Boca 

. Información:Todós losvarones de'2° C' 
son deBoca. • 	 •'. . 	

' •' . .. 

Juan no es alumno de:2°.C.. 
Conclusión: Juanno esde Boca.' 

4 Indica cuálesde las tres próosiciones, a), 
b),c), se deducen de la proposición dada. 

Si a = 5 entonces a 2  = 25 

Si a 2  = 25 entonces a = 5 

Si a gé 5 entonces a 2  25 

Ssa2 	25entoncesa  S;~ 5 

5r Los señores Bertolotti;'Méndez y  Capurro 
son profesores en una escuela secundaria; 
uno de ellos da clase de historia, otro de 
geografía y otro de matemática. Ninguno da 

	

clase de dos asignaturas. . 	 . . . 

• El profesor de historia y el de geografía, 

	

dan ambos clase en 50 A. 	.: . 

ó El profesor de matemática tiene más ho-
ras de clase que el de geografía. 

.El señor Capurro tiene menos horas de 
clase que el señor Méndez. . . . . . 

El profeor de matemática y el de historia - 

dan clase en 2°C.  

.. El profesorCapurrono da clase en ninún'. 
•. 

• curso en que da clase el proíesor Méndez. 
Es decir, ellos no llenen alumnos comu-. 
nes . 	 •• 	 .• 	 .' 	

. 	 .... 	 .': 

¿Podrías decirnos qué asignattira dicla 
cada profesor? '. 	 . . 	 . . 

.6.'Lasactividades dela tía Herminia 

El lunes, la tíá Herminia se encontró con su 
amiga Silviay fueron juntas a tomar el té. 
Comieron masas cón crema en cantidad 
suficiente. El mozo de la confitería se sor - :. 
prendió por el buen apetito de las dientas,' 
El martes hubo un té canasta a beneficio de 
la escuela a la que concurren los hijos de la 
tía Herminia. Además de tomarté,comió allí 
unas cuantas porciones de torta de crema. 
El miércoles fue el cumpleaños de Merce-
ditas. No podía faltar la tía Herminia que, 

4 	 . 	 1. 	 •ç. 

(T' 1' 	•', )4 	 5. 	 5 4 	 5 	 1 	 5 	 4 	 4 	 5 	1 5. 	 5 	 %5_ 	 Y 
-................'.141, 	 ..... 	 5. 	 ....j4l*tY•.fl'•'k•.51•4fl t 	 -  
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I. 
por supuesto llegó a la hora del té para 
saborearlo con cañoncitos de crema 
La merienda del jueves fue sencilla: té con 
galletitas uhtadas con dulce de leche. 
Siempre tan sobria, la tía Herminia consu-
mió una lata de 1 kg de dulce. 
Bombas de crema pastelera fue el alimento 
que acompaño el té del viernes. 
El sábado por la tarde, presa de un ataque 
de hígado, concluyó muy segura: 
—Es evidente que el té me hace mal al 

hígado. 

•.Qué opinas de la conclusión de la tía 
Herminia? 

7. Matías está estudiando Simetría. 
Al analizar la 
figura del rec-  
tángulo, dice: 	iz~____c  
- Considerando una simetría respecto de 

la diagonal AC, A es el simétrico de A, C 
• es el simétrico de C, Oes el simétnco de 

O, M es el simétrico de M y N es el 
simétrico de N. Por lo tanto, todo punto 
del rectángulo es simétrico de sí mismo. 

•.,Es correcto el razonamiento de Matías? 
¿Por qué? 

Con un poco de humor 

Una señora toma un taxi. A poco de comenzar el 
viaje, el taxista comenta: 
—Señora, no me hable, soy totalmente sordo, de 
manera que no puedo escuchar nada de lo que 
me dice. Lamentablemente he perdido mi audí-
fono,con lo cual en estos días me siento total- 

Maria Sol nace las siguientes observacio-
nes: 

no es un número entero: 

no es un número entero; 

no es un número entero. 
Luego concluye: 
- Las raíces cuadradas de los números im-

pares no son enteras. 

.e,Qué opinas de su conclusión? 

Escribe, en cada caso, una conclusión que 
surja de razonar inductivamente a partir de 
la información dada. 

Cada vez que Alicia comió frutillas, sufrió 
urticaria. 

Las últimas cinco veces que hice torta, 
reemplacé la manteca por queso blanco, 
pero, en cada una de estas ocasiones, la• 
torta se desarmó al desmoldarla. 

Pablo mide los ángulos interiores de 
ocho cuadriláteros distintos y, en todos 
los casos, la suma de las amplitudes es 
3600. 

mente aislado —concluyó el taxista. 
Al escuchar esto, la pasajera hizo silencio y se 
quedó pensativa. 
Sin embargo, al bajar del vehículo comprendió 
que el taxista la había engañado al decirle que 
era sordo. 

•,Cómo se dio cuenta de esto la señora? 

1 	

- 	

4l ii 
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Carla investiga con diferentes cuadrilateros convexos un 
cuadnlat.ero general y cuadriláteros particulares como el 

:;romboide. y distintos•.trapecios (escaleno, rectángulo e  
isosceles) Observa a la derecha su trabajo 

'—Eii.misdibujos; he verificadd ue.los pares de lados  
opuestos del nuevo cuadrilátero son paralelos-  
cluye Carla, despues de cuidadosas comprobaciones 	 - 
- Estas fueron tatnbien nuestras conclusiones  
paralelogramos —dice Laura— Y ademas enalgunos 	 - / 
casos se obtuvieron araJelogramo especiales  
- Sir_se entusiasma Ariel confiando en susutiles 4 de 	 / 
geometria— El que se formo al unir los puntos medios  

- de los lados del -  tiipecioJsósceles-es  
construido con el rombide es un rectangulo  
Recordemos que  

j ;Un paralelogramo 'es u& cuadrilátero que :tiene .. 	 . 

Lbodbos pares de lados opuestos paralelos " . , 
\. 

Entre 'losparalelogramos,podemos distinguir 	- 	D 

• rombo, aue es aquel que tiene sus cuatro lados M 	N 	 1 	 S 
congruentes o de igual medida  

•ctángulo qu s qiel uene sus cuatroángulos 	 '1' 	_____ 	 u 

ctós 	 : 	 -. 	 1 - 

En el caso de tener,los cuatro lados congruentesiy'los' ' ' 
cuatro ángulos rectos, se 10  denomma cuadrado 	 . 	W 

- 	-:--'' 	-.- 	-. 
Por eso, decimos que el cuadrado es un caso particular 
del:rombo y.un' caso particularZdel  rectánguló. 

• ¿Qué cüad±iláteró se foñua iniendo ls puntos medios ae 
,uñ paralelogramo general? ¿Y de un « rornbo? ¿Y; de. un - JLik 
.retángulo? .  A qué cuadrilátero- debes: -ap1icarl este 
procedimiento para;obtcnér -un .cuadrado?,  

-. 	. 44 -, 	- 	.- 	----' - ._ 	- 	 •f ------- - 	 rj- - _'__ 1 

Mas Y-adelante 
-'._t'_IuJ'Ju. 	

-4 	 '---- 	 , 	 - 	 .- . 	 •-;- .. : t''- 	' -. •-•. r 	 •: 	- 

jlr 1) la recta Aft2)a recta parale 
aAB --quépasá por C3iarecta'AC 
la4rectaparálela aAC qupaapor - 

- 

[W1] 

-4 

!_i1' 	---- 	':' 	•". 	 .-- 	 - 

-- 
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.:con  tiras' de cartón y  broches dedos patitas coritruye uii'' 	 . . . 
paralelogramo articulado. Utiliza regla y transportador e  

•investiga, para distintos movimientos de las, varillas:.  
a) ¿Cómo son entre sí los lados opuestos? b) ¿Cómo son 	 -:.. . 	. 

entre si. los ángulos opuestos? 	, 	:, ,' .....,• .. 	. 	. . .... .. 	. 
Agrega una twa de carton como diagonal para fijar las 

:varillas en una posición' y dibuja en papel el iaralelogra-..... 
mo obtenido, traza una diagonal y recorta los triangulos 	B 

q'edan. determinados. Superponiéndolos.convenien-, :.  
temente oque puedes decir de los pares de lados 
opuestos y de los pares de angulos opuestos del 	_________ 
paralelogramo onginar' 	 A 	 A.  

o 
Habrás comprobado que son congruentes Sera esta una C 
propiedad general" 
Tratemos de reproducir pará éualquier paralelogramo 'lo. 'A8 

	

', 	 ' 
que has hecho al recortar los triangulos 
Consideremos entonces un paralelogramo ABCD Tra 	 c 
cemos la diagonal AC y comparemos los Iriangulos ABC WDy ADC que han quedado determinados 

es lado comun a ambos triángulos
=kr2 I por ser alternos internos entre paralelas 	 A 

Si ABCD es paralelogramo entonces = ¡IjI por ser alternos internos entre paralelas 	- 	- 	- 	- 
Los tnangulos ABC y ADC tienen un lado y los dos AB JI CID 	' 	BC /1 AD 

.ánguIos adyacentes al lado, respectivamente' congruentes; 	_________________________ 
por lo tanto, son congruentes. Entonces, él. t rcer ángulo 
de cada:tñángulo y os otros dos lados, •sontambién 
respectivamente congruentes En la tabla de la derecha 
puelesver. la . correspondencia-. entre lados y ángulos ...........  

- 	. 	.. 	 . 	:. 	' 	 .. 	 '.-B, 	.. 	•. congruentes 

Traza la diagonal BD y demuestra que los angulos A y C 
tambien son congruentes 	 A 	 7D 

	

Sí . 	. '.' 	' '.''. 	•'. . 	. . . 	*ece 	paielogmo, anioe1 

	

En todo paralelogramo
, 
 son congruentes 	 - 	 - 

'.los lados opuéstos; .los ángulos opuestos.  

3 Ei MrPi. es un paralelogramo Si lii 'i 6 Comoleta con aveces 	siempra e 
- 370 calcula cada uno de los otros tres 	nunca" 
ángulos 	 a)'Si un cuadrilatero es paralelogramo 

4 ¿,Oue coridicion cumplen los ángulos ad 	entonces es rectangulo 
yacentes a un mismo lado en un paralelo 	b) si un cuadrilatero es un rombo eriton gramo9 tPor qi.e9 	 ' 	ces es un paralelogramo, 
Siunparalelogramotieneunangujorectoc) Si un cuadrulátero.es un rectangulo que puedes decir de los otros tres 9  ,Por 	entoices es ui cuadrado que? 	 -. 	

d) Si un cuadrilatero es un cuadrado en 
5 Construye el paralelogramo PQR sa 	tonces es un rombo 

bieido que lI -= 8 cm Il ; 4 cm y 	7 Efectua Jo pedido en el ejercicio anterio 
IPI = 700 	 cara las expresiones reciprocas de cada 
'Explica el procedimiento que has se 	una de las dadas 
guido 	 Ejemplo a) Si un ci.adrilatero es un rec 

tangulo en,onces es un paralelo'jramo 

150 

. Tsbi. de *nguios 	1 
ABC ADC 	.' .. :ABC 1 	ADC. 

'AC 

Tabl, da lado, .: .....

1 	..AC 	.. . 	Pi P2 
8C 	1 .... AD 	'.. . 	.... al 
AB 	j 'CD 	.':'..B O 

rP..:4 I_ 
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Ariel sabe que los lados opuesos de un paralelogramo 
son congruentes. Ahora se propone construir un cuadri-
látero cuyos dos pares de lados opuestos sean con-
gruentes para determinar de qué cuadrilátero se trata. 5cm -5cm 

Para efectuar su investigación decide que su cuadrilátero 
tenga un par de lados opuestos de 5 cm cada uno y que 
los otros dos, midan 3 cm.: Dibuja primero una figura 	 33cm 

para -analizar los datos y se da cuenta de que hay muchas 
posibilidades (por qué?). 0pta por una de ellas, como 	. 
puedes ver a la derecha Luego procede así dibtja un. 
angulo cualquiera M y sobre sus lados determina ?&4 de 
5cm yMQde3cm 	 5 
FijandoelcornpásenNyconun.radiode3cm,traZaUfl'' 

 

arco. Fijando el compás en Q y con un radio de 5 cm, 	' 
traza otro árco. Ambos arcos se intersectan en P. Obser-  
va que, por construcción, P está a 3 cm de N y a 5 cm 	 , = . 
de Q. El cuadrilátero MNPQ cpniple las condiciones  
pedidas 
El cuadrilátero obtenido es un paralelogramo. 	- 	•-- 	 N 
Construye otros:cuadriláteros cuyos dos pares, de lados ........

- 	

b 

opuestos sean congruentes Que obtienes en cada caso' 

Parece que con las condiciones dadas, la figura que se 
obtiene es siempre un paralelogramo Efectua un Tazo-
namiento que te permita afirmar que esta propiedad es 
general 
Si los pares de lados opuestos de tin cuadrilátero son 	3:- 

 

congruentes, -el cuadrilátero es un' paralelogramo  
Para demostrarlo, te sugerimos:  

Considera' un cuadrilátero ABCD, en el qúe" ...... M 	 5cm 	 N 

IXI = IUDI yIffC .=1Xb1 
Traza una diagonal y explica las razones por las- :que - 	--. - 	 . c 
los tnangulos determinados son congruentes 

.j.Por qué la congruencia de dichos triángulos-es suficiente ................ .. 	'.. 
'para afirmar queAB es paralelaa CD,yque . BCres':' 
-paralelaaAD? .. 	 . ..- .. 	 . 	 . 	 •' 	 -. 	 .. 	 . 

Observa que la propiedad demostrsidii 	redpro.c.a de  
la. demostrada en la. páginaantcrioL ...... 	..... .. 	'., 	' 	. 

8 Sabemos que los ngutos opuestos de 9 Sobre dos rectas paralelas marca con re- 
un paralelogramo son congruentes. gla o compás dos segmentos ANY. BB 

Enuncia la propiedad reciproca- de la misma longitud 
Realiza un razonamiento que te pernui i.,Qué puedes decir de las rectas AB y 
ta demostrarla- 

Para ello te sugerimos que ademasdelos ¿Cómo son-entre sí las medidas de los 
datos lengas en cuenta, las propiedades 
relativas a 1) suma de angulos interiores 

- 
segmentos AB y A B'' 

de un cuadrilátero, 2) ángulos determi .0ué clase de cuadritatero es el 
nados por des rectas cortadas por una ABB'A ? ¿Por qué? 
transversal .Enuncla y justifica formalmente tu 

comprobacion 

--.1- 	:- 	-. -- 	----.- 	151 
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En este capítulo, se trabajará fundamentalmente 

•-cot,los númerosnaturalcs. 	 - 

• Se investigarán algunas propiedades 

• en este conjunto. 

Muchas de estas propiedades 

serán lanibin válidas si se 

consideran los números enteros. 	 - 

4 

z1 

2.1. Escriban tres numeros enterospost tivos que sean multiplos de 7 

¿Habrá alguna forma de escribir todos los múltiplos de 7 positivos? 

.2.2. Escriban todos los numeros pares positivos 

¿Pudieron escribirlos a todos? -- 	 . 	 - 

2.3. Escriban todos los numeros enteros impares 

¿Pudieron escribirlos a todos? 
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La propiedad aqut utilizada 

Ø
.es la propiedad distributiva 

1.1. Para hacerla cuenta: 4 7 + 4- 13, se puede: ,.e!.1sos,aspectos: 

	

efectuar: 4-7=28 	 :a(b+c),ab+ac 

	

4 13=52 	
•a bi -a t -ab. c 

Y luego 28 + 52 = 80. 0 sea que el resultado propuesto es correcto. 

• Otra forma podría ser: 

4 7 + 4- 13 = 4 (7 + 13)= 4. 20 = 80 yse llega a lo mismo.. 

• 1.2.En este caso, también podría extraerse factor común:. 

17 (8 - 6 - 11) = 17 3 = 51 0 sea que el resultada propuesto es incorrecto 

1 
1.3. Resuelvan ustedes este punto. 

2.1. ¿Encontraron tres:múltiplos de7? Seguramente que sí.. Igualmente, estos 

son algunos posibles: 14, 700 y  2394. 	 •• 

Si .sc desea escribir muchos múltiplos positivos de 7 la lista será así: 

7, 14, 21, 28, 35. 42, 49, 56, 63, 70, 77, 84,  etcétera. 

Es evidente que escnbir todos los multiplos positivos de 7 resulta imposible no al-

canza una vida, sería interminable, pues son infinitos. Se reqi.iere, entonces. encon-

trar una forma.de expresar la totalidad de esos números. 

Los números de la lista anterior son múltiplos de 7, pues: 

	

7=7.1 	 28=7-4 

	

14=7-2 	 35=75 

	

21 = 7 - 3 	 Conipletcn los que faltan. 

A partit de esto, se puede afirmar que. cualquier múltiplo:positivo de 7 se escribe co- U  

mo 7 multiplicado por un número natural. Y esto se puede escribir así: 

kes 	wcruwnera ,;aiuiol 	De esta manera si k 1 se obtiene a = 7 

si k = 2 se obtiene a = 14 

si k 3, se obtiene a = 21, etcétera. 

CUESTIÓN: ANAUCEN ESTE RAZONAMIENTO: Si k 

COMO 2 - 7 - k, ENTONCES, 2 ES MÚLTIPLO DE7. 	 . 	. 

	

•ES coRREcTO? ¿POR OU? 	:. 	 . 	. 	 . 

cUESTIÓN: DECIDAN 51 tos SIDUIENTES NÚMEROS SON MULTIPLOS DE 7: 141:327; 1234: 700000. 

Las deniostracioi'es 
	 115 
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1 

2 2 Los numeras positivos pares son 2 4 6 8 10 etc Nuevamente si se quiere es-

cribirlos a todos, es irnposible.Si se qúlere ricontrar.una forma deexpresar todos los 

númros pares, e necesita observar bien qué tienen ellos co común. 

Los números pares son múltiplos de 2: 

2=2.1 

4=2•2 

6=23 

8 = 2 4, etcétera. 

r" 	 ,. 4 . p.Resu1ía-entonces J - 	- 
vn numero positivo por b = 2 n con nnaturol 

.. . -J..:.'.:... ;.. 

Para saber si un número de varias cifras es par, existe una forma mís económica que 

escribirlo como.2 ncon.n -natural. Basta saber si termina en :O.2, 4, 6 u 8. ¿Seles.. 

Ocurre por que 7  

'.2.3. ¿De qué'manera :se .po'drian representar todos los números positivos impares?. 

Si se ubican algunos pares en la recta numérica: 

2 	4 	6 	8 	. 	lO 	12 	14 

- ¿En -dónde ubicarían los impares?.  

-. .. 	 F 	CUESTIÓN: INDIQUEN TRES 

IMPARES POS11VOS. 

• Como los inipares positivos se encuentran entre los pares positivos, si se escriben los 

numeras pares en Id forma 2 n entonces 

-15 2 : 1cJ:iu , ccr0  

Sin =0,:se. -obtienec= 1; 

si n 1, se obtiene e = 3;  

	

2, se 'obtiene c = 5 , etcétera. 	• 
CUESTIÓN: ¿QUE OCURRIRiA SI 

• - 	, . ' : - 	 NO SE INCLUYE EL VALOR O PARAn? 

J. 
• 
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esuncado q a7r-na .zue eai.c1do es tAL~JS 
:? - 	 ____________ 

.jaTauie a detbs eos s los llana CO Lodo ___________ 
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3.2. Para determinar si la suma de dos números naturales consecutivos es un número 

impar, se puede comenzar probando con pares de números consecutivos: 

3 y 4 son consecutivos, y 3 + 4 7. Efectivamente, el número 7 es impar. 

24 y  25 son consecutivas, y 24 + 25 = 49. Este es impar. 

1234 y 1235 son consecutivos y 1234 + 1235 = 2469. También este es impar. 

Con csios ejemplos, es posible sospechar que el enunciado es verdadero. 

Pero ¿será cierto que vale esta propiedad para todos los números naturales? 

1 Como resultaría impasible escribir todas las sumas de dos naturales consecutivos y 

comprobar, una por una, que el resultado sea impar. es necesario encontrar un modo 

de notacíón para representar a todas las sumas de un natural Y. su consecutivo. 

Una posibilidad es designar a todos los números naturales con una letra, por ejemplo 

la n. ¿Cómo designarían al consecutivo, o sea. al  que le sigue a n? ¿Y al anterior? 

n 
Evidentemente, si n es natural, el que le sigue será n + 1 y el anterior será o - 1. 

Entonces, si se quiere saber la forma en que puede escribirse la suma de un natural 

cualquiera y su consecutivo, dicha forma será: 

n+n+1=2n+l(puesn+n-=2n) 

Según lo visto anteriormente 2n + 1, es la expresión de un número impar, o sea que 

si se suma un natural con su consecutivo, el resultado es- un número impar. Por lo 

1 tanto, el enunciado de este problema es verdadero. 

.r 	/. 

3.1 El enunciado de este problema dice: 'El producto de un número natural por. sí - 

mismo es mayor que el número' 

Muchos ejemplos cumplen este enunciado. 

1 Porejemplo:5.5>5 y 10. 10> 10. 

i ¿Se puede afirmar que este enunciado es verdadero? 

En realidad, todos los números naturales, salvo el 1, cumplen con el enunciado. 

Sin embargo, con un solo número que no cumpla la propiedad alcanza para decir que 

el énunciado es falso. 	 - 

r
CUESTIÓN. jOtit AGRECiAPfAN AL ENUNCIADO PARA QUE RESUtTEVERDAOERO? 
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3.4. Para el enunciado: "todo número natural multiplicado por mil es mayor que el 

producto del número por si mismo", se pueden encontrar muchos ejemplos que lo 

cumplen como los números 2, 4, 9, 12, 28 y  37. 

Esto haría pensar que es verdadero. ¿Qué ocurrirá con el 1000, y  con el 1100? ¿Es 
• 	• 	cierto esto? 

Basta con un contrajemplo para demostrar la falsedad del enunciado. 

3.5. El enunciado de este problema dice: "Todo número natural multiplicado por su 

consecutivo es par': Probemos con varios ejemplos: 

3 4=12queespar 

10.. 11 	110 que espar, 

123.124= 15252 qie es par: 

CUESTIÓN: ¿EXISTIRÁ ALG!rIN CONTRAEJEMPIO Y NO sr HA PODIDO ENCONTRAR? 

Si se supone que no hay ningún contraejemplo, se deberá intentar demostrarlo: 

Designando con la letra n a cualquier numero natural su consecutivo sera n + 1 

Hay que deteinar sí el producton (o + 1) es par. 

Como ambos números son consecutivos, seguro que uno es par y el otro impar. 

Si o es par, entonces se puede escnbir n = 2 k con k natural 

Entonces, n + 1 será impar, por lo tanto, n + 1 = 2 . k + 1 con k natural. 

Sin perder de vista que se busca saber si n (o + 1) es par, este producto es posible es-

cribirlo como: 	 n (n + 1) = 2k (2k + 1) 
• 	 .•. 

	

• 	Pero este último producto podemos escribirlo 2 [k (2k + 1)] si se aplica la propiedad 

asociativa. Se obtiene entonces que, al multiplicar un natural por su consecutivo, el 

resuitado es 2 por "aigo, siendo ese aigo un numero natural, ya que es el resulta- 

1 do de sumas y productos de números naturales. Por lo Tanto n (n + 1) = 2 . h con h 

natural, o sea que es par. 

Demuestren este enunciado en el caso de que u sea impar y de que n + 1 sea par. ¿En 

	

• 	qué varia la demostración? 

En este caso para completar la demostración se requiere verificar que la propiedad sea 

cierta en cada caso. 

	

Las demostra,ones 	 f 19 

4:4M'A 
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5.1. Seguramente han podido encontrar más de 6 divisores para 100. Por ejeni-

pb, algunos podrían ser 1; 2: 4; elcitera. 

¿Cuántos divisores llene 100 exactamente? 

019 

¿Cómo se hace para encontrar todos los divisores de 100? 

Serán todos los números naturales e que veriflqucn que 100 = e . k.con k natural. 

Por. ejemplo: 	 100 = 1 - 100 

100=2.50 

100=4.25 

Cuántos divisores de 100 están a la vista 

en los cálculos anteriores? 	
í 	cUESIION:SI a ES DIVISOR DE bENTONCES. 

4b SERÁ MÚLI1PEO DE a? ¿POR OUE? 

.5.2. ¿Recuerdan qué es un número primo? 

las demostiadont 

-..,. . ',. .. --....... 
taro RnrzJm.t m e pmnO st 5Db licite 24tRorpQl!1JO 	rn - 

¿Cuáles son los divisores de 169? Si son únicamente los números 1 y 169, ci. 169 será 

primo. Para no licer todaç las cuentas se podria empezar con el 2 1  como 2 no es divi-

sor de 169, tampocu lo serán todos los números pares. ¿Ocurrirá lo mismo con el 3? 

5.3. Algunos múltiplos de J son: 3, 6, 9. 

9 es múltiplo de 3, pem no lo es de 6, el enunciado del problema es falso, pues se. 

encontró un contraejempbo. 

5.4. Si un -número natural n es múltiplo de 6. existe un número entero puSiiiVO k qu 

cumple: 	 n = 6 - k 	por ejemplo 18 = 6 . 3 

30=65 

-O sea que n puede ser pensado como: 
n=(3.2)-k 	(yaque3-2=6) 

Usando la proptedad asociativa del producto, podemos escribir.  

n = 3 - 2 . k) 	o sea que n es múltiplo de 3. 

Más precisamente llamando j = 2 . k obienmos que n 

Se ha probado que el enunciado del problema es verdadero. 

[21 
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ienSeri ahora en la veracidad o rio de este enunciado: 
i 5 es divisor de los número.s a y b, enlonces es divisor de la suma a + b. 

Si 5 es divisor de a, entonces a = 5 - n, con n natural. 

i 5 es divisor de b, entonces b = 5 - m, con ni natural. 

1s precisamente, llamado k = m + n, se obtiene que la suma de ambos números es 

gual a 5 - k, con k enlero. Es decir que 5es divisor, de la suma de los números a y.b.• 

Determinar la veracidad o falsedad de la siguiente afirmacion 

Sise elige un numero de una cifra y se lo elevo al cuodmdo luego se suman 

los e es de/resultado obtenido ya este ultimo numero se le suma el numero 
elegido el ultimo resultado siempre es menor que 21 

'Veanios cómo determinar la veracidad o falsedad de la afirmación enunciada 
en el problema 6. 

Por ejemplo: Si se elige el 4. Al cuadrado se obtiene 16. Luego 1 + 6 = 7. 
Finalmente, 7 + 4 = 11 < 21. Por lo tanto, el número 4.lo cumple. 

CUESTO!: ¿C CUMPUi 	T0005 LOS •••• 	DE UiA CF&? 

Alguien dUo  que basta con probar para 9. que es el mÁs grande de todos los núm 
ros de una cifra: 

92=81 	8+1=9 	 Porúltirno,9+9=]8<21 

Entonces como el 9 lo cumple, y es el más grande, todos los números de una cifra lo 
verifican. ¿EstÁn de acuerdo cori este.razonamiento? 

Probemos con el 5: 

5=25 	2+5=7; 
Ahorael6: 

62=36 	3 6=9. 

LXXXVII 

Por último, 7 + 5 = 12 <21, se cumple: 

Luego, 9 +6 = 15 < 21, se cumple. 
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Para ci 8 
82 =64 	6+4=0. 	y. .10+.8=1a<21,sc.cumple.. 

CLJE57E5Ñ:VERIF101JEU USTEDES PAIA ELO,EL 

EL 2? El. 3, SI TAMBIÉN LO CUMPLEÑ. 

Queda e17: 
72=49 	4+9=13y 	13+720<:21 

El 7 también lo cumple. 

¿Quedará demostrado el enunciado con lo hecho hasta ahora? 

1 Alguien dice que mejor es representar a todos los números de una cifra mediante una 

¡ escritura. ¿Ustedes qué opinan? 

¿Será neccsario que aparezcan las letras indicando los números? 

I.as deaostraioncs 
	 [23 
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.11 Decidan 51 los siguientes enunciados son 

a) ¿Será cierto que cualquier número 	verdaderos o falsos. Justifiquen la respuesta. 

natural puede escribirse corno suma de nú- 

meros primos? 
	

a) La diferencia entre un número natural par 

Por ejemplo: 6 = 2 + 2 + 2. 	 y un número natural impar es un número 

b) ¿Cuáles son los números naturates que se 
	

impar. 

pueden escribir como suma de 2 números 

primos? 
	

b) La suma entre un número natural 'y 

Por ejemplo 5 = 2 + .3 
	

10000 es mor que el doble del número. 

Ensayen con los números del 4 al 20. 

e) La suma entre el doble deun número na- 

o no colocando o tt. 	 un número par. 

Decidan si estas expresionesson iguales 	tural y el cuádruplo de ese mismo número es 

a)3 a + 3 b +3 =3 - (a+ b+3). 	 d)Todo número natural impar mássu triple 

da como resultado un núero pr. 

b)6 a+5 b — 3 b — 4 a=2 (a+b) 

e) El producto de dos numeros i a 4urales es 

e) a 2 - b 2 = f (a - b) 	 siempre mayor que alguno de los dos 

a 2 +b: 4•i- cf..(a +.-- •-. 2.•'.c). 	. f) La mitadde un flúmeró natural parmás el 

consecutivo del número da como resultado 

--+ 1 --- = .3 . (a •+ -} 	2 ' b) 	 un número par. 3 	6 

Decidan, para cada enunciado, cuál es la 

expresión que lo representa correctamente. 

La.suma del triple, de un número entero k 

y 3. 

3 . (k'+ 3) 

3k+3 

3-k+33 

El consecutivo del doble de la diferencia 

entre un número entero k y  3. 

(2 k - 3) +1 

1 ..'..' 

2(k—.3)+.1 . 

El producto del anterior de la mitad de un 

número entero k y 3. 

(kl)'23 

(k : 2 . 3) - 1 

(k : 2 - 1) . 3 

g) El dobledel anterior de un número natu-

ral más el consecutivo del número es múlti-

plo de 3. 

Traduzcan las siguientes expresiones 

simbólicas a lenguaje coloquial. 

Por ejemplo: 

:(n-3): 2 

también se puede expresar asi: la mitad de 

la diferencia entre un número natural n 

b)(2.t+1):4 

c)3-k.(k+1) 

d)2.(h-1) 

24] 
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Us demostradones 

Calculen mentalmente: Si se duplica la altura de un triángulo. 

¿se duplica su superficie? 

1)32.5+5.18= 

b)231 : 3 + 69 : 3 = Si n es un número entero, escriban: 

e) 99 : 2 + 1: 2 = a) El doble de su consecutivo. 

d) 874: 2 - 74:2 = b) El consecutivo de su doble. 

e) La tercera parte de su anterior. 

Sabiendo que a + b 	12 resuelvan d) La niitad de su triple 

suma entre el doble..de n y  2. 

a)-3 	a+(12)+ 5-(a+ b)-3- b= O.Ei doble de la -suma de ny2. 

b)9 	a+4 	b — 5 	a— b — a= 

c) 6 	a + 2 	(a + b - e) + 2 	(e - 3 	a) = Decidan si.los siguientes enunciados son 

verdaderos o falsos. Justifiquen las respues- 

EM  tas. 

a) El triple de la diferencia entre 5 y  3. a) Si un número es múltiplo de 6 y  de 2, en- 

b) La diferencia entre el triple de 5 y  3., tonces es múltiplo de 12. 

c) El cociente entre la mitad de 16 y  4. . 	. 	. 	. 	. 

d) La mitad del cociente entre .16 y  4. b) Si 4. es divisor de a y  4 esdivisor de b, en- 

e) La cuarta parte del consecutivo de 19. tonces 4 es divisor dea -b. 

fi El producto entre el anterior de 12 y  8.  
.g) El anterior del producto entre 12 y  8. c)Si 5es divisor de a y  5 es divisor de b, en- 

. 	. tonces 5 es divisor de a . b; 

xc 
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