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1. Introduccion

En el presente trabajo se analizard el problema de determinar el estatus
ontolégico de los objetos que estudia la matematica. Siguiendo la terminologia mas
usual en la actualidad, los llamaremos simplemente los “objetos matematicos” (aunque
en ocasiones emplearemos como sindnimas las expresiones “entidades matematicas” y
“entes matematicos”). En términos muy generales, el problema ontolégico de los
objetos matematicos es el de establecer si esos objetos existen independientemente de
la mente humana, y, en caso de que asi sea, qué clase de objetos son. Tradicionalmente,
el problema ontoldgico de la matematica ha estado estrechamente relacionado con el
problema epistemoldgico, es decir, con la cuestiéon de como es posible conocer los
objetos matematicos. En esta tesis estudiaremos fundamentalmente el problema de la
existencia de los objetos matematicos, pero también dedicaremos algunas secciones al
problema epistemolégico. La razon de ello es que, histéricamente, algunas de las
criticas fundamentales a determinadas posiciones ontolégicas acerca de los objetos
matematicos han sido de caracter epistemologico. Mas precisamente, se ha
argumentado que, si se postula la existencia de los objetos matematicos como
independientes de la mente, y ademas se los concibe como entidades abstractas que no
tienen propiedades espaciotemporales, entonces el conocimiento de tales objetos no
resulta posible.

El problema de la existencia de los objetos matematicos es muy antiguo y se
remonta, segin el consenso de la mayoria de los expertos en el tema, a la filosofia de
Platén.! En esta tesis no adoptaremos un enfoque histérico del problema. Tampoco
intentaremos exponer y analizar de manera sistematica todas las posiciones posibles
acerca de la existencia y la naturaleza de los objetos matematicos.2. Nos limitaremos a
estudiar con detalle las dos posturas actualmente vigentes que han tenido mayor
repercusion en el curso de las ultimas décadas: el platonismo (en dos variantes

recientes, el platonismo pleno y el estructuralismo ante rem) y el ficcionalismo. En lo

! Véase Shapiro (2000) para una introduccion histérica a la filosofia de la matematica, que comienza su
relato, precisamente, con un analisis de la obra de Platon.

2 Véase Balaguer (2009a) para una clasificacion de las principales posiciones efectivamente adoptadas a
lo largo de la historia de la filosofia. La manera de nombrarlas suele variar de un autor a otro. El propio
Balaguer (2009) ha modificado en parte su terminologia respecto de su obra anterior (Balaguer, 1998).
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que sigue situaremos estas dos posiciones en el contexto mas general de la filosofia de

las matematicas.

Las posturas actuales en la filosofia de la matematica se pueden clasificar en dos
grandes grupos: realistas y antirrealistas. A su vez, realismo y antirrealismo se aplican
tanto a la ontologia como a la epistemologia. Esto vale en general para cualquier clase
de entidades, abstractas o concretas, aunque aqui solo consideraremos las que estudia
la matematica. El realismo ontoldgico es la posicion que sostiene que los objetos de la
matematica existen por si mismos, con independencia del lenguaje o la conciencia de
los matematicos, y con independencia de que sean o no conocidos en un momento
determinado. Por su parte, el antirrealismo ontolégico es la tesis segun la cual los
objetos matematicos no existen por si mismos con independencia de los sujetos
humanos. En algunas variantes del antirrealismo los objetos matematicos existen, pero
no tienen independencia de la mente humana. Segun otras posiciones antirrealistas, los
objetos matematicos no existen en absoluto. En cuanto al conocimiento de los objetos
matematicos, el realismo epistemoldgico sostiene que los objetos que pueblan el
universo matematico, asi como sus propiedades y relaciones, se descubren, de una
manera analoga, en algunos aspectos al menos, a la manera en que se descubren las
entidades concretas, por ejemplo, un planeta o una estrella, cuya existencia se
desconocia hasta que se logré observarlas. En oposicion a este punto de vista, el
antirrealismo matematico sostiene que los objetos matematicos no se descubren, sino
que se construyen o se inventan, de una manera analoga, también solo en algunos
aspectos, a la manera en que se construye un objeto concreto o se inventa una obra
literaria.

El realismo epistemoldgico estd asociado siempre a alguna forma de realismo
semantico, segun el cual todos los enunciados matematicos tienen un valor de verdad
bien definido, son verdaderos o falsos, independientemente de que podamos conocer o
determinar cudl es dicho valor de verdad. El antirrealismo epistemolégico, por su parte,
esta asociado frecuentemente a alguna forma de antirrealismo semantico, segtin el cual
los enunciados matematicos o bien no tienen valor de verdad en absoluto, o bien son
todos falsos, o bien su valor de verdad depende de que sea conocido por el sujeto. En
cualquier caso, todos los antirrealistas semanticos coinciden en negar que los
enunciados matematicos tengan un valor de verdad por si mismos,
independientemente de que dicho valor de verdad sea conocido. Segin Shapiro (2000),
aunque el realismo ontolégico y el realismo semantico (que él llama, “realismo del valor

veritativo”) se complementan naturalmente, son posturas independientes. Lo mismo
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vale para los respectivos antirrealismos. En principio, es posible ser realista ontologico
y antirrealista semantico, o antirrealista ontoldgico y realista semantico, sin embargo,
estas son posiciones minoritarias en la filosofia de la matematica y no nos ocuparemos

de ellas en esta tesis.3

La mas importante de las posiciones realistas respecto de la ontologia es el
platonismo matematico, que es la postura que sostiene que los objetos matematicos son
entes abstractos que existen por si mismos en un mundo no espaciotemporal. De hecho,
algunos autores emplean la expresion “realismo matematico” como sindnima de
“platonismo matematico”, pero aqui preferiremos distinguirlas. Consideraremos que el
platonismo es solo una especie de realismo, entre otras posibles. Todas las posiciones
filosoficas platonistas admiten la existencia de objetos abstractos que no se encuentran
en el espaciotiempo, pero tales objetos no necesariamente son entidades matematicas.
Se ha postulado la existencia de otros objetos abstractos tales como ideas, conceptos,
proposiciones o teorias. El platonismo matematico admite que los objetos que estudia
la matematica existen en este universo abstracto, pero no estd comprometido con la
tesis de que sean sus Unicos habitantes. El platonismo matematico admite diversas
variantes, que se diferencian en cuanto a cuales son exactamente los objetos
matematicos cuya existencia se postula, y en cudl es la naturaleza especifica de estos.
Las tres variantes mas importantes del platonismo matematico son el platonismo de
objetos, el platonismo pleno y el estructuralismo ante rem. Las tres especies de
platonismo que estudiaremos en esta tesis son realistas tanto respecto de la ontologia
como de la epistemologia y la semantica. Admiten que los objetos matematicos existen
por si mismos con independencia de los sujetos humanos, que tenemos la capacidad de
descubrir al menos algunos de esos objetos y conocer sus propiedades, y que todos los
enunciados matematicos siempre tienen un valor veritativo bien definido,
independientemente de que alguna vez lleguemos a determinarlo. De hecho, la
asociacion entre estas tres formas de realismo es tan estrecha en todas las posiciones
platonistas que podria dudarse en llamar platonismo a una postura que rechazara
alguna de ellas.

El platonismo de objetos es la variante mas antigua del platonismo, ya que sus

origenes se remontan a la segunda mitad del siglo XIX y a los trabajos sobre teoria de

3 Véase Shapiro (2000: 24-33) para una caracterizacion mas detallada de estas posiciones.



conjuntos de Georg Cantor y Gottlob Frege, respectivamente*. Para esta variante del
platonismo, no todos los objetos matematicos que son légicamente posibles existen
necesariamente. De hecho, parte de la tarea del matematico consistiria en determinar
cudles son aquellos que realmente existen, y cuales son los que no existen.

El estructuralismo ante remes la postura que sostiene que los objetos abstractos
que estudia la matematica son estructuras, y no objetos “aislados”. Para esta postura,
entes como los nimeros o los conjuntos deben verse solamente como posiciones en
tales estructuras. Los entes matematicos, entonces, carecerian de propiedades
intrinsecas y s6lo poseerian propiedades relacionales. Por ejemplo, el nimero natural
3 no es una entidad que pueda identificarse con independencia de la estructura
constituida por la progresion de los nimeros naturales. Es simplemente una posiciéon
en esa estructura, caracterizada por propiedades relacionales como ser el sucesor
inmediato del nimero 2 y ser el antecesor inmediato del nimero 4. El estructuralismo
ante rem se originé en la década de 1980 en una serie de articulos de Robert Resnik y
Stewart Shapiro (Resnik 1981 y 1982, Shapiro 1983). Se present6 de manera
sistematica en dos libros de estos autores, publicados el mismo afio (Resnik 1997,
Shapiro 1997), que constituyen hasta hoy la exposicion mas completa de esta postura.

El estructuralismo ante rem fue objeto de criticas importantes en relacién con
la cuestidn de la identidad de los objetos matematicos. En lo esencial, la critica afirma
que la posicidn estructuralista tiene la consecuencia poco deseable de multiplicar las
entidades matematicas que los matematicos consideran como una y la misma. Asi, por
ejemplo, el numero real 3 deberia considerarse como un objeto diferente del nimero
natural 3, ya que tiene propiedades relacionales diferentes de las de este, tales como la
de no tener sucesor ni predecesor inmediato. Sin embargo, es un hecho que los
matematicos los tratan como si fueran un mismo objeto y, ademas, aceptan que el
conjunto de los nimeros naturales estad propiamente incluido en el conjunto de los
numeros reales. En cambio, el estructuralista pareceria obligado a sostener que se trata
de dos conjuntos que no tienen elementos en comun, es decir, dos estructuras que no

comparten posicidn alguna.>

Antes de describir la tercera de las principales posturas platonistas, debemos

mencionar que el talon de Aquiles de todas estas posiciones ha sido tradicionalmente

4 Para colecciones de fuentes originales véase Cantor (1895), Ewald (1996), Ferreirés (2006) y van
Heijenoort (1976).

5 Para diversos aspectos de la critica y del consiguiente debate véase Parsons (1990), Recky Price (2000),
Kerdanen (2001 y 2006), y la defensa de Shapiro (2006). Analizaremos este tema en el Capitulo 5 de esta
tesis.



el problema epistemolégico. Tanto el platonismo de objetos como el estructuralismo
ante rem presuponen la capacidad de percibir, directa o indirectamente, los objetos
abstractos; capacidad que algunos autores identifican con la intuicion matematica (por
ejemplo, Parsons 2008). Ya Godel (1964) habia sustentado su platonismo de objetos en
la existencia de una intuicion intelectual, andloga a la percepcion de objetos en el
espacio, por medio de la cual se obtendria una certeza directa de la verdad de los
axiomas de las teorias matematicas. Pero, entre otras objeciones, esta idea debe
afrontar la critica basada en el hecho de que los matematicos no han podido
pronunciarse acerca de la verdad o falsedad de determinados axiomas, como la
Hipotesis del Continuo en la teoria de conjuntos. Algunos autores realistas, como Maddy
(1980, 1990, 1999, 2011), han sostenido la posibilidad de percibir directamente
objetos matematicos, tales como los conjuntos finitos. Pero parece evidente que no hay
posibilidad de percibir conjuntos transfinitos. Por otra parte, no se advierte cdmo se
podria resolver el conflicto entre intuiciones discordantes.

En dos articulos clasicos, Paul Benacerraf (1965 y 1973) formulé la critica mas
general a todas las posiciones platonistas, conocida desde entonces como la objecion
epistemoloégica. En lo fundamental es la siguiente: debido a su definicién como entes no
espaciotemporales, los objetos abstractos, en caso de existir, serian causalmente
inertes. En particular, serian incapaces de provocar cualquier efecto en el cerebro
humano, por lo que seria imposible cualquier tipo de percepcién o experiencia sobre
ellos. Dado que no es posible interactuar causalmente con los objetos matematicos, no
podemos tener percepcion sensible o intelectual de ellos. Benacerraf formulé su critica
en el contexto de la teoria causal de la percepcion, pero es posible separarla de esa
teoria especifica y reformularla de manera mas general. Si los objetos matematicos no
existen en el espacio y el tiempo, no podemos tener acceso epistémico alguno a esa clase
de objetos. Por consiguiente, no tendremos manera de determinar cuales objetos
existen y cuales no, por ejemplo, no habria modo de saber si los llamados cardinales
grandes de la teoria de conjuntos, de los cuales seguramente no tenemos intuicion
alguna, son parte del universo matematico. Esta ha sido considerada como una critica
severa a cualquier ontologia platonista. La tercera variante del platonismo, el
platonismo pleno, tuvo entre sus principales objetivos la superacién de esa critica y, en
buena medida, fue motivado por ella.

El platonismo pleno, formulado por Mark Balaguer, es la postura que sostiene
que todo objeto matematico que légicamente puede llegar a existir, efectivamente
existe (Balaguer 1998). Dicho con mas precisidn, para el platonismo pleno toda teoria

consistente, que sea puramente matematica, describe verazmente una parte del mundo
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abstracto de las matematicas. En otras palabras, toda entidad matematica postulada
por una teoria légicamente consistente existe en el universo abstracto de los objetos
matematicos. De este modo, para estudiar un objeto abstracto, los matematicos no
necesitarian adquirir conocimiento de él mediante algtin tipo de percepcién o intuicidn,
sino que solo deberian estudiar alguna teoria consistente que postule su existencia.
Esta posicion ha sido objeto de dos criticas importantes, una de caracter
ontoldgico y otra de caracter epistemolodgico. La critica ontoldgica sostiene que, en
principio al menos, son posibles teorias matematicas internamente consistentes, pero
incompatibles entre si, de modo que una de ellas postule la existencia de objetos
matematicos que no pueden existir segiin la otra teoria. Por ejemplo, de acuerdo con la
teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel no existen conjuntos tales como la clase
universal y el conjunto de todos los conjuntos, pero segun la teoria de von Neumann-
Bernays-Godel tales conjuntos existen como clases propias. Asi, podria ocurrir que el
universo matematico mismo no sea consistente. La critica epistemolégica, por su parte,
afirma que el conocimiento de la existencia de los objetos matematicos depende de la
prueba de la consistencia absoluta de la teoria que postula la existencia de tales objetos.
Pero dado que, comenzando por cualquiera de las dos teorias de conjuntos
mencionadas, no tenemos pruebas de consistencia absolutas para la mayoria de las
teorias matematicas importantes, no podriamos afirmar la existencia de la mayoria de
los objetos matematicos. Por ejemplo, en sentido estricto, no sabriamos si existen o no
los numeros irracionales, dado que no hay prueba de consistencia de la aritmética de

los nimeros reales.

Existen también posturas realistas no platonistas, que, aunque fueron populares
en el siglo XIX, no tienen particular vigencia en la actualidad (sobre ellas véase Balaguer
2009a). Estas se dividen en aquellas que afirman que la matematica estudia objetos
fisicos (o bien propiedades fisicas de objetos concretos), y aquellas que afirman que la
matematica estudia objetos mentales. Entre las primeras se encuentra, por ejemplo, la
postura sostenida por John Stuart Mill, quien afirmaba que la matematica es la mas
general de las ciencias naturales, ya que estudia las propiedades que son comunes a
todos los objetos (plantas, rocas, animales, etc.). Segiin este punto de vista, la afirmacion
“2 + 2 = 4” significa que, si a dos objetos cualesquiera se le agregan otros dos, siempre
se obtienen cuatro objetos. Entre las segundas, se encuentra el psicologismo, postura
que sostiene que la matematica trata de ideas o de entidades mentales; de esta forma,

“2 + 2 = 4” seria una afirmacidn que se refiere a la relacion entre ciertas ideas que
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existen en la mente humana. En esta tesis no tendremos en cuenta ninguna de estas dos

posiciones realistas no platonistas.

En la actualidad, la mas importante de las posturas no realistas es el
ficcionalismo matematico, segun el cual los objetos matematicos no existen, o, en otras
palabras, los términos individuales del lenguaje matematico, tales como “2” o “{@}”, no
hacen referencia a ningiin objeto existente. En términos generales, el ficcionalismo
sostiene que los objetos matematicos son ficciones utiles para la practica de la ciencia,
pero no son entidades reales. Su modo de existencia es semejante al de los personajes
de las ficciones literarias, con los que frecuentemente se los compara. Para el
ficcionalista, en principio, las entidades matematicas son prescindibles, es decir, no son
indispensables para la ciencia. La primera formulacién explicita del ficcionalismo fue la
de Hartry Field (1980) que se propuso mostrar que las teorias fisicas pueden
formularse sin emplear los nimeros reales. En su lugar, utiliza agregados de puntos
espaciotemporales, considerados como entidades fisicas concretas, y no como
entidades abstractas. El programa de Field suscit6 numerosas criticas. En primer lugar,
se dud6 de la posibilidad de formular teorias fisicas como la mecanica cuantica
prescindiendo de objetos matematicos como los nimeros complejos, que desempefan
un papel fundamental en la version estandar de dicha teoria. Ademas, se argumento que
en caso de que fuera posible la eliminacion de todo objeto matematico en la formulacion
de las teorias fisicas, el resultado de dicha “nominalizaciéon” seria sumamente
complicado y tendria escasa utilidad practica.

Asi como el platonismo admite diferentes variantes, dependiendo de cuales sean
exactamente los objetos matematicos cuya existencia se postula, el ficcionalismo
admite también diferentes variedades, dependiendo de cuales sean las respuestas que
se formulen para las dos cuestiones que se plantean a continuacion. La primera es cual
seria el valor de verdad de un enunciado como “2 + 2 = 4”, que, segun el ficcionalismo,
serefiere a unarelacion entre entes que no existen. El enunciado puede ser considerado
verdadero, o bien falso, o bien carente de valor de verdad. La segunda cuestién se
refiere a como se compatibiliza la tesis de que los nimeros no existen con el hecho de
que estos sean usados exitosamente en las ciencias empiricas.® Todas las posiciones
ficcionalistas son genéricamente antirrealistas tanto respecto de la ontologia, como de
la epistemologia y la semantica. En esta tesis no intentaremos analizar y comparar las

diferentes posiciones ficcionalistas. Tomaremos como representantes del ficcionalismo

® Para diferentes versiones del ficcionalismo véanse, entre otras, las obras de Azzouni (2004 y 2010),
Balaguer (2009b), Field (1980, 1989 y 2001), Leng (2010), y Yablo (2002 y 2005).
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a las obras de Field (1980, 1989 y 2001), de Leng (2010) y de Balaguer (2009b), que
proporcionan algunos de los principales tipos de argumentos a favor de la posicion
ficcionalista.

Todas las posiciones ficcionalistas deben pagar el costo de una complicacién en
la l6gica y la semantica del lenguaje matematico. Una de las ventajas del platonismo es
que permite mantener la légica y la semantica clasicas (bivalentes) para todos los
enunciados matematicos: para el platonista cualquier enunciado matematico es
definidamente verdadero o falso, con independencia de que de hecho hayamos
demostrado o no su verdad o falsedad. El ficcionalista, en cambio, no puede aceptar esa
conclusion y, aunque tiene varias alternativas para reemplazar la semantica clasica,
todas presentan dificultades. Una posibilidad, por ejemplo, consiste en renunciar a la
bivalencia y aceptar que los enunciados matematicos no tienen valor de verdad,
aunque, presumiblemente, los enunciados metamatematicos si tengan valor de verdad.
Otra posibilidad consiste en sostener que todos los enunciados matematicos son falsos,
pero esa tesis resulta incompatible con la légica clasica. En efecto, de acuerdo con la
logica clasica todas las generalizaciones universales deberian ser vacuamente
verdaderas. Ademas, si un enunciado, como “2 + 2 = 4”, se considera falso (porque no
existen los nimeros naturales), su negacion deberia ser verdadera. Por consiguiente,
no es posible mantener la tesis de que todos los enunciados matematicos son falsos en
el contexto de lalégica clasica. Finalmente, no resulta claro cual serialalégica no clasica
mas adecuada para la posicion ficcionalista.”

Otras posturas antirrealistas que pueden mencionarse son el convencionalismo,
que sostiene que las definiciones de los objetos matematicos son convencionales,
producto de una decision acerca de los significados de los simbolos matematicos y de
las reglas que los vinculan. De este modo, una afirmaciéon como “2+ 2 =4" es
analiticamente verdadera, ya que su verdad surge como consecuencia de las
definiciones (convencionales) adoptadas para los simbolos “2”, “4”, “+” e “=". El
deductivismo, otra postura antirrealista, sostiene que todo enunciado matematico es
de la forma “La oracién 6 se deduce del sistema de axiomas A”, afirmacién que se
simboliza como “A + 8”. Un ejemplo de enunciado matematico verdadero seria,
entonces, “AP; + (2 + 2 = 4)”, donde AP; designa a los axiomas de Peano para la
aritmética de primer orden. En esta tesis, no discutiremos el deductivismo (sobre el

cual véase Balaguer 2009a). En cambio, intentaremos apoyar una determinada forma

7 Analizaremos esta cuestion en el Capitulo 7 de esta tesis, donde intentaremos evaluar los costos y
beneficios del cambio de ldgica.

13



de convencionalismo, no extrema sino moderada, acerca de la existencia de los objetos
matematicos.

La tesis a sostener en el presente trabajo es que los axiomas y definiciones de la
matematica son elegidos en forma convencional, sin que sea necesario decidir
explicitamente acerca del estatus ontologico de los objetos referidos por los términos
del lenguaje. Sin embargo, a pesar de esta neutralidad ontologica, la légica de la practica
matematica es incompatible con la afirmaciéon de que los objetos matematicos no
existen en absoluto, como asimismo es incompatible con la afirmaciéon de que son
objetos abstractos que existen en un mundo no-espaciotemporal. En sintesis,
argumentaremos en contra tanto del platonismo como del ficcionalismo y
defenderemos una forma de convencionalismo moderado respecto de la existencia de
los objetos matematicos.

La argumentacion se desarrollara en tres partes. En la primera, que abarca los
capitulos del 2 al 5, se analizara el platonismo matematico que es, actualmente, la
postura realista mas defendida. La intencidn en esta primera parte es sostener que la
objecidn epistemolégica permite llegar a la conclusion de que el platonismo de objetos
no constituye una postura filoséfica viable. La misma conclusiéon es aplicable al
estructuralismo ante rem; postura que, por otra parte, segun se argumentara, es
incompatible con la practica matematica.

Se criticara asimismo la afirmacién de Balaguer de que el platonismo pleno es la
Unica variante del platonismo que logra superar la objecién epistemolégica. Se
argumentara también que esta postura es autocontradictoria, y que, aunque esa
inconsistencia puede salvarse, esto sélo puede hacerse pagando el costo de que la
postura se vuelva incompatible con la practica matematica. La conclusion general de
esta primera parte sera que el platonismo no es una postura viable en la filosofia de la
matematica.

En la segunda parte, que abarca los capitulos 6 y 7, se estudiara el ficcionalismo
matematico, que es, actualmente, la postura antirrealista mas defendida. Tal como se
afirmado mas arriba con respecto al platonismo pleno, la intencion general sera
argumentar que esta postura, o bien es inconsistente en si misma, o bien es
incompatible con la légica de la practica matematica, por lo que no puede ser
considerada como viable.

La tercera parte de esta tesis, que abarca los capitulos 8 y 9, tiene como objetivo
exponer la soluciéon convencionalista al problema de la existencia de los objetos
matematicos. En el Capitulo 8 se propondra una definicion de qué es la matematica, asi

como de los objetos que esta estudia, y se expondran los detalles de la solucion
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convencionalista propuesta. En particular se mostrara, mediante diversos ejemplos, su
compatibilidad con la practica y con la historia de la matematica. Finalmente, dado que
la mayoria de las convenciones actualmente empleadas en la matematica se basan en el
lenguaje conjuntista, en el capitulo 9 se analizara, como caso de estudio, la relacion
entre la solucién convencionalista propuesta y la teoria de conjuntos. En particular, se
estudiara el problema de la reduccion de los nimeros naturales a conjuntos, que no es
univoca. Se argumentara al respecto que se trata de una decision convencional, pero
apoyada en ciertas condiciones de adecuacion que se justifican de manera pragmatica,
es decir, por su conveniencia, simplicidad, y otros criterios no factuales.

En el Capitulo 10 se expondran las conclusiones de toda la tesis y se plantearan
algunos problemas abiertos acerca de las fuentes de las cuales surgen las convenciones

empleadas en la matematica.
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2. El platonismo matematico: descripcién general

2.1. Los objetos abstractos

Se llama platonismo matematico a la postura que sostiene que los entes que
estudia la matematica son, todos ellos, objetos abstractos. Por lo tanto, para poder
definir adecuadamente qué es el platonismo matematico es necesario determinar
previamente qué se entiende por un objeto abstracto.

La definicion de objeto abstracto es de caracter negativo; en la filosofia de la
matematica se dice que un objeto abstracto es un ente al que no se le pueden asignar
coordenadas espaciales ni temporales. (Dado que, segin la teoria especial de la
relatividad existen multiples sistemas de referencia espaciotemporales, cada uno de
ellos relativo a un observador inercial, habria que enunciar esta definicién situandose
con respecto a un observador en concreto; llegado el caso, si resultara necesario apelar
a esta sutileza, debera entenderse como observador a cualquier matematico
individual.)

Se analizan a continuacion algunas consecuencias de la definiciéon que se acaba
de enunciar. La primera de ellas, que es de naturaleza lingiiistica, dice que es imposible
referirse a los objetos abstractos aplicandoles expresiones tales como “arriba de”,
“abajo de”, “fuera de”, “dentro de”, “después de”, “antes de”, o cualquier otra que
implique una comparacion entre coordenadas espaciales o temporales, ya que estas,
por definicién, no pueden ser asignadas a un objeto abstracto. En particular, seria
erréneo decir que un objeto abstracto se encuentra “fuera del espaciotiempo”, como se
afirma con frecuencia, ya que “fuera” alude a una comparacién espacial.

Otra consecuencia logica de la definicion es que los objetos abstractos son
inmutables, en otras palabras, es imposible que un aspecto cualquiera de su naturaleza
se modifique de alguna manera. En efecto, si O es un objeto abstracto, que O cambie
significaria que existe una afirmacion P referida a O y dos instantes de tiempo ¢, y ¢4,
tales que P es verdadera en el instante t,, y falsa en el instante t;. Existirian entonces
dos coordenadas temporales, t, y t;, asociadas con O, pero esto es absurdo porque O es
abstracto. Se ha probado de este modo, por el absurdo, que un objeto abstracto es
inmutable. Una manera mas simple de expresar el mismo razonamiento es la siguiente:

si un objeto abstracto O mutara entonces habria para él un “antes y un después del
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cambio”, lo cual contradice la definicion de O. Por idénticas razones, un objeto abstracto
no puede moverse, en el sentido fisico del término (porque un movimiento implica un
cambio de coordenadas espaciales). Asimismo, un objeto abstracto carece de longitud,
area o volumen, ya que todos estos conceptos conllevan en su definicién la comparacion
de coordenadas espaciales.

Otra consecuencia de la definicién consiste en que los objetos abstractos son
eternos. Se utiliza aqui la palabra “eterno” en uno de los sentidos que le asigna el
Diccionario de la Real Academia Espafiola que, en su primera acepcion, define a la
palabra como: “que no tiene principio ni fin”. En efecto, si la existencia de un objeto
abstracto O tuviera un comienzo entonces habria dos instantes t; y t;, tales que en t, la
afirmacion “O existe” seria falsa, mientras que en el instante t; esa misma afirmacion
seria verdadera; hecho que contradice la inmutabilidad de O antes demostrada. De la
misma manera se puede demostrar que la existencia de O no puede tener un final.

Se sigue también de lo anterior que los objetos abstractos tienen necesariamente
todas sus propiedades en acto, es decir, no son susceptibles de tener propiedades
potenciales. En efecto, por el mismo argumento anterior, si un objeto abstracto
actualizara alguna de sus propiedades en potencia, se podria distinguir un momento
anterior y uno posterior a la actualizaciéon de dicha propiedad. Pero ello no es posible
porque no son objetos temporales. Igualmente, la actualizacién de una propiedad
implicaria un cambio o mutacién en un objeto abstracto, circunstancia que tampoco es
posible porque, como se acaba de sefalar, son objetos inmutables.

Otra consecuencia muy importante de la definicion consiste en que los objetos
abstractos son causalmente inertes. Esto quiere decir que no pueden ser causa de
ningun fenémeno que ocurra en el espaciotiempo. La demostracion de este hecho sigue
la misma linea que los razonamientos anteriores. Si O fuera la causa de un fenémeno
espaciotemporal esto significaria que O ha interactuado de alguna manera con un
objeto espaciotemporal (un objeto concreto) C; como C es espaciotemporal existen
entonces dos coordenadas temporales t, y t; que corresponden respectivamente al
comienzo y al final de la interaccion (si ésta fuese instantanea entonces simplemente
seria t, = t;). Via la interaccion, esas mismas coordenadas son atribuibles a 0, hecho
que contradice la definiciéon de un objeto abstracto. Un argumento similar prueba que
tampoco pueden ser efecto de ningin fenémeno fisico.

A su vez, una consecuencia de la inercia causal es que los objetos abstractos
carecen de masa, momento, energia, asi como de cualquier otra propiedad fisica, ya que
la definicién de todas ellas implica la existencia de alguna interaccién con un objeto
concreto.
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Pero la consecuencia mas importante de la inercia causal consiste en que los
objetos abstractos no pueden provocar ninguno de aquellos fendmenos fisicoquimicos
que suceden en nuestro cerebro y que solemos llamar “intuicién”, “inspiracion”,
“surgimiento de ideas”, u otros términos semejantes. Asimismo, es imposible que sean
percibidos de ninguna manera, ya que, como se he dicho, no pueden interactuar de
ninguna forma con nuestros sentidos ni con nuestro cerebro. Este hecho sera muy
relevante en el proximo capitulo, cuando se analice el problema epistemolégico que
afecta al platonismo matematico.

Finalmente, en el caso especifico de los objetos matematicos, como por ejemplo
los numeros, los conjuntos y las funciones, es claro que estos deben ser infinitos en
nimero (ndétese ademas que hay conjuntos infinitos de todas las cardinalidades) y
poseer un nimero infinito de propiedades. La infinitud en el nimero de los objetos
matematicos esta ya presupuesta en la aritmética elemental de los numeros naturales
y explicitamente afirmada en todas las teorias de conjuntos desde Georg Cantor en
adelante. La infinitud en el numero de las propiedades de todo objeto matematico se
sigue del hecho de que tiene propiedades relacionales con cada uno de los infinitos
objetos matematicos diferentes de si mismo. Por ejemplo, el nimero 3 tiene la
propiedad de ser menor que el numero 4, la de ser menor que el nimero 5, y asi
sucesivamente.

Por otra parte, muchas propiedades de los objetos matematicos que son,
aparentemente, intrinsecas, pueden también definirse como propiedades relacionales.
Por ejemplo, las propiedades de ser un niimero par, primo, perfecto, racional, irracional
o trascendente son definibles por medio de las relaciones que ese numero tiene, o no
tiene, con otros numeros. Por el momento se dejara abierta la cuestion de si los objetos
matematicos tienen propiedades que sean genuinamente intrinsecas, es decir, que no
puedan ser definidas como propiedades relacionales, y, en caso de que las tuvieran, si
éstas son finitas o infinitas en nimero. Si la cuestion puede permanecer abierta es
porque la caracterizacion de los objetos matematicos como abstractos no depende de
la respuesta; en cualquier caso, tales objetos tendran siempre un nimero infinito de

propiedades relacionales en acto.

2.2. Caracterizacidn general del platonismo

El concepto de platonismo fue introducido en la filosofia de la matematica en un

articulo de Paul Bernays (1935). Alli afirmaba que:
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[...] La tendencia de la que estamos hablando consiste en considerar a los objetos
[matematicos] como cortados de todo vinculo con el sujeto reflexionante. Dado que esta
tendencia se afirma especialmente en la filosofia de Platén, me permito llamarla

“platonismo”. (Bernays 1935, trad. en Benacerraf y Putnam 1983: 259).

Bernays consideraba que el platonismo ya esta presente en la aritmética, cuando
se adopta el supuesto de que conjuntos como el de los nimeros enteros y el de los
numeros reales existen como totalidades. Pero, segtn €], el punto de vista platonista se
expresa sobre todo en la teoria de conjuntos de Cantor y, dado que los métodos
conjuntistas fueron ampliamente aceptados por los matematicos, concluia que “no es
una exageracion decir que actualmente el platonismo reina en la matematica” (Bernays
1935, trad. en Benacerraf y Putnam 1983: 261).

Se ha indicado mas arriba que los objetos abstractos son eternos, en otras
palabras, que no hay un principio ni un final para su existencia. Ahora bien, desde un
punto de vista légico, que la existencia de un objeto no tenga principio ni fin no implica
que ese objeto exista. En efecto, si el objeto no existe entonces es eterno ya que su
existencia nunca comenzo6 ni tampoco terminara (pues no puede terminar aquello que
nunca comenzd). Asimismo, un objeto que no existe carece de coordenadas
espaciotemporales, y es inmutable e inmovil. Por ejemplo, el dios Zeus carece de
coordenadas espaciotemporales, es inmutable y eterno; es posible atribuir
coordenadas temporales a la “idea de Zeus”, pero no a “Zeus” en si. De la misma forma,
se le pueden atribuir coordenadas temporales a “la idea de conjunto infinito”, aunque
no a “los conjuntos infinitos” en si (si es que estos fueran objetos abstractos).

En resumen, todas las caracteristicas de los objetos abstractos mencionadas mas
arriba, tanto la definiciéon en si, como sus consecuencias logicas, son igualmente
atribuibles tanto a los “objetos abstractos” como a los “objetos inexistentes”. El
platonismo matematico no s6lo postula que los objetos abstractos existen, sino que
ademas sostiene que todos los objetos que estudia la matematica son, de hecho, objetos
abstractos. Puede decirse entonces que el platonismo matematico sostiene las dos

afirmaciones siguientes:

(1) Existen objetos abstractos.
(2) La matematica estudia objetos abstractos (existentes).
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Obviamente, si la segunda afirmacidn es verdadera entonces también lo sera la
primera; sin embargo, en principio, no vale la reciproca: parece perfectamente
concebible que existan objetos abstractos, pero que estos no sean los objetos
estudiados por la matematica. A menos que pudiera probarse que (1) implica (2), la
unica de las dos afirmaciones cuyo estudio es relevante para la filosofia de la
matematica es la (2). En otras palabras, la cuestidon de la existencia, o no, de entes
abstractos es irrelevante para la filosofia de la matematica, a menos que estos entes

abstractos sean precisamente los objetos de estudio de la matematica.

2.3. El platonismo de objetos

Aunque hasta el momento se ha hablado aqui de “el platonismo” de manera
genérica, esta postura admite, sin embargo, diferentes matices, que difieren en cuales
son exactamente los entes matematicos cuya existencia se postula. Es decir, existen
diferentes especies de platonismos, todas ellas unificadas bajo un mismo género porque
suscriben las afirmaciones (1) y (2) formuladas mas arriba.8 La versién mas antigua es

el platonismo de objetos, que Mark Balaguer caracteriza de la siguiente manera:

La version mas tradicional del platonismo -defendida, por ejemplo, por Frege y Godel-
es la version del platonismo de objetos. El platonismo de objetos es el punto de vista
segin el cual el reino de las matematicas es un sistema de objetos matematicos
abstractos, tales como niimeros o conjuntos, y que nuestras teorias matematicas, tales
como la teoria de nimeros y la teoria de conjuntos, describen tales objetos. Asi, desde
este punto de vista, el enunciado ‘3 es primo’ dice que el objeto abstracto que es el

numero 3 tiene la propiedad de la primalidad. (Balaguer 1998: 8)

Para ejemplificar la posicion platonista, en sus diferentes variedades, se puede
considerar el problema de la Hipotesis del Continuo, formulado en 1878 por Georg
Cantor.

Cantor demostré que al conjunto de los niimeros naturales le corresponde el

menor de todos los cardinales infinitos, que él llamé X,. Demostré asimismo que al

8 El platonismo matematico se analiza en casi todas las obras generales de filosofia de la matematica, por
ejemplo, en Shapiro (2000), capitulo 8, y Colyvan (2012), capitulo 3. El estudio mas completo y detallado
del platonismo, en sus diferentes especies, es el de Balaguer (1998). En Balaguer (2009a) el autor ofrece
otro panorama general del tema, que introduce algunos cambios terminolégicos respecto de su obra
anterior.
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conjunto de los niumeros reales le corresponde un cardinal mayor, aunque, en principio,
no pudo probar si ese cardinal es 8;, X,, u otro mayor. Durante los afios siguientes,
Cantor pudo determinar el cardinal de diferentes subconjuntos de los nimeros reales,
y en todos los casos hall6 que éste era, o bien X, o bien el mismo cardinal que el de los

numeros reales. En consecuencia, en 1878 escribio:

Se hace plausible la proposiciéon de que la cantidad de clases de conjuntos lineales
[subconjuntos de los niimeros reales] que surge aplicando este principio de clasificacion

es finita y precisamente igual a dos. (Cantor 1878, traduccién en Ferreirés 2006, 14)

En otras palabras, Cantor formula la conjetura de que no existe un cardinal a que
esté estrictamente comprendido entre el cardinal de los de los niimeros naturales y el
de los reales. En otras palabras, Cantor conjetura que el cardinal de los nimeros reales
es igual a X;. Esta conjetura suele ser llamada la Hipdtesis del Continuo, abreviada HC.

Después de muchos intentos fallidos de demostracion, en 1938 Kurt Godel prob6
que si la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel, con el axioma de eleccién
(habitualmente conocida como ZFC), es consistente, entonces es imposible demostrar,
a partir de los axiomas de esa teoria, que la Hipotesis del Continuo es falsa (dicho de
otra forma, la negaciéon de HC no es demostrable en HC). Por otra parte, en 1963 Paul
Cohen probo que, siempre en el supuesto que ZFC sea consistente, tampoco es posible
demostrar a partir de sus axiomas que HC sea verdadera. Es decir, ni HC ni su negacién
son demostrables a partir de los axiomas de ZFC. Esta situacién suele describirse
diciendo que HC es indecidible con respecto a ZFC.? Siguiendo a Cantor, mientras
permanezca indefinido si es X;, o mayor, al cardinal de los niimeros reales se lo suele
llamar c.

Puede demostrarse que el cardinal de los nimeros reales es igual a 2% es decir,
que 2% = c. Porlo tanto, afirmar que la Hipétesis del Continuo es verdadera equivale a
decir que 2% = X;, mientras que decir que es falsa equivale a sostener que 2¥0 > X;.
Por su parte, la Hipotesis Generalizada del Continuo (abreviada HGC) es la extension de
la Hipotesis del Continuo a todos los cardinales transfinitos. Se la puede formular,
entonces, de la siguiente manera: 2% = X, , ;. Segin demostraron Gédel y Cohen, HGC

también es indecidible respecto de ZFC.

9 Godel presentd su resultado en un breve articulo no técnico (Godel 1938) y en uno mas técnico (Godel
1939) luego lo expuso con mayores detalles en un libro (Godel 1940). Algo similar hizo Cohen (1963-
1964 y 1966, respectivamente).
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Conviene aclarar que ZFC es la teoria de conjuntos mas usada por los
especialistas en légica y teoria de conjuntos, por lo que suele ser considerada como la
teoria de conjuntos estandar. Sin embargo, existe otra teoria de conjuntos que es
igualmente muy usada (aunque mas por los matematicos en general que por los
especialistas en logica y teoria de conjuntos). Se trata de la teoria de von Neumann-
Bernays-Godel, conocida como NBG.10 Esta teoria es “mas potente” que ZFC, en el
sentido de que todos los teoremas de ZFC son demostrables en NBG, pero no
reciprocamente, sin embargo, la Hipotesis del Continuo y la Hipotesis Generalizada del
Continuo son, de todos modos, también indecidibles en NBG.

Tenemos entonces que, en el contexto de las dos teorias de conjuntos mas usadas
por los matematicos (supuesto que estas sean consistentes), no es posible demostrar
que existe un conjunto A cuyo cardinal sea mayor que X, y menor que ¢, pero tampoco
es posible demostrar que ese conjunto A4 no exista. La pregunta que se plantea aqui es
qué afirman las diferentes especies del platonismo acerca de la existencia de un tal
conjunto A.

Para el platonismo, en cualquiera de sus versiones, los conjuntos son objetos
abstractos que tienen una existencia objetiva e independiente de la mente humana. El
platonismo de objetos, sin embargo, no sostiene que existan todos los conjuntos cuya
existencia es consistente con una teoria dada. Por ejemplo, para esta postura la
afirmacion que sostiene la Hipdtesis del Continuo, “No existe un conjunto A con un
cardinal intermedio entre X, y c”, es objetivamente verdadera, o bien objetivamente
falsa, y solo puede darse exactamente una de las dos opciones. Para el platonismo de
objetos, la imposibilidad de decidir, a partir de los axiomas de ZFC (o de NBG), la verdad
o falsedad de HC indica solamente la falta de potencia de estas teorias para resolver el
problema, y sugiere que es necesario incorporar axiomas adicionales que permitan

resolver la cuestion. Al respecto, Kurt Godel escribio:

Si se acepta que el significado de los signos primitivos de la teoria de conjuntos [...] es
correcto, entonces los conceptos y teoremas de la teoria de conjuntos describirian
alguna realidad bien determinada en la cual la conjetura de Cantor [la Hipdtesis del
Continuo] deberia ser cierta o falsa.

Por ello su indecidibilidad a partir de los axiomas que hoy en dia aceptamos s6lo
puede significar que estos axiomas no entrafian una descripcién completa de la realidad.
(Godel 1947, trad. en Feferman 1990: 520)

10 La teoria de conjuntos se estudia con mas detalle en el Capitulo 9, donde se ofrecen las referencias
bibliograficas pertinentes, tanto sobre las fuentes histéricas como sobre las obras contemporaneas.
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De todas las versiones del platonismo, la vision del mundo matematico que
propone el platonismo de objetos es la mas parecida a la vision que ofrece el realismo
“del sentido comun” (aplicado a los objetos macroscépicos de tamafno medio).11 En
efecto, excepto en posiciones muy radicalizadas, normalmente nadie duda de la
existencia de objetos tales como sillas, mesas o puertas. Asimismo, dada una habitacién
cerraday a oscuras, nadie dudaria tampoco de que la afirmacién “En la habitacion existe
al menos una mesa hexagonal” es (supuesto que se ha definido claramente qué es una
mesa y qué significa que sea “hexagonal”), o bien verdadera, o bien falsa; y esa verdad
o falsedad puede determinarse objetivamente si se posee la informacion suficiente (que
en este caso podria obtenerse, por ejemplo, entrando a la habitacidon y encendiendo la
luz).

De manera analoga, para el platonismo de objetos, el mundo de los entes
matematicos seria, metaféricamente hablando, una gran habitacién parcialmente a
oscuras en la que algunos objetos existen, y otros no. Como la mesa hexagonal en la
habitacién a oscuras, un conjunto A con un cardinal intermedio entre X, y ¢, o bien
existe, o bien no existe, y para determinarlo sélo seria necesario, metaféricamente
hablando, encender la luz adecuada. La diferencia entre una situacion y otra consiste en
que, mientras que es claro (al menos para el sentido comin) como y por qué podriamos
percibir la mesa hexagonal, no es para nada evidente como es posible tener algtin tipo
de percepcion de los objetos abstractos. Este problema sera analizado en el proximo

capitulo.

2.4. El platonismo pleno

Una segunda especie del platonismo, propuesta por Mark Balaguer a fines del
siglo XX, es el llamado platonismo pleno (en inglés, full-blooded Platonism). Dado que
el Capitulo 4 de este trabajo estara dedicado por completo a describir, asi como a

criticar, esta postura, aqui se hara solamente una breve introduccién al tema.2

11 De hecho, algunos matematicos y filosofos también llaman “realismo” al platonismo de objetos, o
incluso al platonismo en general (véase al respecto Balaguer 2009a). Aqui preferimos evitar el uso del
término realismo, que tiene multiples significados.

12 E] platonismo pleno fue presentado por primera vez en Balaguer (1998); una version diferente es
desarrollada en Linsky y Zalta (1995), asf como en una serie de articulos subsiguientes, como por ejemplo
Linsky y Zalta (2006). En Colyvan y Zalta (1999) y en Restall (2003) se plantean objeciones al platonismo
pleno de Balaguer; y el propio autor, en Balaguer (2009a) las discute, y formula una postura mas
favorable al ficcionalismo (que sera discutida en los Capitulos 6 y 7 de este trabajo). En el Capitulo 4 se
tratan las objeciones al platonismo pleno.
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La idea central del platonismo pleno es que, si la existencia de un objeto
matematico es logicamente consistente, entonces ese objeto efectivamente existe. En

palabras de Mark Balaguer:

El platonismo pleno es la postura de que todo objeto matematico l6gicamente posible
existe. (Balaguer 1998: 5)

Si se retoma la metafora de la seccion anterior, ante la pregunta de si en una
habitacion a oscuras existe una mesa hexagonal, el platonismo pleno responderia que
hay mas de una habitacién, que en algunas de ellas hay, en efecto, una mesa hexagonal,
pero que en otras hay una mesa pentagonal, y, mas en general, que hay habitaciones
con mesas de cualquier disefio que sea realizable desde un punto de vista logico, es
decir, que su realizacién sea logicamente posible en el sentido de no implicar
contradiccion o inconsistencia alguna.

Dicho con mas precisidn, el platonismo pleno afirma que, si una teoria
matematica que sea consistente postula como axioma, o bien puede demostrar como
teorema, que un objeto matematico existe, entonces ese objeto efectivamente existe en
el universo abstracto de las matematicas.

En consecuencia, a diferencia de lo que sucede con el platonismo de objetos, para
el platonismo pleno no hay un uUnico “reino de los conjuntos”. Por el contrario, cada
teoria de conjuntos que sea consistente describe correctamente un “reino de los
conjuntos”, y cada uno de estos “reinos” existe objetivamente. Por ejemplo, segun lo
demostrado por Godel y Cohen, si a la teoria de Zermelo-Fraenkel con el axioma de
eleccién (es decir ZFC), se le agrega la Hipotesis del Continuo (HC) como nuevo axioma
(v suponiendo que ZFC sea consistente), se obtiene una teoria consistente que podemos
indicar como T;. Por otra parte, si a ZFC se le agrega la negacion de la Hipotesis del
Continuo, también se obtiene una teoria consistente, que puede indicarse como T, (T;
y T, se conocen, respectivamente, como teoria cantoriana y teoria no cantoriana de

conjuntos).

T, tiene como axiomas: {Axiomas de ZFC} U {HC}

T, tiene como axiomas: {Axiomas de ZFC} U {—=HC}

Para el platonismo pleno, tanto T; como T, describen un mundo abstracto que
efectivamente existe Se deduce que para esta postura existen “reinos matematicos” en

los cuales la Hipotesis del Continuo es verdadera, y otros “reinos matematicos” donde
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la Hipétesis del Continuo es falsa. En otras palabras, la afirmaciéon “No existe un
conjunto con un cardinal intermedio entre X, y ¢” es objetivamente verdadera o falsa
en cada uno de esos universos; pero, a diferencia de lo que sucede en el caso del
platonismo de objetos, no puede decirse que sea “verdadera” o “falsa” en términos
absolutos.

Puede encontrarse un claro antecedente de esta idea en la conferencia que dict6
David Hilbert en la inauguraciéon del Segundo Congreso Internacional de Matematicas,

en Paris, en el afio 1900.

Si a un concepto se le asignan atributos contradictorios, yo digo que matematicamente
el concepto no puede existir. Asi, por ejemplo, un nimero real cuyo cuadrado es -1 no
existe matemdaticamente. Pero si puede demostrarse que los atributos asignados al
concepto nunca pueden llevar a una contradiccion por la aplicaciéon de un nimero finito
de pasos logicos, entonces yo digo que la existencia matematica del concepto (por
ejemplo, un nimero o una funcién que satisface determinadas propiedades) esta

probada con ello. (Hilbert 1900, citado en Gray 2000: 275, el destacado es del original.)

La frase “nunca pueden llevar a una contradiccién por la aplicacion de un
numero finito de pasos l6gicos” apunta claramente a la idea de una teoria de primer
orden, concepto que Hilberty sus discipulos desarrollarian unas dos décadas mas tarde.
Sin embargo, a pesar de que la cita de Hilbert parece tener una muy clara relacién con

la concepcion que propone el platonismo pleno, Mark Balaguer es escéptico al respecto.

No sugiero que sea el primero en defender una postura como el platonismo pleno.
Edward Zalta y Bernard Linsky han defendido un punto de vista similar; han sostenido
que “hay tantos objetos de un cierto tipo como sea posible”. Pero su concepcion de
objeto abstracto es poco ortodoxa, por esa razdén su postura es muy diferente, en
muchos sentidos, al platonismo pleno. No sé si algtin otro autor ha sostenido que el reino
de las matematicas es completo ala manera del platonismo pleno, pero algunos filésofos
han hecho afirmaciones que nos traen a la mente una imagen similar. Hilbert, por

ejemplo, escribi6 en una carta a Frege:
Si las consecuencias los axiomas dados arbitrariamente no se contradicen entre si, entonces son

verdaderos y las cosas definidas por los axiomas existen. Este es para mi el criterio de verdad y

existencia.
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De manera similar Poincaré dice que “en matematicas la palabra ‘existe’... significa libre
de contradiccién” [...] Pero mientras estos pasajes traen a la mente la imagen que
propone el platonismo pleno de un reino de las matematicas completo, no creo que
ninguno de estos fildsofos hubiera aceptado el platonismo pleno. Por encima de todo, es
claro que ni Hilbert ni Poincaré hubieran aceptado ninguna forma de platonismo, no

s6lo el platonismo pleno. (Balaguer 1998: 7-8)

Pero aun antes de Hilbert, hay asimismo antecedentes de las ideas del
platonismo pleno en el trabajo de Georg Cantor, quien, en su Fundamentos para una

teoria general de conjuntos, de 1883, dice:

La matematica es enteramente libre en su desarrollo, y s6lo estd limitada por la
consideracion autoevidente de que sus conceptos sean consistentes en si mismos, asi
como que estén en relaciones fijas, determinadas por definiciones, con los conceptos
construidos antes, ya presentes y acreditadas. En particular, para la introduccién de
nuevos numeros [se refiere especificamente a los ordinales infinitos] sélo esta obligada
a dar definiciones de ellos mediante las cuales se les conferira tal determinacion y, bajo
ciertas circunstancias, tales relaciones con los antiguos nimeros, que puedan ser
distinguidos unos de otros con precisidn en cada caso. En cuanto un nimero satisface
todas estas condiciones, puede y debe ser considerado en matematicas como existente
y real. (Cantor 1883, trad. en Ferreirds 2006: 106-107)

Cantor no habla de teorias de primer orden, pero esto se debe a que se trata de

un concepto que seria introducido recién a fines de la década de 1920, unos 40 afios

mas tarde.

2.5. El estructuralismo ante rem

Una tercera version del platonismo es el llamado estructuralismo ante rem, una

postura que fue desarrollada a fines del siglo XX por Michael Resnik y Stewart Shapiro.13

13 E] estructuralismo ante rem se originé en la década de 1980 en una serie de articulos, escritos de
manera independiente, por Resnik y Shapiro (Resnik 1981y 1982, Shapiro 1983). Se presenté de manera
sistematica en dos libros de estos autores, publicados el mismo afio (Resnik 1997, Shapiro 1997), que
constituyen hasta hoy la exposicion mas completa de esta postura.
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La idea central del estructuralismo ante rem consiste en que los objetos abstractos que
estudia la matematica son estructuras matematicas (que consisten en objetos
relacionados entre si), y no objetos “aislados”. Para esta postura, entes tales como los
numeros o los conjuntos deben verse solamente como posiciones en esas estructuras,
posiciones que, consideradas por si mismas, carecen de propiedades intrinsecas.

Segin se indic6 en 2.1, los objetos matematicos poseen, en principio,
propiedades intrinsecas y propiedades relacionales. Para el estructuralismo ante rem
todas las propiedades relevantes de los objetos matemadticos son relacionales, y
cualquier propiedad intrinseca que pudieran poseer (como, por ejemplo, la propiedad
de ser cognoscibles) son intrascendentes desde el punto de vista matematico.

Dado que el Capitulo 5 de este trabajo estara dedicado a describir y criticar esta
postura, s6lo mostraremos aqui una breve introduccidén a algunas de las consecuencias
que se deducen de sus premisas fundamentales.

Para comenzar nétese que para el platonismo de objetos el nimero 3 es un ente
en si mismo, dotado de caracteristicas intrinsecas entre las que se cuenta, por ejemplo,
la de ser un nimero primo. De este modo, para el platonismo de objetos, la afirmacion
“3 es primo” describe una propiedad intrinseca del niimero 3, del mismo modo que “El
Sol es una estrella” enuncia una propiedad intrinseca del Sol.

Para el estructuralismo ante rem, en cambio, el nimero 3 es solamente una
posicion en la estructura llamada “sucesion de los numeros naturales” y sus
propiedades no son intrinsecas, sino que dependen de las relaciones mutuas que el 3
establece con las demas posiciones de esa misma estructura. Para esta postura,
entonces, “3 es primo” no es una propiedad del 3 en si mismo, sino una caracteristica
de la relacién que existe entre la “posicion 3” y las demas posiciones de la estructura
“sucesion de los nimeros naturales”.

Esta idea tiene reminiscencias de la definicion que dio Georg Cantor para el
concepto de ordinal (o de tipo ordinal, como él lo llamaba). Para Cantor un ordinal es
un conjunto bien ordenado en el que se hace abstraccion de la naturaleza de los objetos

que lo forman.1# En otras palabras, Cantor sélo considera la “estructura subyacente del

14 Un conjunto bien ordenado es un conjunto cuyos elementos estan ordenados de tal manera que todo
subconjunto de ese conjunto tiene primer elemento. Por ejemplo, (N, >) (el conjunto de los nimeros
naturales con la relacién “mayor que”) es un conjunto bien ordenado.

27



orden”, descartando las caracteristicas “internas” de los objetos que habian sido
ordenados.

Para Cantor, por ejemplo, el ordinal w es exactamente la misma estructura que
Resnik y Shapiro llaman la estructura de los nimeros naturales. El ordinal w + 1 se
obtiene agregando a w un nuevo elemento “a la derecha” de todos los demas, es decir,
agregando un nimero que es, por definicién, mayor que todos los nimeros naturales.
De manera analoga se obtiene w + 2; y asi sucesivamente.

En el Capitulo 5 se expondran diferentes objeciones que se pueden plantear al
estructuralismo ante rem. Conviene, sin embargo, mencionar aqui, a modo de
introduccion al tema, una de las objeciones mas discutidas por todos los autores que
han criticado esta postura: se trata del problema de la identidad de los objetos
matematicos.15

Como se ha dicho mas arriba, para el estructuralismo ante rem el nimero 3 es
una posicion en la estructura “sucesion de los nimeros naturales”. Pero el nimero 3 es
también una posicion en la estructura de los nimeros reales, una estructura que puede
ser llamada “el continuo”. Ahora bien, las propiedades relacionales del 3 en la
estructura de los niimeros naturales son diferentes de las propiedades relacionales en
el continuo. Por ejemplo, en la primera estructura el 3 tiene un antecesor (que es el
numero 2) y un sucesor (que es el nimero 4), mientras que, en el continuo, en cambio,
los conceptos de “antecesor” y “sucesor” no pueden ser definidos.

Dado que, segun el estructuralismo ante rem, las Unicas propiedades relevantes
son las relacionales; entonces el “nimero natural 3” tiene propiedades matematicas
que difieren de las que tiene el “numero real 3”. En consecuencia, para el
estructuralismo ante rem, el 3 en tanto niimero natural es un objeto diferente del 3 en
tanto ndamero real, y, por supuesto, también diferente del 3 en tanto nimero entero, y
del 3 en tanto nimero racional.

Esta conclusion contradice la practica matematica usual, ya que los matematicos
suelen considerar que el 3, ya sea natural, entero, racional o real, es siempre el mismo
objeto, aun cuando pueda pertenecer a diferentes conjuntos numéricos. Una posible

solucién para esta contradiccion, si es que acaso existe, sera estudiada en el Capitulo 5.

1> Entre ellas, las de Parsons (1990), Reck y Price (2000), Keranen (2001 y 2006). Shapiro (2006) es una
respuesta a muchas de esas criticas. Nos ocuparemos con detalle de esos debates en el Capitulo 5.
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En lo que respecta a la Hipotesis del Continuo, el estructuralismo ante rem
sostendria que la conjetura de Cantor esta enunciada en el contexto de la estructura
“secuencia de los cardinales infinitos”. En efecto, para esta postura los cardinales son
posiciones en esa estructura, y sus propiedades quedan determinadas por las
relaciones mutuas que existen entre esas posiciones. Por ejemplo, la propiedad “2% es
un cardinal no numerable” equivale a la propiedad relacional “2¥ es mayor que X,”. La
conjetura de Cantor quedaria, entonces, enunciada de la siguiente manera: “la posiciéon
X, coincide con la posicién 2%”,

Pero, asi como la posicion “nimero 3” puede pensarse en el contexto de
diferentes estructuras, lo mismo sucede con X; y con 2% En efecto, la teoria T, de la
seccion anterior, que a la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel con el axioma de
eleccién le agrega como axioma la Hipoétesis del Continuo, define una estructura en la
que (por lo que afirma el axioma agregado) es verdad que &; = 20, Por otra parte, la
teoria T,, en la que a ZFC se le agrega como axioma la negaciéon de la Hipotesis del
Continuo, define una estructura en la que X; < 2%0,

En resumen, tal como sucede en el caso del platonismo pleno, para el
estructuralismo ante remla Hipotesis del Continuo no es verdadera ni falsa en sentido

absoluto, sino que en ciertas estructuras es verdadera, mientras que es falsa en otras.

2.6. Las criticas al platonismo

En los tres capitulos que siguen se expondran diferentes criticas que se le
pueden hacer al platonismo matematico. En particular, el Capitulo 3 estara dedicado a
la llamada objecion epistemoldgica, que dice resumidamente que, aunque los objetos
abstractos existan, el cerebro humano no puede tener conocimiento de ellos.

Mas alla de la objecion epistemoloégica, que afecta simultdneamente a todas las
variantes del platonismo matematico, es posible hallar también objeciones especificas
para cada una de las dos variantes que son las mas aceptadas actualmente: el
platonismo pleno y el estructuralismo ante rem. Estas objeciones serdn estudiadas en
los Capitulos 4 y 5 respectivamente.

Existe, ademas, otro tipo de objecién, que no suele ser mencionada en la
bibliografia, y que puede denominarse la objecion historica. Resumidamente, esta
objecién dice asi: segin el platonismo, los entes estudiados por los matematicos son
objetos abstractos y, por lo tanto, eternos e inmutables. Sin embargo, histéricamente,

las caracteristicas de muchos de ellos se han modificado a lo largo del tiempo. A modo
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de ejemplo, considérese el caso de la relaciéon entre el nimero 1 y la Conjetura de
Goldbach.

La Conjetura de Goldbach, en su forma moderna (nétese el uso del adjetivo
temporal “moderna”), dice que todo nimero par mayor o igual que 4 puede escribirse
como la suma de dos numeros primos. La aclaracion de “mayor o igual que 4” se debe a
que la conjetura falla para el nimero 2 dado que éste sélo podria escribirse como 1 + 1
y el nimero 1 actualmente no se considera primo.

Ahora bien, la conjetura de Goldbach lleva este nombre porque fue formulada
por primera vez por el matematico aleman Christian Goldbach en una carta a Leonhard
Euler, fechada el 7 de junio de 1742.

De la lectura de esa carta se desprende que en su forma original la conjetura
decia que todo niimero entero positivo n (par o impar) puede descomponerse como
suma de dos primos, que a su vez puede transformarse en una suma de tres primos, y
asi sucesivamente hasta llegar a una suma de n unos. Por ejemplo, las sucesivas

descomposiciones del numero 6 serian:

6=1+5

6=1+2+3
6=1+1+1+3
6=14+1+1+1+2
6=14+1+1+1+1+1

Para Goldbach, en todas esas descomposiciones aparecen exclusivamente
numeros primos, porque hasta el siglo XIX el nimero 1 era primo, si dejo de serlo fue
por razones muy similares (casi idénticas) a aquellas por las que Pluton, en el afio 2006,
dej6 de ser considerado un planeta (cuando el concepto de planeta fue redefinido, por
razones de conveniencia, por la Unién Astronomica Internacional).

Pluton paso6 de la categoria “planeta” a la categoria “planeta enano” debido al
descubrimiento, entre fines del siglo XX y principios del XXI, de decenas de cuerpos del
Sistema Solar con forma y tamafio similares a él. De no haberse tomado esa decisidn, la
cantidad de planetas del Sistema Solar habria pasado, en el transcurso de pocos afios,
de nueve a varias decenas, muchos de ellos con 6rbitas muy excéntricas.

Hasta el siglo XIX no se dudaba de que el nimero 1 fuera primo (de la misma
forma de que durante el siglo XX no se dudaba de que Pluton fuera un planeta). Es
verdad que se trataba de un primo en cierto modo anémalo, ya que contradecia el

Teorema Fundamental de la Aritmética, que dice que todo niimero entero positivo es
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producto de primos y que esta descomposicion es esencialmente Unica
(“esencialmente” significa aqui que en cualquier descomposicidon aparecen siempre
exactamente los mismos primos, la misma cantidad de veces cada uno, aunque tal vez
escritos en un orden diferente). En efecto, el 1 hace falsa la condicién de unicidad, ya
que, por ejemplo: 6 = 2.3, pero también 6 = 1.2.3, 6 = 1.1.2.3, y asi sucesivamente.

Este inconveniente podia solucionarse diciendo que la factorizaciéon es Unica
siempre que los primos involucrados sean todos distintos de 1. Nétese que hoy en dia
debe hacerse una salvedad similar con respectos a los primos negativos: la
descomposicion es Unica si todos los primos son positivos, de lo contrario podriamos
tener también la descomposicion 6 = (-2)(-3).

Sin embargo, durante el siglo XIX los desarrollos del algebra hicieron que la
nocion de “primo” fuera también definida en otros conjuntos numéricos. A modo de
ejemplo pueden mencionarse los enteros de Gauss, que son los numeros complejos a +
bi, donde a y b son ambos enteros. Este conjunto tiene caracteristicas algebraicas muy
similares a las que tienen los nimeros enteros; en particular, en los enteros de Gauss
vale también una version del Teorema Fundamental de la Aritmética: todo entero de
Gauss es producto de primos, y esta factorizacién es esencialmente unica. Es
interesante observar que en los enteros de Gauss el nimero 2 no es primo, ya que se

puede factorizar como:

2 =1+ )(1-10)

Donde 1 + iy 1 — i son primos. Pero aqui también hay “primos anémalos”, que
violan la unicidad de la descomposicion, aunque en este caso la anomalia no se restringe
solamente al nimero 1 = 1 + 0i, sino que abarca también a los nimeros —1 = —1 + 04,

i=0+iy-i=0—1i. Enefecto, otras descomposiciones del nimero 2 son:

2 = (14001 + i)(1-10)
= (-1+0)(=1+0)( + )(1- 0
0 +0)(0- D1 + )(1- D)

En todos los casos, los elementos “anémalos” que contradicen la unicidad de la
descomposicidon en primos resultan ser exactamente aquellos elementos que tienen
inverso multiplicativo (que en los enteros son el 1 y el -1). Por lo tanto, un enunciado
mas conveniente del Teorema Fundamental de la Aritmética, aplicable a cualquier

dominio, dice que la descomposicion es Unica “excepto cuando intervienen elementos

31



que tengan inverso multiplicativo”. Para simplificar el enunciado, resulta ain mas
conveniente quitar a estos elementos anémalos del conjunto de los primos; de la misma
forma que fue mas conveniente quitar a Plutdn del conjunto de los planetas.

De este modo, cuando en el siglo XIX se le quita la condiciéon de primo a los
numeros “anémalos” (es decir, aquellos que tienen inverso multiplicativo), el Teorema
Fundamental de la Aritmética puede volver a enunciarse de una manera sencilla: todo
numero se descompone de manera esencialmente inica como producto de primos. En
resumen, la afirmacion “1 es primo” era verdadera hasta mediados del siglo XIX, y es
falsa hoy en dia. Por lo tanto, las caracteristicas del objeto abstracto “niimero 1” han
cambiado alo largo del tiempo; lo cual contradice la suposicidon de que el 1 es un objeto

abstracto.

2.7. ;Por qué hay matematicos que son platonistas?

A pesar de todos los problemas que presenta, el platonismo matematico ha sido,
y todavia es, una postura ampliamente defendida, tanto por matematicos como por
filé6sofos de la matematica. Esta seccién y la siguiente estaran dedicadas a exponer
posibles razones de este apoyo a la postura platonista. En esta seccidn se hablara de los
matematicos, y en la siguiente de los fil6sofos, ya que es posible que unos y otros tengan
razones diferentes para sostener un punto de vista platonista.

A lo largo de esta tesis, al hablar de los matematicos haremos referencia
frecuentemente a la “practica matematica”, entendiendo por tal el trabajo que un
matematico realiza diariamente. Pero ;qué entendemos por la practica matematica?16
En principio, distinguiremos entre matematica pura y aplicada. La distincién no es
completamente nitida, pero presenta zonas bien determinadas de uno y otro lado. La
axiomatizaciéon de una teoria previamente existente y reconocida como parte de la
disciplina (por ejemplo, la teoria de conjuntos o la teoria de la probabilidad), es un
ejemplo claro de matematica pura. La deducciéon de nuevos teoremas a partir de
axiomas ya aceptados, por ejemplo, los de la geometria euclidea en la axiomatizacién
de Hilbert (1899), es otro ejemplo de matematica pura. La demostracion o refutacién
de una conjetura, como las de Fermat o de Goldbach, es también una tarea tipica de la

matematica pura. Cada vez que hagamos referencia a la practica matematica (sin otra

16 La practica matematica ha sido recientemente objeto de analisis filoséfico. Véanse al respecto las obras
de Mancosu (2008) y Ferreirés (2015).
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especificacidn), entenderemos siempre la practica de la matematica pura, es decir, las
actividades que desarrollan los matematicos puros.

Ademas, existen numerosas practicas de la matematica aplicada, que van desde
el disefio de programas de computacion hasta la construcciéon de modelos matematicos
de sistemas sociales, y desde el calculo de error en ingenieria hasta el tratamiento
estadistico de los datos experimentales en las ciencias bioldgicas. En esta tesis no nos
ocuparemos de la matematica aplicada, que presenta un espectro interesante de
problemas especificos. Tomaremos las actividades de axiomatizar teorias, deducir
teoremas y demostrar o refutar conjeturas como las actividades paradigmaticas de los
matematicos que trabajan en el campo de la matematica pura.

Muchos matematicos profesionales, especialmente los matematicos puros, son
platonistas aun cuando normalmente no puedan dar una respuesta satisfactoria a los
cuestionamientos que se le hacen a esta postura. En palabras del fisico y matematico

John D. Barrow:

La mayoria de los cientificos y matematicos realizan su trabajo cotidiano como si el
realismo fuera correcto, incluso aunque no estén dispuestos a defenderlo con mucha

fuerza los fines de semana. (Barrow 1997: 89)
El matematico Reuben Hersh lo expresa mas extensamente de este modo:

Tomemos algin teorema bien conocido: por ejemplo, la no numerabilidad del continuo;
el Teorema Integral de Cauchy; el Teorema Fundamental del Algebra.

;Se trata de una afirmacion verdadera acerca del mundo? ;Se descubren tales
teoremas, y un tal descubrimiento aumenta nuestro conocimiento?

Si su respuesta a esta pregunta es si, entonces puede ser llamado platonista (o
‘realista’). [...]

Quizas tales cosas no tengan una existencia real después de todo, y la conviccién
de que existen y que son objetivamente cognoscibles es meramente una ilusién con la
que nos engafiamos a nosotros mismos. Tal vez un teorema no es otra cosa que una
férmula que puede ser deducida por las reglas de la 16gica de algin conjunto inicial de
férmulas (axiomas, si usted quiere).

Si usted prefiere adherir a tal modesta renuncia, entonces puede ser llamado un
formalista [...] Se le puede preguntar ahora ;como es que los tres ejemplos que hemos
dado fueron conocidos, entendidos y usados mucho tiempo antes de que los axiomas en

los que estan “basados” fueran enunciados? Si decimos que un teorema no tiene
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significado sino como conclusiéon de los axiomas, entonces ;diremos que Gauss no
conocié el Teorema Fundamental del Algebra, Cauchy no conocié el Teorema Integral
de Cauchy, y Cantor no conoci6 el Teorema de Cantor?

La base del platonismo es la conviccién que todos tenemos de que los problemas
y conceptos de las matemadticas existen independientemente de nosotros como
individuos. Los ceros de la funcién zeta estdn donde estan, no importa lo que yo crea o
sepa acerca del tema. Es, entonces, facil maginar que esa objetividad esta dada por fuera
de la conciencia humana como un todo, fuera de la historia y la cultura. Este es el mito
del platonismo. Permanece vivo porque se corresponde con algo real que forma parte
de la experiencia diaria de los matematicos. (Hersh 1998: 17-18, destacados en el

original)

Se puede resumir la actitud de los matematicos diciendo que son platonistas
cuando piensan, pero formalistas cuando escriben. En efecto, en sus articulos cientificos
los matematicos nunca mencionan explicitamente su adhesién al platonismo, y se
restringen estrictamente a razonamientos formalistas. Para ejemplificar esta situacion,
consideremos el Segundo Teorema de Incompletitud de Godel (1931); que afirma que
la consistencia logica de los axiomas de la aritmética de Peano de primer orden no
puede ser demostrada mediante razonamientos representables dentro de la aritmética.
(En 1936 Gerhard Gentzen demostré esa consistencia, pero mediante induccion
transfinita, la cual se define en el contexto de la teoria de conjuntos de Zermelo-
Fraenkel.) A continuacidn, se exhibira una “demostracién platonista” de la consistencia
de los axiomas de Peano.

Para comenzar recuérdese que los axiomas de primer orden son los siguientes

son los siguientes (donde S indica la “funcién sucesor”):

Ax. 1.Vx(Sx # 0)

Ax.2.Vx(Sx =Sy > x =Yy)

Ax. 3.Vx(x + 0 =x)

Ax. 4.VxVy(x + Sy = S(x +y))

Ax. 5.Vx(x-0=0)

Ax. 6. VxVy(x -Sy =x -y +x)

Axioma-esquema de Induccién: (P (0) AVy(P(y) = P(Sy))) = VxP(x), donde
@(x) es una féormula bien formada cualquiera.
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Es claro que todos estos axiomas son enunciados verdaderos referidos a los
numeros naturales.l” Por otra parte, las reglas de la l6gica (no importa qué légica se
elija) aseguran que de enunciados verdaderos siempre se deducen enunciados
verdaderos. En conclusion, todo teorema que se demuestre a partir de los axiomas de
Peano de primer orden sera, también él, un enunciado verdadero. Se deduce asi que es
imposible que exista un enunciado @ tal que él y su negacion sean al mismo tiempo
demostrables; en otras palabras, se ha probado asi que los axiomas son consistentes.

Esta demostracion se basa, por supuesto, en una nocién realista (o platonista)
de la matematica, segiin la cual los axiomas son enunciados que se refieren a una
realidad externa. Sin embargo, a pesar de la generalizada adhesion al platonismo, la
mayoria de los matematicos coincidiria en no considerarla como valida; de hecho, no
aparece en ningun texto de légica. En resumen, aunque muchos matematicos adhieren
al platonismo, en su practica diaria siempre optan por razonamientos que no impliquen
un compromiso ontolégico.

Si en el texto de sus articulos cientificos los matematicos, al menos
implicitamente, parecen rechazar el platonismo, ;por qué hay, entonces, muchos
matematicos que son platonistas? Se proponen a continuacién, a modo de posible
respuesta, cuatro razones; las dos primeras son de naturaleza psicoldgica, pero no por
ello menos influyentes.

1) Porque todo matematico, en el transcurso de la lucha por hallar la
demostracion de una conjetura, siente que las ideas se resisten de un modo casi fisico a
encajar entre si, como si fueran engranajes o piezas de un rompecabezas al intentar
hacer una demostraciéon, es decir, los objetos matematicos parecen ofrecer una
resistencia casi fisica a la manipulacién. Esta sensacién es tan palpable que los
matematicos, en general, no pueden evitar sentir que estan lidiando con objetos que
existen realmente mas alla de ellos.

2) Porque muchas estructuras matematicas importantes, tal vez la mayoria (por
ejemplo, la estructura de grupo o de espacio topologico), parecen haberse “impuesto”

histéricamente por si mismas, casi sin que fueran buscadas deliberadamente. Por

17 Adviértase que estos axiomas, que son las de la formulacién usual, ya estan interpretados. En realidad,
enuncian el modelo pretendido de 1a aritmética de Peano de primer orden. Por otra parte, en tanto teoria
abstracta de primer orden, la aritmética de Peano debe tener modelos no estandar, es decir, modelos que
no son isomorfos con el modelo pretendido. En particular, si la aritmética de Peano tiene un modelo en
el dominio de los nimeros naturales, también debe tener modelos en el dominio de los nimeros realesy
en otros dominios de cardinalidades mayores. Como es sabido, esta es una consecuencia inevitable de la
version ascendente del Teorema de Lowenheim y Skolem, que alcanza a cualquier teoria formal de
primer orden.
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ejemplo, la estructura de grupos “aparecio” en el trabajo de Galois sin que ni siquiera el
propio Galois la estuviera buscando.

3) Porque muy frecuentemente se han dado a lo largo de la historia
descubrimientos matematicos simultaneos.

4) Por la extraordinaria eficacia de la matematica para explicar, o predecir, la
evolucion de los fendmenos del mundo fisico. Eficacia que a veces se extiende a teorias
matematicas que fueron formuladas mucho tiempo antes de que fueran aplicables a la
fisica u otras ciencias.

Estos fendmenos son parte la “experiencia matematica” (la experiencia en la que
se sumergen los matematicos cuando desarrollan su tarea diaria), asi como de la
historia de esa ciencia. Por lo tanto, una postura razonable en la filosofia de la
matematica deberia poder dar una explicacion aceptable para los fendmenos arriba

descriptos.

2.8. ;Por qué hay filésofos de la matematica que son platonistas?

Las razones mencionadas en la seccidn anterior se refieren, de uno u otro modo,
a la practica matematica diaria, pero también es posible preguntarse por qué hay
fil6sofos de la matematica que, sin ser matematicos profesionales, adhieren igualmente
al platonismao.

Una de las razones mas extendidas consiste en que los conceptos de la
matematica, al menos a primera vista, parecen ser intemporales. Mientras que muchos
objetos fisicos, cuya existencia fue sostenida durante alguna etapa de la historia, han
sido descartados (tal el caso, por ejemplo, del flogisto o del éter), y muchas teorias han
sido igualmente propuestas y abandonadas (como la teoria aristotélica del movimiento
o la teoria geocéntrica de Ptolomeo); por el contrario, los conceptos y teorias
matematicas parecen permanecer inmutables a lo largo de los milenios. El nimero 2,
por ejemplo, parece que siempre ha sido primo y que siempre lo sera. Y aunque, segin
se ha visto mas arriba con respecto al 1, algunos nimeros pueden perder su condicién
de primos, la aparente inmutabilidad de las propiedades de los objetos matematicos
tienta a considerarlos como entes que estan mas alld de las circunstancias del
espaciotiempo.

En contraposicion, se propone aqui la idea de que esta aparente inmutabilidad

de los conceptos matematicos se debe, en realidad, a que la matematica no hace
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predicciones acerca del mundo fisico. El flogisto, el éter, la teoria aristotélica del
movimiento y la teoria de Ptolomeo fueron abandonados porque, o bien se hallaron
hechos que eran incompatibles con esos conceptos y teorias, o bien porque no se
hallaron los hechos que esos conceptos y teorias predecian. Pero no existe un criterio
analogo en la matematica. Considérese, por ejemplo, el axioma de eleccidn. A principios
del siglo XX se discuti6 ampliamente, en el seno de la matematica, si era valido
incorporar este axioma a la teoria de conjuntos. Finalmente, el axioma fue aceptado,
aunque fundamentalmente porque habia muchos resultados, por ejemplo, del calculo
diferencial, que se percibian como verdaderos (nétese el sesgo platonista) pero que no
podian ser demostrados sin el auxilio de este controvertido axioma.

Posteriormente, se descubrié que el axioma de eleccion tiene consecuencias
totalmente antintuitivas; una de las mas notable es el Teorema de Banach-Tarski, que
afirma que es posible cortar una esfera en una cantidad finita de partes, de modo tal
que al ser giradas (y sin que sean ampliadas ni deformadas de ninguna manera)
permiten armar dos esferas del mismo volumen que la original.

Si una teoria fisica predijera que una esfera macroscépica puede ser duplicada
por el simple procedimiento de cortarla en partes y reordenarlas, esa teoria fisica seria
descartada (por predecir un fenémeno fisico imposible). Sin embargo, aunque el
axioma de eleccién predice un hecho de ese tipo, se lo sigue considerando como valido,
y el Teorema de Banach-Tarski es considerado simplemente como una consecuencia
sorprendente del mismo.18

Un ejemplo similar esta dado por las geometrias no euclidianas. En la geometria
de Euclides se demuestra (o, si se quiere, la teoria “predice”) que la suma de los angulos
interiores de un tridngulo cualquiera es igual a dos rectos. En la geometria no euclidiana
hiperbdlica, en cambio, se demuestra (o se “predice”) que la suma de los angulos
interiores de cualquier triangulo es siempre menor que dos rectos. Finalmente, en la
geometria no euclidiana eliptica se demuestra (o se “predice”) que la suma de los
angulos interiores de cualquier tridngulo es siempre mayor que dos rectos. En fisica,
una situacién similar se resolveria midiendo la suma de los angulos interiores de un
triangulo y descartando, segun sea el resultado de la medicion, alguna de las tres
teorias. Sin embargo, dado que se ha demostrado que las tres geometrias son

equivalentes en cuanto a su consistencia logica (mas exactamente, si alguna de las

18 El axioma de eleccién afirma que dado un conjunto de conjuntos no vacios es posible formar un
conjunto que contiene exactamente un elemento de cada elemento de dicho conjunto dado. El axioma de
eleccion y la paradoja de Banach-Tarski se estudian detalladamente en el libro de Moore (2013), que
contiene amplias referencias bibliograficas sobre las fuentes.
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geometrias no euclidianas fuera inconsistente, entonces también lo seria la geometria
euclidiana), entonces las tres son consideradas como teorias matematicas igualmente
validas (el criterio de medicion de los triangulos, de sesgo platonista, se considera
irrelevante para esta cuestion).1?

En resumen, sostenemos que las teorias matematicas parecen inmutables (y, por
ende, parecen reflejar las propiedades de objetos eternos) principalmente porque, con
la Unica excepcion de la inconsistencia légica, no se ha establecido un criterio que
obligue a descartarlas.

En este sentido la matematica se parece mas a un lenguaje que a una ciencia que
se refiera a objetos abstractos. En efecto, las geometrias no euclidianas coexisten con la
euclidiana porque, segin sea conveniente, se aplican para describir uno u otro
fenomeno fisico. De la misma manera, en el lenguaje coexisten las palabras “rojo” y
“verde” sin que ello sea una contradiccion, ya que cada una de estas palabras se aplica,
segun corresponda, a una situacion u otra.

Un lenguaje no se descarta porque sus oraciones no se apliquen a una
determinada situacion; de la misma forma, las teorias matematicas parecen ser
descripciones que se aplican, o no, a determinadas circunstancias. Su aparente
inmutabilidad no se debe, seglin esta idea, a que se refieran a objetos abstractos, sino a
que se refieren a cualquier objeto concreto que se ajuste a ellas. Se retomara esta

cuestion en los Capitulos 8 y 9 de este trabajo.

19 M4s precisamente, no existen pruebas de consistencia absoluta de ninguna de las tres geometrias, pero
existen pruebas relativas reciprocas que muestran que son teorias equivalentes. Por ejemplo, existen
pruebas de consistencia de la geometria hiperboélica de la geometria euclidea respecto de la geometria
hiperbdlica y, a la vez, pruebas de consistencia de la geometria euclidea respecto de la geometria
hiperboélica. Ello prueba la equivalencia entre ambas teorias, es decir, que o bien son ambas consistente,
o bien ambas inconsistentes.
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3. La objecion epistemoldgica al platonismo

3.1. El planteo de la objecién

En el capitulo previo se ha hecho una introducciéon general al platonismo
matematico, en la cual se han presentado brevemente el platonismo de objetos, el
platonismo pleno y el estructuralismo ante rem, siendo estas dos ultimas las variantes
del platonismo matematico que gozan de mayor aceptacidn en la actualidad. En este
capitulo, en el que se comenzara con el desarrollo de las criticas que pueden plantearse
al platonismo matematico, estara dedicado a analizar un problema que afecta a todas
las formas del platonismo matematico, se trata de la llamada objecion epistemologica.
En los dos capitulos siguientes, por otra parte, se expondran las objeciones especificas
que se le pueden hacer, respectivamente, al platonismo pleno y al estructuralismo ante
rem.

La objecion epistemolégica puede formularse resumidamente de la siguiente
manera: el platonismo matematico sostiene que los objetos de estudio de esta ciencia
son entes abstractos que existen en un mundo no espaciotemporal. En consecuencia,
segun esta postura, los matematicos tienen que poder adquirir conocimiento de los
objetos abstractos que existen en ese mundo. Sin embargo, si se acepta la definicién de
objeto abstracto que fue discutida en el capitulo anterior, y se admiten asimismo las
consecuencias logicas de esa definicion, analizadas también en aquel capitulo, parece
inevitable que la conclusion sea que los seres humanos no pueden obtener
conocimiento de ninglin objeto abstracto.

En efecto, tener conocimiento de un objeto abstracto O implicaria asignarle la
coordenada t,, que corresponde al instante en el cual el objeto fue conocido por primera
vez por un ser humano; pero esta circunstancia contradice la definicién de O. En
resumen, la conclusion de este razonamiento seria que el platonismo matematico no es
aceptable porque no es posible saber si existen o no objetos abstractos y, en caso de que
existan, no es posible saber cuales objetos matematicos existen y cuales no.

Como se expondra mas adelante en este mismo capitulo, el problema del
conocimiento de los objetos abstractos fue discutido por primera vez por Georg Cantor;
sin embargo, fue Paul Benacerraf quien formulé la objecion epistemoldgica en la forma

en que se la discute habitualmente en la filosofia actual de la matematica.
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Se afirma que X conoce p. [...] La relacion entre lo que debe ser cierto si p es verdad y
las causas de las creencias de X pueden variar ampliamente. Pero hay siempre alguna
relacion, y la relacién vincula el fundamento de las creencias de Xy el asunto al que se
refiere p. (Benacerraf 1973: 672)

En otras palabras, Benacerraf dice que, hasta donde se sabe, para que un ser
humano obtenga conocimiento de un objeto, éste debe ser la causa directa o indirecta
de algin fenémeno que afecte a ese humano. La objecion de Benacerraf se formul6 en
el contexto de la llamada “teoria causal de la percepcidn”, pero se puede generalizar a
cualquier forma de observacién mediante instrumentos. Por ejemplo, en el caso de un
cierto fendmeno subatémico, éste puede ser la causa desencadenante de una serie de
eventos microscopicos que provoquen que un instrumento de medicion macroscépico
muestre, en un visor, una determinada curva o un determinado nimero. Una serie de
rayos de luz, a su vez, se reflejan en ese visor, llegan a la retina del humano y la
informacion, finalmente, llega hasta el cerebro. En suma, existe una cadena causal entre
el fenémeno microscopico y el cambio en el estado de un instrumento de medicién que
es directamente perceptible.20

Sin embargo, tal como fue demostrado en el capitulo anterior, los objetos
abstractos son causalmente inertes y no pueden, por su propia naturaleza, interactuar
(ni directa ni indirectamente) con los objetos espaciotemporales. La conclusidn seria,
una vez mas, que no es posible adquirir conocimiento de un objeto abstracto y que el
platonismo matematico es inviable.

Por supuesto, los defensores del platonismo matematico rechazan los
argumentos que se acaban de exponer; y a modo de respuesta proponen diversas
maneras por las que seria posible obtener conocimiento de los objetos abstractos. Nos
referiremos a estos argumentos en las secciones siguientes de este capitulo, pero antes

formularemos una tesis relativa a los origenes del platonismo matematico.

3.2. El origen del platonismo matematico

El nombre “platonismo matematico” proviene, evidentemente, de establecer una

analogia entre el mundo no espaciotemporal en el que existirian los objetos

20 Para una formulacién detallada de esta teoria causal de la observacién, véase Brown (1987), donde se
encuentran muchos otros ejemplos.
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matematicos y el mundo de las ideas postulado por la filosofia de Platén (Bernays 1935,
como sefalamos en el capitulo anterior, fue el primero en difundir esta analogia). Sin
embargo, mas alla de la analogia, no existe una relacion directa entre el platonismo

clasico y el platonismo matematico.

Aunque Platén crefa que las matematicas existen en un mundo ideal independiente de
los seres humanos, sus doctrinas incluian muchas tesis que no concuerdan con los
actuales puntos de vista, y el uso de esta denominacion [platonismo matematico] es mas
inadecuada que util. (Kline 1985: 390)

En consecuencia, paradojicamente, en el sentido moderno del término Platén no
fue un matematico platonista, al menos no en sentido estricto?l. Ahora bien, si el
platonismo matematico no comienza con Platén ;cual es, entonces, el verdadero origen
de esta postura? En esta seccidn y en la siguiente se propondra la tesis de que el primer
matematico platonista fue Georg Cantor, y que antes de él los matematicos
consideraban a su ciencia como un lenguaje que sirve para la descripcion de los
fenomenos fisicos?2. Para estos matematicos precantorianos el nimero 3, por ejemplo,
seria simplemente el nombre que designa a una cierta cantidad de objetos concretos, y
su estatus ontoldgico seria equivalente al de la palabra “rojo”. Los conceptos
matematicos, en consecuencia, slo serian aceptables en la medida en que se refieran a
fendmenos observables. Se expondran a continuacién algunos argumentos a favor de la
tesis que se acaba de formular.

El primer argumento esta contenido en la cita siguiente, que se refiere a Euclides
y Apolonio, para quienes, en efecto, el estudio de la matematica era parte del estudio de
la naturaleza.

Los textos matematicos griegos no son diferentes de los modernos libros de texto y
tratados matematicos [de matematica superior]. Tales libros pretenden solamente
organizar y presentar los resultados matematicos que han sido alcanzados, omitiendo
las motivaciones de la investigacion, las pistas y sugerencias de los teoremas y los usos

alos que el conocimiento esta destinado. De aqui que muchos de los que escriben sobre

21 No obstante, los objetos ideales de Platdn, sean o no objetos matematicos, también caen bajo la objecion
epistemolégica de Benacerraf. Se recordard que Platon tuvo que apelar al mito de la reminiscencia para
dar cuenta del conocimiento del mundo de las ideas.

22 Por otra parte, se recordard también, como ya sefialamos en el capitulo anterior, que para Bernays
(1935) el paradigma del matematico platonista era precisamente Cantor.
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las matematicas clasicas griegas afirmen que los matematicos de ese periodo sélo
estaban interesados en las matematicas por las matematicas y lleguen a esta conclusion,
y la defiendan, tomando como base los Elementos de Euclides y las Secciones Cénicas
de Apolonio, las dos grandes compilaciones del trabajo matematico en ese periodo. Sin
embargo, la vision de estos escritores es demasiado estrecha. [...] La auténtica meta era
el estudio de la naturaleza. [...] Para los griegos era evidente que los principios de la
geometria estaban encarnados en la estructura completa del universo, del que el
espacio era el componente primario. De aqui que el estudio del espacio y de las figuras

espaciales fuera una contribucién esencial al estudio de la naturaleza. (Kline 1985: 26)

En otros términos, para Apolonio y Euclides, asi como para cualquiera de los
otros matematicos griegos de la Antigiiedad, la matematica no estudia objetos
abstractos, sino que es el lenguaje que describe la naturaleza. Podemos conjeturar que
esos matematicos habrian considerado a las geometrias no euclidianas como teorias
falsas, a pesar de su posible consistencia légica, debido a que no se corresponden con la
geometria del espacio tal como lo percibimos en nuestro entorno inmediato.

La segunda cita estd tomada de E/ Método, de Arquimedes. En esta obra, que
durante siglos se consider6 perdida, y de la que casi por azar se encontrd una copia a
principios del siglo XX, el autor explica como es posible convencerse, mediante
razonamientos mecanicos, de la validez de ciertos teoremas geométricos, los cuales,
posteriormente, son demostrados dentro del formalismo geométrico. En la
“Introduccion”, que tiene la forma de una carta dirigida a Eratostenes, Arquimedes

escribe:

Reconociendo, como digo, tu celo y tu excelente dominio en materia de filosofia, amén
de que sabes apreciar, llegado el caso, la investigacién de cuestiones matematicas, he
creido oportuno confiarte por escrito, y explicar en este mismo libro, las caracteristicas
propias de un método segun el cual te serd posible abordar la investigacién de ciertas
cuestiones matematicas por medio de la mecanica. Algo que, por lo demas, estoy
convencido, no es en absoluto menos util en orden a la demostracién de los teoremas
mismos. Pues algunos de los que primero se me hicieron patentes por la mecanica,
recibieron luego demostracion por geometria, habida cuenta de que la investigacion por
este método queda lejos del de una demostracién; como que es mas facil construir la
demostracion después de haber adquirido por ese método cierto conocimiento de los

problemas, que buscarla sin la menor idea al respecto. (Arquimedes trad. 1986: 35)

42



Se deduce de esta cita que Arquimedes consideraba al razonamiento geométrico
como equivalente al razonamiento mecanico (o fisico). De hecho, aunque dice que “la
investigacion por este método [mecanico] queda lejos del de una demostraciéon”, por
otra parte, también acota que “[la mecanica] no es en absoluto menos ttil en orden a la
demostracion de los teoremas mismos”. El punto a destacar es que esta equivalencia
entre razonamiento geométrico y razonamiento mecanico no seria posible si la
geometria no fuera una fiel descripcidon de la fisica.

En el mismo sentido se expresa Galileo, en un parrafo muy citado que habla
explicitamente de la matematica como el lenguaje que permite expresar las leyes del

universo:

La filosofia esta escrita en este grandisimo libro que tenemos abierto ante los ojos,
quiero decir, el universo, pero no se puede entender si antes no se aprende a entender
la lengua, a conocer los caracteres en los que esta escrito. Estd escrito en lengua
matematica y sus caracteres son tridngulos, circulos y otras figuras geométricas, sin las
cuales es imposible entender ni una palabra; sin ellos s6lo es como girar vanamente en

un oscuro laberinto. (Galileo Galilei trad. 1984: 61)

Por otra parte, en la Regla XIV de las Reglas para la direccion del espiritu, de
René Descartes, el autor sostiene que la matematica no sélo describe la realidad fisica,

sino que los entes matematicos son, de hecho, objetos concretos.

Si se trata del nimero, imaginaremos un objeto mensurable por medio de multiples
unidades y, a pesar de que el entendimiento reflexione en este momento en sé6lo su
multiplicidad, procuraremos sin embargo evitar que luego vaya a sacar de ello alguna
conclusién en la que se suponga que la cosa numerada estd excluida de nuestro
concepto. Esto es lo que hacen los que ponen en los nimeros misterios sorprendentes
y puras necedades, a todo lo cual no le concederian tal crédito, si no concibieran el
numero como algo distinto de las cosas numeradas. Asimismo, si tratamos de la figura,
pensaremos que tratamos de un objeto extenso, ya que solamente desde este punto de
vista lo concebimos como dotado de figura.

[...] Lalinea, cuyo movimiento en su concepcién da nacimiento a la superficie, es

un verdadero cuerpo. (Descartes trad. 1983: 237-238)

El hecho de que Descartes considera que los objetos matematicos son entes

concretos se ve, por ejemplo, en la frase “si tratamos de la figura, pensaremos que
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tratamos de un objeto extenso”. Finalmente, en un sentido muy similar al de
Arquimedes se expresa Isaac Newton en el prefacio a la primera edicion de los Principia

matemadtica.

Si alguien pudiera trabajar con precision perfecta seria el mas exacto de los mecanicos,
porque la descripcion de las lineas rectas y los circulos sobre los que se basa la
geometria pertenece a la mecanica. [...] Describir lineas rectas y circulos es un
problema, pero no un problema geométrico. Se exige de la mecanica la solucién de este
problema, y cuando esta resuelto la geometria muestra la utilidad de lo aprendido. [...]
Por consiguiente, la geometria esta basada en la practica mecanica, no es sino aquella
parte de la mecanica universal que propone y demuestra con exactitud el arte de medir.
(Newton trad. 1987: 5-6)

Antes de Cantor, como se dijo mas arriba, no hay ninglin matematico que haya
propuesto laidea de que la matematica estudia, o puede llegar a estudiar, objetos ajenos
al mundo fisico. Podria objetarse que durante ese periodo se estudiaron los nimeros
negativos y los complejos los cuales, a priori, no parecen describir objetos fisicos. La
respuesta a esta objecion, en cuanto a los nimeros negativos, esta contenida en la cita

siguiente.

Cuando en el siglo III d.C. Diofanto encontr6 -4 como solucién de una ecuacion lineal, la
rechazé por absurda. En el primer tercio del siglo XVII [...] Brahmagupta, que enuncid
la regla de los signos de la multiplicacién, deseché una raiz [solucién] negativa de una
ecuacion de segundo grado. [...]

De los europeos, Fibonacci, a principios del siglo XIII, rechazé las raices
[soluciones de ecuaciones] negativas, pero dio un paso hacia adelante al interpretar un
numero negativo en un problema de dinero, como pérdida en vez de ganancia. [...] Stifel
(aleman, 14877-1567), agudo algebrista de la época, dijo a mediados del siglo XVI que
los nimeros negativos son absurdos. Cardano, en su Ars magna (1545), enuncié la regla
“menos por menos da mas”, como proposiciéon independiente; también se dice que
admitié la existencia de los nimeros negativos, pero las pruebas de ello son dudosas. La

realidad es que llamé a los ndmeros negativos “ficticios”. (Bell 1995: 183-184)

Notese que el rechazo, que durd varios siglos, a aceptar la existencia de los
numeros negativos se debio, precisamente, al hecho de que estos no parecian expresar

ninguna cantidad o medida concretas. Fibonacci propuso interpretarlos como la
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indicacion de una pérdida econdémica, sin embargo, esta idea, a pesar de que la obra de
Fibonacci fue muy difundida, no parece haber impresionado a los matematicos de los
siglos inmediatamente posteriores.

Como dice la cita de Bell, los nimeros negativos podian aparecer como
soluciones de ciertas ecuaciones, como por ejemplo de x? = 4. Sin embargo, la mayoria
de los matematicos en los tiempos previos al siglo XVII, consideraban que estas
soluciones negativas eran ficticias. Estos matematicos operaban con los nimeros
negativos como si fuesen solamente ficciones ttiles, que aparecian en el desarrollo de
ciertos calculos. Por otra parte, las reglas para operar con esos numeros se elegian de
tal modo que los resultados obtenidos fueran consistentes con las operaciones
correspondientes entre nimeros positivos. Por ejemplo, para determinar el resultado
de 2 - (—3) se puede proceder de la siguiente manera.

Dado que:
2:(7-3)=8
Y puesto que debe mantenerse la validez de la propiedad distributiva:
2:(7-3)=2-7+2-(-3)
Entonces:
2:7+2-(-3)=8

Es decir, 14 + 2 - (—3) = 8, de donde se deduce que 2 - (—3) debe ser igual a —6.
La existencia de los numeros negativos fue finalmente aceptada en la segunda mitad del
siglo XVII, con los comienzos del calculo diferencial y la fisica matematica, ya que en ese
contexto tiene sentido (es mas, resulta necesario) referirse, por ejemplo, a una
“aceleracion negativa”, que es aquella cuyo sentido se opone al sentido del movimiento
de un cuerpo. Es decir, los numeros negativos fueron aceptados cuando se tuvo
conciencia de que eran necesarios para la descripcion de los fendmenos fisicos.

La historia de los nimeros complejos no es muy diferente. Los matematicos se
encontraron por primera ante la necesidad de operar con estos nimeros a mediados
del siglo XV], tras el descubrimiento de la formula general para resolver las ecuaciones
cubicas. Sucedia que a veces, al aplicar esa formula, en los pasos intermedios era

necesario trabajar con raices cuadradas de nimeros negativos; aunque finalmente esas

45



raices se cancelaban y el resultado final (la solucién de la ecuacién) resultaba ser un
numero “legitimo”. Por ejemplo, podia ser necesario calcular el producto (3 +
vV=5)(3 — V=5), cuyo resultado es 14, o bien, (3 + \/—_5) + (3 — V=5), cuyo resultado
es 6. Los algebristas de aquella época llamaron “imaginarias” a estas raices cuadradas
y las consideraron (analogamente a lo dicho mas arriba para los negativos) como meras

ficciones tutiles.

En 1545, Cardano consideraba a los nimeros imaginarios como ficticios, pero los
utilizaba formalmente, como por ejemplo, en la descomposicion de 40 en los factores
complejos conjugados 5++/—15, sin suscitar la cuestién de la legitimidad del
formalismo. (Bell 1995: 185-186)

Leonhard Euler, a mediados del siglo XVIII, fue el primero en trabajar
sistematicamente con los niimeros complejos, de hecho, fue él quien introdujo la letra
i, que hoy se usa todavia, para referirse a v—1. Sin embargo, todo parece indicar que
Euler también los consideraba ficciones utiles, o bien simbolos sin significado con los
que se operaba de manera formal. Por su parte, a fines de ese mismo siglo, Carl Friedrich
Gauss declaraba que “la metafisica de v—1 es dificil” (Bell 1995: 186).

Fue el propio Gauss quien logré que la existencia de los nimeros complejos fuera
finalmente aceptada. En 1831 estableci6 que el numero complejo a + bi puede
pensarse como un modo de referirse al punto (a, b). Segiin esta interpretacidn, las
operaciones entre nimeros complejos indican traslaciones y rotaciones en el plano. Es
decir, los nimeros complejos fueron aceptados cuando se los comenz6 a ver como
“nombres” de posiciones o de movimientos en el plano euclidiano. (Hay que decir que
el primero en formular esta interpretacién geométrica de los nimeros complejos fue el
topografo noruego Caspar Wessel, en 1797; y que la misma idea fue desarrollada
independientemente por el matematico francés Jean-Robert Argand en 1806. Pero
estas contribuciones pasaron inicialmente inadvertidas. Gauss llegé a las mismas ideas,
como ya se dijo, en 1831, y fue su enorme influencia la que garantiz6 que las mismas se
difundieran.)

En resumen, hasta mediados del siglo XIX la aceptabilidad de la existencia de un
objeto matematico estaba ligada al hecho de que éste describiera algin aspecto de la

realidad fisica.
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3.3. Cantor y la objecion epistemoldgica

Georg Cantor fue el primero en introducir el estudio de objetos matematicos
totalmente ajenos a la realidad fisica; objetos que no consider6 ficciones ttiles, ni
tampoco simbolos sin significado con los que se operaba formalmente. Por el contrario,
Cantor defendi6 la idea de que se trataba de objetos existentes en si mismos. Nos
referimos a los ordinales transfinitos, que Cantor presentd en su articulo Fundamentos
para una teoria general de conjuntos, de 1883.

Los ordinales finitos, que Cantor llamaba “nimeros de tipo I” son simplemente
los nameros naturales: 0, 1, 2, 3,.... que en este contexto deben verse como indicadores
de las diferentes posiciones en una secuencia. Segin Cantor, “mas alla” de esta
secuencia natural estan los primeros ordinales transfinitos, que él llamaba “ntimeros
de tipo II” y que hoy en dia suelen denominarse “ordinales numerables”. El primero de
estos numeros de tipo Il es w, que representa, entonces, una posicidn que viene
“después” de todos los nimeros naturales. Después de esta posicion w siguen, a su vez,
w+1w+2 w+3,.. luego (después de infinitos pasos intermedios) w + w, w + w +

1, w + w + 2,... y asi sucesivamente.

0,1,2,3,4,. wo,0+1l,w+2,..,0+w,w+w+1,..

;Tiene sentido hablar de una posicion que se encuentra mas alld de una
secuencia infinita, siendo que ésta, por su propia naturaleza, nunca termina? Es claro
que esa idea carece de sentido si se la quiere aplicar a la realidad fisica. Si se piensa, por
ejemplo, en la sucesion de las orbitas de la Luna alrededor de la Tierra, es posible
imaginar que existi6 alguna vez una primera 6rbita, luego una segunda, una tercera y
asi sucesivamente. Todas esas Orbitas, tanto las pasadas como las futuras, pueden
numerarse mediante los ordinales finitos positivos, porque en cualquier instante de la
vida del Universo la cantidad de 6rbitas lunares sera siempre finita. Nunca tendra
sentido hablar de “la 6rbita lunar numero w”.

Los ordinales transfinitos no tienen, entonces, ningin correlato fisico, y muchos
contemporaneos de Cantor atacaron su teoria mediante el argumento de que era un
sinsentido que hablaba de objetos inexistentes. Previendo este ataque, en su trabajo
antes citado de 1883 Cantor defiende la existencia de los ordinales transfinitos como
entes abstractos, y para explicar la posibilidad de tener conocimiento de ellos apela ala

teoria de Platon de la reminiscencia, segin la cual el espiritu (o el alma) habita en el
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mundo abstracto antes de encarnarse, por lo que todo conocimiento es, en ultima

instancia, un recuerdo.

A mi parecer, el proceso de formacion correcto de conceptos es siempre el mismo; se
pone un objeto carente de propiedades, que al principio no es otra cosa que un nombre
0 un signo 4, y se le asignan ordenadamente varios predicados inteligibles, o incluso
una cantidad infinita, cuyo significado es conocido en base a ideas ya disponibles, y que
no pueden contradecirse entre si. De este modo quedan determinadas las relaciones de
A con los conceptos ya disponibles, y particularmente con los que estdn emparentados
con él. Una vez llevado esto hasta el final, se dan todas las condiciones para despertar el
concepto 4, que dormia en nuestro interior, y éste accede listo a la existencia. (Cantor
1883, trad. Ferreirds 2006: 141-142)

En la cita puede verse ademas que Cantor fue el primero en proponer una
solucién para la objecidn epistemoldgica; su respuesta consiste en postular que los
humanos no son seres exclusivamente espaciotemporales, sino que tienen un
componente no espaciotemporal (un alma o un espiritu) que es capaz de conectarse
con el mundo abstracto (de hecho, es capaz de vivir en él). Sin embargo, es claro que
esta estrategia no resuelve la objecion, sino que sélo desplaza el problema. En efecto, si
el alma es un ente no espaciotemporal entonces subsiste el problema de como este ente
transmite esa informacion a nuestro cerebro (que es espaciotemporal). Notese que, ya
sea que los humanos tengan un alma inmaterial, o no la tengan, es un hecho
comprobado que la memoria y el conocimiento dejan un registro fisicoquimico en las
neuronas, de modo que el alma deberia interactuar con ellas. Pero si el alma es un objeto
abstracto mas, que habita entre los objetos matematicos, no deberia tener capacidad de
interactuar con el cuerpo, que es un objeto concreto. Ahora es el problema mente-
cuerpo el que resulta intratable, por lo que el problema del conocimiento de los objetos
abstractos no se resuelve. En conclusion, Cantor plantea el problema epistemolégico,

pero la soluciéon que propone no parece ser satisfactoria.

3.4. La intuicién como percepcion

Cantor no fue el tnico en defender la idea de que es posible tener algtn tipo de
percepcion del mundo platénico de las matematicas. Kurt Gédel también sostuvo que
es posible percibir el mundo abstracto e identificaba esta supuesta capacidad de

percepcion con la intuicion matematica. La estrategia general de Gddel consiste en
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sostener que no hay una diferencia de naturaleza entre la percepcion de los objetos
fisicos y la intuicién de los objetos abstractos, que resultaria ser una forma de
percepcion. En ese sentido, citamos el siguiente pasaje, escrito en 1963, sobre el

problema de la Hipotesis del Continuo.23

A pesar de su lejania de la experiencia sensible, tenemos algo parecido a una percepcién
de los objetos de la teoria de conjuntos, como se puede ver por el hecho de que los
axiomas mismos nos fuerzan a aceptarlos como verdaderos. No veo ninguna razén por
la cual debamos tener menos confianza en este tipo de percepcion, es decir, en la
intuicion matematica, que en la percepcion sensible, que nos induce a construir teorias
fisicas y a esperar que futuras percepciones sensibles concuerden con ellas y, ademas,
a esperar que cuestiones no decidibles por el momento tengan significado y puedan ser
decididas en el futuro. Las paradojas de la teoria de conjuntos dificilmente son mas
preocupantes que los engafios de los sentidos para la fisica. Ya se indic6 [...] que pueden
darse perfectamente nuevas intuiciones matematicas que conduzcan a una decisiéon de

problemas tales como la hip6tesis del continuo de Cantor. (Godel 1964: 483-484)

La siguiente cita, por otra parte, proviene de un trabajo escrito en 1951, aunque

publicado péstumamente.

La similitud entre la intuicién matematica y la percepcidn fisica es sorprendente. Es
arbitrario considerar “esto es rojo” como un dato inmediato, pero no hacerlo asi con el
modus ponens o la inducciéon completa (o quizas alguna proposicién mas sencilla de la
que ésta se siga). Pues la diferencia, en la medida en que es aqui pertinente, consiste
s6lo en el hecho de que en el primer caso se percibe una relacién entre un concepto y
un objeto en particular, mientras en el segundo lo que se perciba es una relacién entre

conceptos. (Feferman 1995: 359)
En los dos pasajes citados Godel sostiene que no existe una diferencia
fundamental (y que, de hecho, seria arbitrario suponer que si la hay) entre las dos

afirmaciones siguientes:

(a) “Una manzana madura es roja” es el enunciado de una percepcion.

2 Dicho pasaje no se encontraba en la primera edicion del articulo de Gédel, publicada en 1947. Fue
escrito en 1963 como parte de un suplemento a la segunda edicién, publicada 1964, que es la que citamos.

49



(b) “El principio de induccién completa es valido” es el resultado de una

percepcion.

Agrega, ademas, que la unica diferencia consiste en que la afirmacion (a) se
refiere a una relacion entre un objeto (concreto) y un concepto (abstracto), mientras
que (b) expresa una relacion entre dos conceptos (abstractos).

(Por qué podria asegurarse que (a) expresa una relaciéon entre un objeto
concreto y un concepto abstracto? O, mas precisamente, ;coémo sabe un ser humano que
un objeto es rojo? Cuando se percibe que un objeto concreto 4 es rojo, esto se debe a
que A refleja ciertas frecuencias de la luz visible. Esta luz, a su vez, incide en
determinadas células de la retina, las cuales envian informacion electroquimica a través
del nervio 6ptico. Esta informacion, finalmente, llega a areas especificas del cerebro que
la interpretan como “el objeto es rojo”.

En resumen, la percepcion del “rojo” se reduce a una secuencia de eventos fisicos
concretos que forman una cadena causal. La interpretacion de Godel parece suponer
que este proceso tiene “un paso mas” en el que las neuronas interactian de algiin modo
con un “concepto abstracto de rojo” (interactian con el gualia “rojo”, dirian algunos
filésofos de la mente). Pero esta interpretacion conduciria una vez mas, sin resolverlo,
al problema de la existencia de una relacion causal entre objetos fisicos (neuronas) y
objetos abstractos (el concepto de rojo).

Por lo tanto, si no se da ese paso hacia el “concepto abstracto de rojo” la
conclusion a la que se llega es que, contradiciendo a Godel, si habria una diferencia
fundamental entre (a) y (b). En efecto, la primera afirmacién hablaria solamente de
interacciones fisicas concretas, mientras que la segunda presupone una percepcion del
mundo abstracto de la matematica (y queda, en consecuencia, al alcance de la objecion
epistemoldgica). Sin embargo, si al interpretar el significado de (a) se acepta ese “paso
al concepto abstracto” entonces tanto (a) como (b) quedarian expuestas al problema
de la objecion epistemoldgica.

Nuestra opinién es que la alternativa mas razonable es no dar ese “paso al
concepto abstracto rojo”, y que la “conciencia del color rojo” es una forma de referirse
a una excitacion especifica de ciertos grupos de neuronas.4

Charles Parsons, por su parte, sostiene ideas muy similares a las de Godel. Para

este autor la intuicidn matematica es también una forma de percepcion, la cual, tal como

24 Esta, por cierto, es solo una conjetura que requeriria un examen mas detallado. Pero no es nuestro
objetivo resolver aqui ninguno de los problemas tipicos de la filosofia de la mente.
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sucede con la percepcion sensible usual, es una guia confiable hacia la verdad, aunque

no implica un conocimiento inmediato ni infalible de ésta.

Podria suceder que en algiin dominio, la intuicién, si es cultivada con suficiente
cuidado, sea una fuente de conocimiento y una guia bastante confiable hacia la
verdad, sin constituir efectivamente conocimiento. [...] Creo que se puede mostrar
convincentemente que Kurt Godel usa el término en ese sentido. (Parsons 2008:
141)

La siguiente cita, a su vez, muestra que Parsons plantea explicitamente el

problema epistemologico.

En los casos normales de percepcidn hay una accion fisica del objeto percibido sobre
nuestros 6rganos sensoriales. Nuestra percepcion esta basada, de alguna manera, en esa
accion y hay serias razones para sostener que una tal relacién causal es una condicién
necesaria para percibir un objeto. Pero seria implausible que en una intuicién
matematica haya una accién causal de un objeto matematico sobre la mente. (Parsons
2008: 149)

En su respuesta a este problema, Parsons analiza una forma de la intuicién
matematica estudiada por David Hilbert en la década de 1920 (por ejemplo, en Hilbert
1926: 193 y siguientes). Imaginese, dice Hilbert, que se representa a los numeros
enteros positivos mediante marcas verticales iguales entre si; de este modo, |
representaria al numero 1, || representaria al 2, y asi sucesivamente. Segun este
simbolismo, es claro que la suma n + m se representa dibujando n marcas verticales

iguales e inmediatamente después otras m marcas mas.

Asi, por ejemplo, 2 + 3 =3 + 2 nos hace saber que 2+ 3 y 3 + 2 son, en realidad,
tomando en cuenta las abreviaturas que estamos usando, el mismo numeral, esto es,
[1]|]- (Hilbert 1926: 193)

Mas adelante, Hilbert (1926: 193) dice que, si se dibujan, por un lado, n marcas
y a continuacién m mas, y por el otro se dibujan m marcas y a continuacién n mas,
entonces la intuicidn indica que en ambos casos se obtendran la misma cantidad de
marcas. En otras palabras, la intuicidon proporciona el conocimiento de que n + m =

m + n.
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Parsons (2008: 171 y siguientes) parece identificar este “conocimiento
intuitivo” al que alude Hilbert con la “intuicion como percepcion de los objetos
abstractos” de Godel. Sin embargo, entendemos que esta identificacion no es correcta;
de hecho, el propio Hilbert se refiere a la intuicion de la que él habla como “concreta”, y
dice que hay situaciones dentro de la misma teoria de nimeros en las que “este enfoque
intuitivo se ve rebasado” (Hilbert 1926: 194). Es claro que la intuicién a la que se refiere
Hilbert es una forma de induccion (en el sentido que se le da a esa palabra en las ciencias
empiricas) aplicada a la manipulacién de simbolos, y que no es una forma de percepcién
del mundo abstracto de la matematica. En conclusion, creemos que ni Godel, ni Parsons,
logran proponer una solucion satisfactoria para el problema que plantea la objecion

epistemoldgica.

3.5. Una nota sobre la percepciéon

En esta seccion se comentara un ejemplo notable de intuicién matematica. Es
importante aclarar que, aunque se ha elegido una situacién en particular, el ejemplo
que se mostrard aqui estd muy lejos de ser una rara excepcion, sino que, por el
contrario, muchos hechos similares han ocurrido a lo largo de toda la historia de la
matematica. Para desarrollar el ejemplo es necesario introducir en primer lugar
algunos pocos tecnicismos matematicos.

Si d un entero positivo libre de cuadrados (es decir, un entero positivo que no es
divisible por ningin cuadrado mayor que 1), convenimos en llamar +—d
indistintamente a los niimeros complejos +iv/d. Esta notacién permite definir a Z[v—d]
como el conjunto de todos los nimeros complejos de la forma a + bv—d, donde a y b
son enteros cualesquiera (positivos, negativos, o cero). Por ejemplo, Z[v/—d] contiene,
entre otros, al nimero complejo 2 — 3iv/5, al 5iv/5 y al 6 (que es 6 + 0iv/5).

La suma y el producto en Z[v/—d] tienen propiedades muy similares a las de la
suma y el producto de los niimeros enteros; en particular, es posible definir en Z[v/—d]
el concepto de “nimero primo”. Como mencionamos en el capitulo anterior, algunos
niimeros enteros que son primos en Z pueden no serlo en Z[v—d], el niimero 2 no es
primo en Z[v—1] (conjunto conocido como “los enteros de Gauss”), porque puede
descomponerse como 2 = (1 —i)(1 + i).

El Teorema Fundamental de la Aritmética dice que todo entero (distinto de 1, 0
y —1), o bien es primo, o bien puede descomponerse de manera inica como producto

de primos, por ejemplo, 45 = 3 - 3 - 5, y no hay otra descomposicion en primos posible
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(salvo variaciones triviales del tipo de 45 = 3 -5 3, 0 45 = 3% - 5). De manera similar,
cualquiera sea d, todo niimero de Z[v—d] puede descomponerse como producto de
primos de Z[\/—_d], pero, y he aqui una diferencia muy importante, esa descomposicion
no siempre es Unica.

Por ejemplo, puede probarse que en Z[\/—_6] los nimeros 2, 3, iv6 y —iv/6 son
todos primos. En consecuencia, en Z[\/—_6] el nimero 6 tiene dos descomposiciones en
primos que son diferentes; una de ellas es 6 = 2 - 3 yla otra, 6 = iv6 - (—iV/6). Existen,
por otra parte, algunos valores de d para los cuales la descomposicién en primos de
Z[\/—_d] si es Uinica, como por ejemplo d = 1.

Surge entonces la pregunta de para qué valores de d es Unica la descomposicion
en primos en Z[m

En el articulo 303 de sus célebres Disquisiciones Aritméticas (1801), Gauss
conjeturo que existen exactamente nueve valores de d (positivos y libres de cuadrados)
paralos cuales Z[\/—_d] admite descomposicidn Uinica en primos. Conjeturd ademas que
esos valores de d son exactamente 1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67 y 163. El propio Gauss
demostré que esos nueve numeros cumplen la propiedad en cuestidn, pero dejé abierto
el problema de si existian otros. El problema permanecié abierto durante mucho
tiempo hasta que, en 1934, Hans Arnold Heilbronn y Edward Linfoot probaron que a lo
sumo podia haber un décimo nimero que cumpliera la propiedad de la factorizacion
Unica en primos. En 1952 Kurt Heegner present6 una demostracion de que ese décimo
numero no existia, pero su prueba tenia algunos errores y no fue aceptada como valida.

En 1966 Harold Stark demostré que, en caso de existir un décimo numero,
tendria mas de nueve millones de cifras. Finalmente, en 1967, el propio Stark demostro
que ese décimo nimero no podia existir, por lo que la conjetura de Gauss quedaba asi
probada. En realidad, pocos meses antes de que se publicara el segundo articulo de
Stark, Alan Baker también demostré la conjetura de Gauss, aunque usando técnicas
diferentes a las de Stark.2>

En resumen, en 1801 Gauss conjeturé que habia exactamente nueve niimeros
enteros, 1, 2, 3,7, 11,19, 43, 67 y 163, que cumplian una cierta propiedad; mas de 150
después, con una demostracion fallida de por medio, la conjetura de Gauss finalmente
fue probada. Es muy dificil resistirse a la idea de que Gauss tuvo algun tipo de
percepcion intelectual que le permiti6 percibir una caracteristica de los nimeros

enteros.

25 Véase Stark (1967) y Baker (1966).
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La tesis que proponemos aqui es que Gauss, como tantos otros matematicos en
situaciones similares, tuvo en efecto algin tipo de percepcion; pero que los objetos
percibidos por la intuicién matematica no estan en un hipotético mundo abstracto, sino
que existen en el mundo concreto espaciotemporal. El analisis de esta afirmacién se

retomara en los dos ultimos capitulos de esta tesis.

3.6. La estrategia del platonismo pleno

Ninguna de las propuestas antes mencionadas, sea la de Cantor, la de Godel o la
de Parsons, logra resolver de manera satisfactoria el problema planteado por la
objecion epistemolodgica. En todos los casos, la propuesta se reduce a afirmar que (de
algiin modo no especificado, y a pesar de que la definicion de objeto abstracto parece
impedirlo) es posible la existencia de una interacciéon (directa o indirecta) entre el
universo no espaciotemporal y el cerebro humano.

Sin embargo, el platonismo pleno parece resolver exitosamente el problema de
la objecidn epistemolégica.

Segun se expuso en el capitulo anterior, el platonismo pleno es la postura que
afirma que toda teoria matematica consistente describe de manera correcta algin
aspecto del reino platénico de las matematicas. El hecho de que una de esas teorias
afirme, por ejemplo, que la Hipétesis del Continuo es verdadera, mientras que haya otra
que afirme que es falsa, significa, para el platonismo pleno, que hay una parte del reino
de la matematica donde la Hipoétesis del Continuo es verdadera, y otra donde es falsa.

Para entender cdmo el platonismo pleno responde a la objecién epistemolégica,
considérese el siguiente ejemplo, que compara las dos teorias de conjuntos mas usadas
en la actualidad por los matematicos: la teoria de von Neumann, Bernays y Godel (NBG)
y la de Zermelo-Fraenkel con el axioma de eleccién (ZFC).

Segun NBG, hay dos tipos de agregados o clases: conjuntos y clases propias. Los
primeros se caracterizan por ser miembros de agregados “mas grandes”, mientras que
las clases propias son agregados “demasiado grandes” y no pueden ser miembros de
otras clases. Con un poco mas de precision, en la teoria NBG cada féormula 8(x) define
una clase Cy (que puede ser un conjunto o una clase propia) de modo que vale el

siguiente esquema:

Vx(x € Cg & (6(x) A x es un conjunto))
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Esta distincion entre conjuntos y clases propias no es antojadiza, sino que es el
modo en que la teoria NBG logra eludir la paradoja de Russell. Esta paradoja surge en
la teoria de conjuntos de Cantor (o teoria intuitiva de conjuntos) cuando se considera
la clase R definida por la formula 8(x) = x & x. Para la teoria intuitiva de conjuntos el

esquema que vale es:
Vx(x € Co & 0(x))
Por lo tanto, si se toma en particular la férmula x & x, se deduce que:
Vx(x ER © x & x)
Si, a su vez, en esta ultima féormula se toma x = R entonces:
RER<REZR

Se prueba asi que la teoria intuitiva de conjuntos demuestra un enunciado
autocontradictorio. Esta contradiccion constituye la paradoja de Russell. En cambio, si
se toma el esquema que propone la teoria NBG, y se reemplaza en él la formula 6 (x) =

x €& x, se llega al enunciado siguiente:
Vx(x ERo (x ¢ xAxesun conjunto))
Si se toma x = R se obtiene:
R €R < (R & R AR esun conjunto)

Como este enunciado no es una contradiccion, entonces la Paradoja de Russell
no se produce. De hecho, la Unica alternativa que es consistente con este ultimo
enunciado es que R no sea miembro de si mismo y que R no sea un conjunto. Es decir,
se concluye que, para NBG, R existe y es una clase propia.

Por el contrario, la teoria de Zermelo-Fraenkel con el axioma de eleccién no
admite la distincion entre conjuntos y clases propias. La manera en que esta teoria
elude la paradoja de Russell es estableciendo reglas muy especificas relativas a los

conjuntos que pueden definirse. No es necesario detallar esas reglas, basta decir que
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implican que el conjunto R de Russell no existe (y, en consecuencia, no es capaz de
producir paradoja alguna).26

Entonces, ;el conjunto R existe, o no? Nétese que una respuesta afirmativa a esta
pregunta implicaria descartar a ZFC como descripcion del mundo platénico de los
conjuntos, mientras que una respuesta negativa implicaria descartar NBG. Un
platonista de objetos, como Godel o Cantor, diria que la pregunta tiene una respuesta
concreta bien definida (R existe, o bien no existe), y que la manera de hallarla es
mediante algun tipo de percepcion del mundo platonico de las matematicas.

Una alternativa consistiria en responder la pregunta siguiendo algin otro
criterio. Por ejemplo, puede tomarse la decision sobre la base de consideraciones
estéticas; en ese sentido podria argumentarse que la distincidon en conjuntos y clases
propias crea una asimetria que resulta antiestética. O también podria tomarse una
decisidon por razones de conveniencia; por ejemplo, porque ciertas demostraciones
cruciales resultan mas sencillas si se sigue el formalismo de alguna de las dos teorias.
Sin embargo, ninguna de estas soluciones seria aceptable para el punto de vista
platonista, que no busca meramente una teoria de conjuntos conveniente o estética,
sino una teoria de conjuntos que sea objetivamente verdadera.

;Cual es la respuesta que da el platonismo pleno? Suponiendo que ZFC y NBG
sean teorias consistentes, entonces, para el platonismo pleno, ambas serian
descripciones correctas del mundo platonico.2” Por lo tanto, habria una parte del reino
de la matematica (si es que se puede hablar de una “parte” de un universo no
espaciotemporal) la clase R existe; mientras que habria otra parte del mundo platénico
en el que R no existe. Nitese, y este es el punto esencial, que para justificar esta
respuesta solo se necesita saber que ZFC y NBG son consistentes, no es necesario tener
ningun tipo de percepcion del mundo platénico en si.

De este modo, el platonismo pleno, tal como se dijo mas arriba, parece responder
exitosamente a la objecidn epistemoldgica: el conocimiento de los objetos abstractos se
alcanza mediante el estudio de teorias matematicas consistentes que los describan, y
no mediante el estudio de los objetos abstractos en si, con los cuales no es necesario

tener ningun tipo de contacto.

26 Una comparacion detallada entre los axiomas de las teorias de conjuntos ZFC y NBG se encuentra en
Fraenkel, Bar-Hillel & Levy (1973). Las referencias historicas a la teoria de conjuntos se ofrecen en el
Capitulo 9.

27 En sentido estricto no se conoce prueba absoluta de consistencia de ninguna teorfa de conjuntos.
Existen pruebas de la consistencia relativa de NBG respecto de ZFC y de ZFC respecto de NBG; es decir,
se ha probado que ZFC es consistente si y solo si NBG también lo es. Por tanto, o bien ambas teorias son
consistentes, o bien ambas son inconsistentes, pero esto no garantiza la consistencia de ninguna de las
dos teorias. Sobre estas pruebas de consistencia relativa véase Enderton (1977).
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En otras palabras, dado que cualquier teoria consistente describe verazmente
un aspecto del reino abstracto de la matematica, no es necesario percibir cuales objetos
existen y cuales no, ni es necesario percibir qué propiedades tienen, ya que todo aquello
que puede consistentemente llegar a existir, en efecto existe, y toda propiedad que
consistentemente los objetos puedan poseer, efectivamente la poseen.

En el préximo capitulo presentaremos argumentos que ponen en duda si el
platonismo pleno resuelve realmente la objecion epistemologica. Sin embargo, estamos
de acuerdo con Balaguer en que, si acaso existe algin modo de refutar la objecion
epistemoldgica, la Unica estrategia posible parece ser la del platonismo pleno. Por
ejemplo, tal como se ha visto, para dar respuesta a la pregunta de si R existe, se puede

optar por las siguientes alternativas:

(1) Apelar a la posibilidad de percibir los objetos abstractos.

(2) Seleccionar una respuesta segun criterios estéticos, de conveniencia, u otros
similares de tipo pragmatico.

(3) Postular que las dos respuestas (“R existe” y “R no existe”) son correctas al

mismo tiempo, cada una de ellas en una parte diferente del universo matematico.

La alternativa (1) contradice la definicion de objeto abstracto y no se ha podido
presentar un argumento convincente que explique cémo una tal percepcion puede ser
posible. La opcidén (2) no es aceptable para el punto de vista platonista, que no busca
teorias matematicas convenientes, utiles o elegantes, sino teorias que describan la
verdad objetiva referida a los objetos matematicos. La inica opcién que resta es la (3),
que es la que propone el platonismo pleno. Por lo tanto, si se pudiera probar que el
platonismo pleno no es una postura aceptable, esto implicaria una refutacion para la
postura platonista en general. El capitulo que sigue estara dedicado, por lo tanto, a un
estudio detallado del platonismo pleno, con la intencion de exponer objeciones

especificas a esa postura.
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4. El platonismo pleno: descripcion y critica

4.1. La definicién del platonismo pleno

Tal como se dijo en los capitulos previos, el platonismo pleno (en inglés ful/-
blooded Platonism) es la variante del platonismo que sostiene que si la existencia de un
objeto matematico O es l6gicamente consistente, entonces O efectivamente existe como

objeto abstracto en el mundo platdnico de las matematicas.

El platonismo pleno es la postura de que todo objeto matematico 16gicamente posible
existe. (Balaguer 1998: 5)

Las dos citas siguientes desarrollan esta definicién de manera mas amplia.

La tesis es que todo objeto matematico posible existe. Asi, si r es cualquier teoria
l6gicamente posible, entonces existe alguna clase C de objetos matematicos tal que r es
verdadera en C. En otras palabras, toda teoria posible es una descripcion correcta de

alguna porcidn del universo matematico. (Shapiro 2000: 252)

Si el platonismo pleno es correcto, entonces toda teorfa puramente matematica
consistente describe verazmente alguna coleccién de objetos matematicos abstractos.
Asi, para adquirir conocimiento de los objetos matematicos, todo lo que necesitamos es
adquirir el conocimiento de que alguna teoria puramente matematica es consistente.
(No importa cdmo llegamos a dar con la teoria; algin matematico creativo podria

simplemente haberla “sofiado”.) (Balaguer 1998: 48)

En resumen, cualquier teoria “puramente matematica” (nos referiremos mas
adelante al posible significado de esta expresidon) que sea ldgicamente consistente
describe de manera correcta una parte del universo abstracto de la matematica.

Inmediatamente después del ultimo pasaje citado, Balaguer agrega lo siguiente:
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Pero el conocimiento de la consistencia de una teoria matematica -o de cualquier otro
tipo de teoria- no requiere ninguna clase de contacto con, o acceso a, los objetos a los

cuales la teoria se refiere. (Balaguer 1998: 48)

Este ultimo parrafo sefiala el hecho de que, segin el platonismo pleno, para
analizar si un objeto matematico existe, basta con saber si la teoria que postula su
existencia es légicamente consistente; y para estudiar las propiedades de ese objeto es
suficiente con estudiar qué nos dice esa teoria acerca de él. En ninguna instancia del
estudio de los objetos matematicos seria necesario tener alguna clase de “contacto
directo” con estos. Del mismo modo que en el caso de una teoria fisica, digamos, que
trate de particulas subatémicas, no se requiere tener ningun tipo de acceso epistémico
a esas particulas para determinar si la teoria es o no es consistente, por ejemplo, no es
necesario detectarlas mediante algtn tipo de instrumento. De este modo, el platonismo
pleno lograria responder exitosamente a la objecion epistemoldgica formulada por
Benacerraf (1965). De hecho, Balaguer sostiene que el platonismo pleno es la unica
variante del platonismo que es capaz de superar esa objecion, de donde se deduciria
que el platonismo pleno es la Uinica version aceptable del platonismo. Sin embargo, esta
variante del platonismo presenta muchos otros problemas, que seran analizados en
este capitulo.

4.2. Teorias puramente matematicas

El objetivo de las paginas que siguen es argumentar en contra de la viabilidad
del platonismo pleno; en particular, se sostendra la tesis de que el platonismo pleno no
es una postura consistente. Para ello, es necesario analizar primeramente qué se debe
entender por una “teoria puramente matematica”.

Aunque Balaguer nunca define el significado de esta expresién (sélo indica que
las teorias matematicas son diferentes de las teorias fisicas), es razonable suponer que
una teoria puramente matematica es aquella que se refiere exclusivamente a objetos
matematicos. En cuanto a qué es un objeto matematico, la cita siguiente expresa la idea

de Balaguer al respecto.

Un objeto matematico es solo un objeto abstracto que normalmente seria pensado como
formando parte del dominio de las matematicas, por ejemplo, un ndmero, una funcién

o0 un conjunto. (Balaguer 1998: 3)
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Toda teoria matematica formal puede ser analizada desde dos puntos de vista:
el sintactico y el semantico. Los aspectos sintacticos se refieren a los simbolos en si
mismos (o0 a las cadenas de simbolos en si mismas), sin tomar en cuenta su significado.
Por ejemplo, del enunciado “2 + 2 = 4” podriamos decir que comienza con el simbolo
“2”, o que contiene cinco simbolos. Por el contrario, el analisis de los aspectos
semanticos se basa en el significado de los simbolos y de los enunciados de la teoria;
por ejemplo, del enunciado “2 + 2 = 4” podriamos decir, después de entender su
significado, que es verdadero.

Balaguer afirma que, segin el platonismo pleno, la determinacién de la
consistencia de una teoria no requiere de ningun tipo de conocimiento, directo ni
indirecto, de los objetos a los cuales esa teoria se refiere. Es decir, el platonismo pleno
presupone que es posible una demostracion puramente sintactica de la consistencia.
Esta condicion limita el tipo de teorias admisibles, ya que, si la demostracion sintactica
de la consistencia es posible, entonces la teoria en cuestion debe ser necesariamente de
primer orden. La consistencia de una teoria de orden superior no puede ser
demostrada, ni siquiera en teoria, mediante procedimientos sintacticos. Por otra parte,
si bien es verdad que “Sila consistencia de una teoria es demostrable mediante métodos
sintacticos, entonces esa teoria es de primer orden”, la afirmacién reciproca, sin
embargo, es falsa.

Debemos distinguir, en este punto, entre pruebas relativas y pruebas absolutas
de consistencia. En una prueba relativa, la consistencia de una teoria 7 se demuestra
bajo la suposicion de la consistencia de otra teoria T'. Por ejemplo, es posible demostrar
que, si la geometria euclidiana es consistente, entonces la geometria no euclidiana
hiperbdlica también lo es. En una prueba absoluta de consistencia, en cambio, la
consistencia de T es demostrada sin apelar a la consistencia de ninguna otra teoria. El
Segundo Teorema de Incompletitud de Godel dice que la consistencia de cualquier
teoria matematica de primer orden que tenga cierto grado de complejidad no puede ser
demostrada en forma absoluta mediante los recursos formales de la propia teoria
(entre las teorias a las que se aplica este teorema se destacan la aritmética de Peano de
primer orden y la teoria de conjuntos ZFC).

Como consecuencia de estos hechos surge una primera inconsistencia en el
platonismo pleno; en efecto, esta postura habla de teorias “puramente matematicas”
consistentes, pero la condicion para que una teoria sea aceptable (es decir, su
consistencia) es una propiedad sintactica, mientras que la condicion de ser “puramente

matematica” es necesariamente semantica. Para entender por qué esta dualidad
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implica un problema, considérese el lenguaje £, formado por las constantes s, w, [, m,
las relaciones binarias 4, E, y las relacionas monadicas C, U, D, T. TOmese asimismo el

siguiente sistema de nueve axiomas:

Ax. 1. D(s) A=D(w) A=D(l) A=D(m)
AX. 2. -C(s) AC(w) A=C(l) A—C(m)
Ax. 3. -U(s) A=UWwW) AU(l) A=U(m)
Ax. 4. —T(s) A=T(w) A=T (1) AT(m)
Ax. 5. A(s,w)

Ax. 6. E(s,m)

Ax. 7.VxVy(A(x,y) — A(y,x))

Ax. 8. VxVy(E(x,y) > E(y,x))

Ax. 9.VxVy(A(x,y) > —E(x,y))

Ax. 10. 3x3y(—A(x,y) A—=E(x,y))

La teoria de primer orden definida por los axiomas 1 a 10, a la que llamaremos
J1, es consistente. La consistencia no sera demostrada sintacticamente. (Una
demostracion semantica consiste en probar que 73, tal como se mostrara mas abajo,
admite un modelo. De hecho, la manera usual de probar la consistencia absoluta de una
teoria consiste en encontrar un modelo de esa teoria28.) 7; cumple, entonces, una de las
dos condiciones que el platonismo pleno le pide a una teoria para poder afirmar que
describe correctamente una parte del mundo platonico de las matematicas. La segunda
condicion es que se trate de una teoria puramente matematica, sin embargo,
determinar si esto ultimo es cierto requiere conocer a qué se refiere la teoria, en otras
palabras, es necesario hallar un modelo.

Llamemos M; a la interpretacién que tiene como dominio al conjunto de los
numeros enteros no negativos, y en la cual las relaciones y constantes se interpretan de
la siguiente manera:

(a) Larelacion C(x) (respectivamente, U(x), D(x) y T(x)) se interpreta como “x
tiene resto 0 (respectivamente, 1, 2, 3) al dividir por 4”.

(b) A(x,y) se interpreta como “x + y tiene resto 0 al dividir por 3”.

(c) E(x,y) se interpreta como “x + y tiene resto 1 al dividir por 3”".

28 Existe, sin embargo, una prueba puramente sintactica de la consistencia de una teoria, que consiste en
encontrar una férmula bien formada del lenguaje de dicha teoria que no sea un teorema, es decir, que no
sea deducible, por medios puramente sintacticos, de los axiomas de la teoria. Este tipo de prueba, con
todo, es muy dificil de realizar y hay muy pocos ejemplos en la matematica.
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(d) Las constantes s, w, [, m se interpretan respectivamente como los nimeros
2,4,1,3.

Para verificar que M; es un modelo de J7; basta comprobar que, segiin esta
interpretacion, todos los axiomas de la teoria son enunciados verdaderos, verificacion
que puede hacerse muy facilmente. Por ejemplo, el axioma 1, Ax. 1. D(s) A—=D(w) A
—D(l) A —=D(m), se interpreta como el enunciado “2 tiene resto 2 al dividir por 4, y 4 no
tiene resto 2 al dividir por 4, y 1 no tiene resto 2 al dividir por 4, y 3 no tiene resto 2 al
dividir por 4”. Esta interpretacidon permite afirmar que 7; es “puramente matematica”,
ya que se refiere a nameros. En consecuencia, describe correctamente una parte del
reino abstracto de las matematicas.

Sin embargo, la teoria J; admite, al menos, una segunda interpretacion, que
puede ser llamada M,. El dominio de M, es el universo en el que transcurren las
historias de Sherlock Holmes escritas por Arthur Conan Doyle. La constante s se
interpreta como Sherlock Holmes, w es el Dr. Watson, [ es el Inspector Lestrade y m es
el archienemigo de Holmes, James Moriarty. En este modelo, los predicados C(x), U(x),
D(x) y T(x) se interpretaran respectivamente como: “x es médico”, “x es policia”, “x es
detective privado” y “x es criminal”. Finalmente, la relacién A(x, y) se interpreta como
“x e y son amigos”, mientras que la relacion E(x,y) se interpreta como “x e y son
enemigos”.

Dado que el “universo de Sherlock Holmes” es un modelo de una teoria de primer
orden consistente, un platonista pleno, en principio, deberia concluir que ese universo
existe en el mundo platdnico de las matematicas y que, por ejemplo, Holmes y Watson
son objetos abstractos. Sin embargo, de la lectura de Balaguer se deduce claramente
que este autor rechazaria la conclusion que acaba de exponerse. En efecto varias veces
en sus trabajos (por ejemplo, Balaguer 2009a: 47) usa personajes literarios como
ejemplos de objetos no existentes y, por ende, como objetos no matematicos.2° Como
consecuencia, el concepto de “teoria puramente matematica” resulta ser contradictorio,
ya que la misma teoria 7; es puramente matematica, pero al mismo tiempo no lo es.

Esta contradiccion surge del hecho de que una teoria consistente (una propiedad
sintactica) admite muchos modelos posibles (una propiedad semantica). Mas

precisamente, si la teoria es satisfacible, es decir, si tiene al menos un modelo, tendra

29 Como resultara claro en los capitulos siguientes, este ejemplo, podria emplearse para apoyar el
ficcionalismo matematico, pero tiene el inconveniente de que no permite distinguir entre las ficciones
matematicas, como el niumero 3, y las ficciones literarias, como Sherlock Holmes.

62



en general un numero infinito de ellos.3% S6lo parece haber tres soluciones posibles
para este problema. Una consistiria en aceptar que todos los modelos son
“matematicos”; de esta soluciéon se deduciria que Holmes y Watson son objetos
matematicos. La segunda soluciéon consiste en afirmar que ningin modelo es
matematico; como consecuencia, los objetos matematicos no existirian. La tercera
solucién consiste en determinar, antes de formular cualquier teoria, cuales objetos son
matematicos y cuales no lo son. Dado que el platonismo pleno rechaza las dos primeras
opciones, s6lo puede aceptar la tercera.

Sin embargo ;como puede saberse, a priori, cuales objetos son matematicos y
cuales no los? ;Como puede saberse que el nimero 1 existe en el universo abstracto de
la matematica, pero Holmes no? Esta pregunta, a su vez, sOlo parece tener dos
respuestas posibles. O bien ese discernimiento proviene de algin tipo de contacto con
el universo abstracto (suposicién que destruye la principal ventaja del platonismo
pleno y, de hecho, desvirtia todo el platonismo pleno en si); o bien se trata de una
decisidn arbitraria (que es en definitiva lo que dice la propia definicién de Balaguer: los
objetos matematicos son aquellos que aceptamos como tales).

La soluciéon mas razonable, y mas acorde con la practica matematica, es que la
decision de qué es, o qué no es, un objeto matematico sea puramente convencional. De
hecho, si algin matematico del futuro decidiera desarrollar una teoria logico-
matematica de las historias de Conan Doyle (para estudiar, por ejemplo, si son
légicamente consistentes) entonces Holmes y Watson pasarian a ser, a partir de ese
momento, objetos matematicos. Algo semejante ocurrié en la propia historia de la
matematica, cuando se aceptd, no sin resistencias considerables, la existencia de los
numeros complejos, de los cardinales transfinitos y de tantos otros objetos que, en un
momento dado, pasaron a formar parte de las entidades a las que se referia el lenguaje
de los matematicos.

Si el hecho de que un objeto sea, o no, un objeto matematico resulta ser
puramente convencional, entonces los objetos matematicos no pueden ser
intemporales ya que surgen de decisiones tomadas por los propios matematicos en el
mundo espaciotemporal. En resumen, el ejemplo de la teoria 7; demostraria que, o bien
el platonismo pleno es contradictorio en si mismo, o bien que el mundo
espaciotemporal afecta el mundo abstracto de las matematicas. Cualquiera sea la

alternativa correcta se llegaria a la conclusién de que el platonismo pleno no es una

30 En el caso que nos ocupa, el de las teorias de primer orden, toda teoria satisfacible, ademaés,
necesariamente tendra modelos no estandar.
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postura viable en la filosofia de la matematica, ya que no consigue solucionar los

problemas que originaron su propia formulacién.

4.3. ;El platonismo pleno es autocontradictorio?

Mas alla del argumento que se ha expuesto en el punto anterior, hay otras
objeciones que se pueden formular al platonismo pleno. Por ejemplo, al definir qué es
un objeto matematico, Mark Balaguer pone como ejemplos a los nimeros, las funciones
y los conjuntos (véase Balaguer 1998: 3). Sin embargo, existen otros objetos que son
habitualmente estudiados por los matematicos y que, por lo tanto, deben también ser
considerados como objetos matematicos; un ejemplo son las teorias de primer orden
en si mismas.

Es comun pensar a las teorias de primer orden como objetos metamatematicos,
externos a la matematica en si. Sin embargo, las teorias de primer orden son, en
realidad, objetos matematicos tan legitimos como los nimeros y los conjuntos. Por una
parte, siguiendo la definicion de Balaguer, las teorias de primer orden son estudiadas
por algunos matematicos, especificamente por aquellos que estan especializados en
logica y teoria de conjuntos. Por otra parte, hay también teoremas matematicos que se
refieren a las propiedades de esas teorias (los teoremas de incompletitud de Godel, por
ejemplo, que son teoremas matematicos demostrados matematicamente, hablan
especificamente de teorias de primer orden). Otro argumento a favor de esta idea es
que la las teorias de primer orden son, en dltima instancia, conjuntos; mas exactamente,
conjuntos formados por sucesiones finitas de simbolos.

Dado que las teorias de primer orden son objetos matematicos, es posible
postular, entonces, teorias de primer orden “puramente matematicas” que se refieran,
asuvez, ateorias de primer orden. Esta afirmacién puede parecer circular, sin embargo,
no lo es. Por ejemplo, la demostracion del Primer Teorema de Godel, que se refiere a
teorias de primer orden, puede ser formalizada en el contexto de una teoria de primer
orden. Mas aun, este hecho es esencial en la demostracién que Godel esboza para su
Segundo Teorema de Incompletitud. Hecha esta observacion, considérese el lenguaje
L, cuyo vocabulario contiene los predicados monadicos C y M, y sea T, la teoria de

primer orden determinada por el siguiente axioma.

Ax. 1. 3x(C(x) A =K (x))
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Se aceptara sin demostracion el hecho (casi evidente) de que 7, es una teoria
sintacticamente consistente. Para ver a 7, como una teoria “puramente matematica”,
considérese el modelo M, cuyo universo esta formado por todas las teorias de primer
orden; larelacion C(x) se interpreta como “x es consistente” y K(x), como “x admite un
modelo matematico”.

Dado que 7, es sintacticamente consistente, el platonismo pleno nos permite
concluir que el modelo M, es una parte del mundo abstracto de las matematicas. Pero
M, esta formado por teorias de primer orden que no se refieren a ningin objeto
matematico (porque no tienen un modelo). Es decir, de los postulados del platonismo
pleno se deduce que existen teorias “puramente matematicas” que no se refieren a
ningun objeto abstracto, situacion que contradice esos mismos postulados. Se
deduciria, en consecuencia, que el platonismo pleno es autocontradictorio.

Por otra parte, la existencia del modelo M, contradice el Teorema de
Lowenheim-Skolem, que afirma esencialmente que toda teoria de primer orden
sintacticamente consistente es satisfacible, es decir, tiene al menos un modelo (en
cambio, existen teorias de orden superior que son, hasta donde se sabe, sintacticamente
consistentes pero que no admiten ningin modelo.) Los objetos que forman M,, por lo
tanto, no pueden existir, no por una inconsistencia de 7; (ya que tal inconsistencia no
existe), sino porque la definicién de M, es inconsistente con otras teorias matematicas
aceptadas como “verdaderas”.

Este hecho muestra otro problema del platonismo pleno: a diferencia de lo que
esta postura sostiene, las teorias matematicas no existen aisladamente unas de otras,
sino que, en muchos casos, estan relacionadas entre si de formas que van mas alla de
los aspectos sintacticos. Por ejemplo, la teoria que se toma como estandar para estudiar
los nimeros naturales es la aritmética de Peano de primer orden; sin embargo, también
sucede que los numeros naturales (con sus operaciones y relaciones) pueden definirse
en el contexto de la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel con el axioma de eleccién
(ZFC). Es decir, aunque se trata de dos teorias diferentes, con lenguajes muy diferentes,
la practica matematica admite que una parte del modelo de ZFC coincide con el modelo
pretendido de los axiomas de Peano, aunque el primero esta formado por conjuntos y
el segundo, por nimeros. La Unica solucién posible parece ser la idea de que los
numeros naturales, y los objetos matematicos en general, son preexistentes a las teorias
de primer orden.

La conclusion a la parecen conducir los argumentos de esta seccidn es que, o bien
el platonismo pleno es autocontradictorio, o bien la simple consistencia de una tnica

teoria no es criterio suficiente para aceptar la existencia de un objeto matematico. En
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ambos casos la consecuencia seria que el platonismo pleno no es una filosofia de la
matematica viable.

4.4. El platonismo pleno y la practica matematica

Otra objecion que puede plantearse al platonismo pleno, y que fue insinuada al
terminar la seccion anterior, consiste en observar que esta postura sostiene una vision
de la practica matematica que esta muy alejada de la realidad. En efecto, de la lectura
de Balaguer (1998) se desprende que el trabajo de un matematico consistiria en
estudiar teorias, las cuales podrian simplemente haber sido sofiadas por algin otro
matematico, o por él mismo. La Ginica condicion para que una teoria sea aceptable como
objeto de estudio seria su consistencia, la cual deberia ser demostrada de manera
puramente sintactica. Sin embargo, si este fuera el caso, ninguna teoria podria ser
aceptada de manera definitiva. En efecto, como ya se ha observado, el Segundo Teorema
de Incompletitud de Goédel afirma que no es posible demostrar de manera absoluta,
mediante métodos sintacticos, la consistencia de ninguna teoria matematica que tenga
la suficiente complejidad (como, por ejemplo, la aritmética de Peano de primer orden,
o la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel con el axioma de eleccion). En resumen,
aunque las teorias inconsistentes ciertamente son inadmisibles, la consistencia no
puede ser el Unico criterio para aceptar una teoria matematica. (La consistencia relativa
tampoco seria un criterio muy fuerte, ya que remite a la consistencia de una teoria
diferente, la cual normalmente es mas “potente” que la primera y, por lo tanto, de
consistencia aiin mas dudosa, como ocurre, por ejemplo, en la prueba de consistencia
de ZFC respecto de NBG.) Es necesario aclarar que Balaguer menciona parcialmente
esta cuestion, tal como se lee en la siguiente cita.

No estoy diciendo que si los matematicos creen que una teoria es consistente, entonces
deben aceptarla automdaticamente. Esto ciertamente no es verdad: los matematicos
generalmente requieren mas que la mera consistencia antes de estar dispuestos a

aceptar una teoria. (Balaguer 1998: 52)

Sin embargo, aunque Balaguer admite que la consistencia no es el tinico criterio,
nunca llega a establecer qué otras pautas aplicarian los matematicos para aceptar una
teoria. ;Por qué sostenemos la tesis de que estas ideas son ajenas a la practica

matematica? Porque cuando se le pregunta a un matematico de qué trata su trabajo,
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éste responderd casi invariablemente que consiste en resolver problemas. Estos
problemas tienen, en general, la forma de una conjetura, es decir, de una afirmacion de
la que se quiere determinar si es verdadera o falsa. Una de las conjeturas mas famosas
aun no resueltas es, por ejemplo, la llamada Conjetura de Goldbach, que dice que todo
numero par mayor que 2 es la suma de dos niimeros primos. Enunciada en el lenguaje

de primer orden de la aritmética de Peano, la conjetura puede expresarse asi:

Vx((x > 1) » Quav(P(w) AP(v) A2x = u+v))) [1]

Donde P(x), que significa “x es primo”, es la siguiente férmula:

x>1AVYVz(x =y.2) > (y=1Vvz=1))

Segun la vision del platonismo pleno, un matematico que trabaje en el intento de
demostrar o refutar la conjetura de Goldbach esta estudiando la aritmética de Peano de
primer orden. Mas exactamente, el matematico estaria tratando de determinar si la
afirmacion [1] es demostrable o refutable en esa teoria. Pero esta manera de interpretar
la situacion no describe correctamente la practica real de los matematicos. En efecto,
en primer lugar, el matematico no piensa a la conjetura de Goldbach como una
afirmacion escrita en un lenguaje formal de primer orden (y que podria referirse
también a cualquiera de los modelos no estandar que admite la aritmética de Peano).
El matematico piensa esa afirmaciéon como referida a ciertos “objetos semanticos”
especificos, que son los numeros naturales.

Por otra parte, el matematico piensa a su disciplina de una manera global, y no
restringe su trabajo, ni sus demostraciones, a una teoria especifica (a menos que se
trate de un légico que tiene a esa teoria como objeto de estudio en si mismo). El
matematico no busca especificamente una demostraciéon de la Conjetura de Goldbach
que esté basada en los axiomas de Peano, sino que busca alguna demostracion, la que
fuere, no importa qué “herramientas” use, ni en qué contexto existan. A continuacion,
se mencionan tres ejemplos de situaciones de este tipo.

La llamada Conjetura Débil de Goldbach, que también puede enunciarse en la
aritmética de Peano de primer orden, dice que todo nimero impar mayor o igual que 7
es suma de tres numeros primos (si la Conjetura de Goldbach fuese cierta, también lo
seria la Conjetura débil, pero no vale la afirmacién reciproca). En 1937 el matematico
ruso Ivan Matvéyevich Vinogradov demostré que la Conjetura débil es verdadera para

todos los numeros “suficientemente grandes”; es decir, existe algin N, tal que todo
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numero impar mayor que él puede escribirse como suma de tres primos. El punto a
destacar es que la demostracion de Vinogradov se basa en técnicas de series de Fourier,
totalmente ajenas a los axiomas de Peano y no representables en esa teoria.

En otro ejemplo, en 1995 el matematico inglés Andrew Wiles demostré el Ultimo
Teorema de Fermat, un enunciado también expresable en la aritmética de Peano de
primer orden, mediante razonamientos que involucran curvas elipticas y formas
modulares, también ajenas a los axiomas de Peano.

Un tercer ejemplo, realmente notable, esta dado por el Teorema de Goodstein.
Este teorema se refiere a las llamadas “sucesiones de Goodstein de semilla n,”, cada una
de las cuales se define a partir de un nimero natural n, cualquiera. A este nimero se le
aplican sucesivamente ciertas operaciones especificas, los detalles de como se definen
esas operaciones son bastante técnicos y escapan a los fines de este trabajo3!l. Basta
decir que la definicion de las sucesiones de Goodstein es expresable en el lenguaje de la
aritmética de Peano de primer orden. Se mencionan a continuacion algunos ejemplos
de estas sucesiones.

Siny = 0, la sucesidon que se obtiene vale constantemente 0.

Sinyg = 1,lasucesiénes 1,0, 0, 0, 0,... y se mantiene constante en 0.

Sinyg = 2,lasucesiénes 2,2,1,0,0,0,.. y se mantiene constante en 0.

Sinyg = 3,lasucesidénes 3,3,3,2,1,0,0,0,... y se mantiene constante en 0.

Si ny = 4, la sucesion comienza con 4, 26, 41, 60, 83, 109,.... A primera vista
parece que los valores seguirdan creciendo y que la sucesion tiende a infinito. Sin
embargo, al cabo de una cantidad de pasos que es del orden un 1 seguido de seis
millones de ceros, la sucesion comienza a decrecer y finalmente, como en los casos
anteriores, se estabiliza en 0.

Siny = 19, el segundo valor de la sucesion es 7.625.597.484.990 y el tercero es
del orden de 10%%%; sin embargo, al cabo de un niimero astronémicamente grande de
pasos, la sucesion se estabiliza en 0.

Sing = 4 la sucesion que se genera crece inicialmente de manera muy rapida y
parece tender al infinito; sin embargo, el Teorema de Goodstein afirma que, cualquiera
sea el n, inicial, 1a sucesion de Goodstein de semilla ny, al cabo de una cantidad finita
(aunque inimaginablemente grande) de pasos, se hara constantemente igual a 0. Se
trata, como puede apreciarse, de un teorema puramente aritmético que, segun la vision
de Balaguer, deberia demostrarse a partir de los axiomas de Peano de primer orden. Sin

embargo, se ha demostrado que el Teorema de Goodstein es indecidible con respecto a

31 Los detalles completos pueden verse en Kirby & Paris (1982) y en Caicedo (2007).
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los axiomas de Peano; es decir, a partir de esos axiomas el teorema no puede ser
demostrado, ni tampoco refutado. ;Por qué se lo llama “teorema”, entonces? Porque el
Teorema de Goodstein si puede demostrarse a partir de los axiomas de la teoria de
conjuntos de Zermelo-Fraenkel con el axioma de eleccién. Es decir, se trata de un
enunciado puramente aritmético que no puede ser demostrado a partir de los axiomas
estandar de la aritmética, pero si puede demostrarse a partir de los axiomas de la teoria
de conjuntos.

Llamemos AP; a la aritmética de Peano de primer orden, TG al Teorema de
Goodstein, y AP; U {TG} a la teoria que resulta de agregarle a la aritmética de Peano de
primer orden el Teorema de Goodstein como nuevo axioma. De lo dicho mas arriba se
deduce que tanto AP; U {TG}, como AP; U {—=TG}, son ambas teorias consistentes (bajo
la suposicion de que AP; también lo sea). Sin embargo, cualquier matematico aceptaria
como valida (en el sentido de descripcion “verdadera” de los nimeros naturales) a
AP, U {TG}, pero no asi a AP; U {—TG}, esta ultima teoria sélo seria de interés, como
objeto de estudio en si mismo, para los matematicos que estudian los modelos no
estandar de los axiomas de Peano. El Teorema de Goodstein es, para la comunidad
matematica, una afirmacién “verdadera”, independientemente de cudl sea la teoria en
cuyo contexto se formule.32

La conclusion es que los matematicos no estudian teorias, sino objetos; las
teorias le dan un marco formal a los razonamientos que los matematicos realizan. Mas
aun, uno de los criterios para que la comunidad acepte la legitimidad de una teoria
consiste en que ésta sea vista como una descripcion “verdadera” de las propiedades
basicas que esos objetos poseen. En resumen, no estamos de acuerdo con la afirmacion
de Balaguer de que los matematicos creen que “las teorias son descripciones correctas
porque son consistentes”. Por el contrario, sostenemos que creen que son consistentes
porque son descripciones correctas de ciertos objetos que previamente, de manera
acertada no, aceptan como existentes (a pesar de que, como se dijo en el capitulo
anterior, los textos y articulos matematicos tienden a mantener, en su lenguaje, la

neutralidad ontolégica).

32 La demostracion, en ZFC, del Teorema de Goodstein, asi como el hecho de que el enunciado es
indecidible con respecto a los axiomas de Peano de primer orden, aparecen en Kirby & Paris (1982). Otra
demostracion puede verse en Caicedo (2007). El hecho de que el Teorema de Goodstein sea indecidible
con respecto a los axiomas de Peano de primer orden demuestra, en particular, que estos son
consistentes (supuesto que ZFClo sea, ya que la demostracién de la indecidibilidad se basa en esta tltima
teoria).
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Otro ejemplo en ese mismo sentido estd dado por el desarrollo histérico de la
teoria de conjuntos. Cuando Georg Cantor propuso la hoy llamada teoria intuitiva de
conjuntos, no la doté con una estructura logica “euclidiana” basada en un conjunto
especifico de axiomas, de los cuales se deducirian formalmente los sucesivos teoremas,
sino que las demostraciones consistian en razonamientos intuitivos basados
unicamente en las definiciones de la teoria, las cuales, a su vez, no estaban enunciadas

en un lenguaje formal. A continuacion, se muestran dos ejemplos de estas definiciones.

Por un ‘agregado’ (Menge) entendemos cualquier coleccibn en un todo
(Zusammenfassung zu einem Ganzen) M de objetos definidos y separados m de nuestra
intuiciéon o nuestro pensamiento. Estos objetos son llamados los ‘elementos’ de M.
(Cantor 1895:481)

Dado cualquier elemento individual m, cuando nos abstraemos de su naturaleza, se
convierte en una ‘unidad’, el nimero cardinal M es un agregado definido compuesto de
unidades, y este nimero tiene existencia en nuestra mente como una proyeccién del
agregado M dado. (Cantor 1895: 482)

La informalidad, tanto del lenguaje, como de la estructura légica y
metamatematica, de la teoria de Cantor, fue muy criticada por Gottlob Frege, quien en
las dos ultimas décadas del siglo XIX se dedic6 a darle una forma rigurosa. El trabajo de
Frege es muy extenso y complejo, por lo que una descripcion del mismo excederia los
fines de esta tesis. S6lo diremos que en 1897 Frege publicé el primer tomo de su Die
Grundlagen der Arithmetik (Fundamentos de la Aritmética), libro en el que daba una
version formalizada de la teoria de conjuntos de Cantor con el objetivo ulterior de
fundamentar en ella la aritmética. Sin embargo, en 1902 Bertrand Russell descubri6
que la teoria de conjuntos propuesta por Frege era inconsistente. En una famosa carta,

fechada el 16 de junio de 1902, Russell le comunico a Frege lo que se cita a continuacion.

Usted afirma [..] que una funcién también puede actuar como un elemento
indeterminado. Esto es lo que yo creia, pero ahora esta opinién me parece dudosa a
causa de la siguiente contradiccidn. Sea wel predicado: ser un predicado que no puede
ser predicado sobre si mismo. ;Puede predicar sobre si mismo? De cada respuesta se
sigue su opuesta. En consecuencia debemos concluir que w no es un predicado. De

manera similar, no existe la clase (pensada como una totalidad) de todas las clases que,
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tomadas como una totalidad, no pertenecen a si mismas. De esto concluyo que bajo

ciertas circunstancias una colecciéon definible no forma una totalidad. (Russell 1976)

La teoria de Frege postulaba que a cada predicado le correspondia una clase,
entendida como la extension de dicho predicado, pero, como se expuso en el capitulo
anterior, Russell demostré que ese postulado es autocontradictorio. No obstante, y éste
es el punto que se intenta mostrar con el ejemplo, aunque la teoria de Cantor era
totalmente informal y la de Frege, inconsistente, la mayoria de la comunidad
matematica no renunci6 al concepto de conjunto, sino que persistio en los intentos de
formalizarlo mediante teorias axiomaticas que fueran consistentes. En otras palabras,
la mayor parte de la comunidad matematica acepté la existencia de los conjuntos antes
(v no después) de que se formulara una teoria consistente que tuviera un modelo en el
dominio conjuntista.

Por otra parte, al sostener la idea de que los matematicos estudian teorias, es
posible que Balaguer caiga en un error muy frecuente, que surge de una mala
interpretacién del Programa de Hilbert. Esta interpretacion consiste en afirmar que,
como forma de evitar las paradojas halladas en la teoria de conjuntos, Hilbert proponia
que la matematica se transformara en una ciencia puramente sintactica, dedicada a
estudiar cadenas de simbolos carentes de significado manipuladas siguiendo ciertas
reglas algoritmicas. Sin embargo, la idea central del Programa de Hilbert era muy

diferente, como puede advertirse en el siguiente pasaje:

El objetivo que nos hemos propuesto es entonces el de dar un fundamento seguro a las
matematicas. Nuestra intencidn es devolver a nuestra disciplina el antiguo prestigio de
consistir de verdades indiscutibles, del que las paradojas de la teoria de conjuntos
parecieron despojarla. Tenemos la firme conviccidn de que eso es realizable y que no

significa ningln tipo de renuncia a sus partes constitutivas. (Hilbert 1922: 161)

Notese que en esta cita Hilbert dice que su objetivo es que la matematica vuelva
a “consistir de verdades indiscutibles”; y dado que “verdad” es un concepto claramente
semantico, resulta claro que Hilbert no renuncia al significado de los simbolos. El
entendia que debia crearse una nueva ciencia, que llamaba metamatematica, y que
debia estudiar los métodos de demostracion de la matematica con el objetivo de

garantizar que ésta tuviera los fundamentos “seguros” que él buscaba.
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Ciertas formulas que sirven como base para el edificio formal de las matematicas se
llaman axiomas. [...] Una férmula es demostrable si es o bien un axioma, o se obtuvo por
sustitucion de un axioma o cuando es la férmula final de una demostracién.

Ala matematica real asi formalizada se afiade una especie de nueva matematica,
una metamatematica, necesaria para salvaguardar aquélla y en la que, en
contraposicion a los modos puramente formales de inferencia de la matematica real, la

inferencia concreta es utilizada. (Hilbert 1923: 153)

La validez de las demostraciones de la matematica real (semantica) seria
garantizada por la metamatematica en la cual se utiliza, segiin Hilbert, “la inferencia
concreta”, esto es, inferencias sintacticas. Es decir, es esta nueva ciencia, y no la
matematica real, la que deberia tratar a los enunciados matematicos como si fuesen
objetos puramente sintacticos carentes de significado. Los matematicos trabajarian
semanticamente, como siempre lo han hecho, mientras que la metamatematica

controlaria sintacticamente la validez de sus razonamientos.

4.5. El problema de la consistencia

Una objecion que un platonista pleno podria oponer a algunas de las criticas
formuladas en las secciones anteriores, especialmente en 4.3, es que, segun Balaguer, la
consistencia de la que habla el platonismo pleno no es un concepto matematico, sino
que es “preplaténico” (véase Balaguer 1998: 69-72). Esta idea desecharia la posibilidad
de construir el modelo M, de 4.3 porque, si la consistencia es un concepto

prematematico, entonces no seria valido interpretar € (x) como “x es consistente”.

La idea central aqui es que ‘consistente’ es simplemente un término primitivo. Mas
precisamente, la afirmacién es que, ademas de las nociones sintactica y semantica de
consistencia, hay también una nocién primitiva o intuitiva de consistencia que no esta

definida platénicamente. (Balaguer 1998: 70)

A continuacion, se intentara justificar la tesis de que, contrariamente a lo que
afirma Balaguer, la consistencia es un concepto matematico de la misma naturaleza, por
ejemplo, que el concepto de “nimero primo”. Argumentaremos que la afirmacién de

que la consistencia es una nocion preplatonica es una hipotesis ad hoc que solo tiene el
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objetivo de evitar las contradicciones como la expuesta en 4.3, y que se trata, en
realidad, de una hipoétesis insostenible.

Para comenzar la argumentacion, consideremos el siguiente concepto: Diremos
que un conjunto A € N es no-contradictorio si y s6lo si para todo nimero natural n, si
2n € A entonces 2n+ 1 € A (es decir, si A contiene a un numero par, entonces no
contiene a su sucesor). La condicién de ser no-contradictorio es expresable, en la

aritmética de primer orden, mediante la siguiente férmula 8, (x):
0,4(2x) - =60,(2x + 1)

En consecuencia, de acuerdo con el platonismo pleno, los conjuntos no-
contradictorios existen en el mundo abstracto de la matematica y el concepto de
“conjunto no-contradictorio” es, por ende, platonico.

Consideremos, por otra parte, el lenguaje L, que bien puede llevar el nombre
de “universal”, ya que toda teoria de primer orden es expresable mediante algin
subconjunto de sus simbolos. En este lenguaje, las variables son llamadas x;, x,, x3,...;
las constantes, si la teoria las requiriera, se llamaran c;, c¢;, c3,...; las relaciones
monddicas, R} (x;), Ri(x;), Ri(xy),...; las relaciones binarias, R?(x;,x;), R3(xy,x5),
R%(x4,%,),..,; y asi sucesivamente. A modo de ejemplo, la teoria 7; mostrada mas arriba
podria reescribirse de la siguiente manera. Las constantes s, w, [, m serian ¢4, ¢3, €3y €4
respectivamente, las relaciones binarias A(x,y) y E(x, y) serian RZ(x;,x;) y R2 (x4, x3),
y similarmente para las relacionas monadicas C(x), U(x), D(x) y T(x). Hecha esta

traduccion, el axioma 1, que decia:

Ax.1.D(s) A=D(w) A=D(l) A=D(m)

Se transformaria en:

Ax. 1. R3(cy) A =R3(cy) A =R3(c3) A =R3(cy)

A continuacion, consideremos los enunciados de primer orden en el lenguaje £
cuya escritura no comienza con el simbolo de negacion. El conjunto formado por todos
estos enunciados es numerable, existe, entonces una biyeccidon (una correspondencia

uno a uno) que a cada enunciado @ que no comienza con el simbolo “~” le asigna un

numero natural 2n.
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b, 0
o, &2
D, o4
b, o 6

Consideremos ahora las negaciones de cada uno de esos enunciados, es decir,
Dy, A d,, = D,,...y extendamos la biyeccion asignando a cada enunciado —®,,, el

numero 2n + 1. En otras palabras, establecemos la correspondencia:

b, 0
Py e 1
b, &2
-d, & 3
D, o4
-d, o5

En la sucesion @, =P, &,, = P,, &4, = D,... aparecen esencialmente todos los
enunciados de primer orden existentes. “Esencialmente” porque, por ejemplo, aunque
en la lista no aparece el enunciado =—Ri(c,), si aparece, en cambio, R{(c;) que es
equivalente a él, por lo que la omisién de =—R1(c;) y la de otros enunciados similares
es irrelevante. Podemos afirmar, entonces, que existe una biyeccién entre N y el
conjunto de todos los enunciados de primer orden posibles. Esta biyeccion, ademas,
puede ser calculada algoritmicamente, es decir, es posible programar una computadora
de tal modo que, dado un nimero n cualquiera, la maquina calcule cual es el enunciado
@, que le corresponde. Reciprocamente, dado ®,,, el algoritmo calcula el numero n que
le corresponde. De manera similar a como funcionan los cédigos de barras de los
productos comerciales, se puede aceptar que cuando la computadora “lee” el nimero n
lo interpreta inmediatamente como el enunciado ®,, que le corresponde. En otras
palabras, n y @, son dos maneras diferentes de referirse el mismo objeto (de la misma
forma que “Mi perro es rojo” y “My dog is red” son dos formas diferentes de escribir la
misma proposicion). En conclusidn, los axiomas y teoremas de una teoria de primer
orden constituyen, al mismo tiempo, un conjunto de secuencias finitas de simbolos de

Ly, y también un subconjunto de los nimeros naturales. (Esta identificacion entre
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numeros y enunciados no es original de este trabajo, sino que es uno de los pasos
esenciales en la demostracion de los teoremas de incompletitud de Gédel.)

Ahora bien, una teoria T es inconsistente si y s6lo si existe un enunciado ®,, tal
que ®,, y = ®,, se deducen ambos de 7. Si se interpreta al conjunto de sus axiomas y
teoremas como subconjunto de los naturales, una teoria 7" es consistente si y s6lo si ese

conjunto es no-contradictorio. Por consiguiente:

T es consistente < los axiomas y teoremas de J° forman un conjunto no-

contradictorio

El punto central que se quiere exponer es el siguiente. No sélo el concepto de
“teoria consistente” es equivalente al de “conjunto no-contradictorio”, sino que se trata
del mismo concepto aplicado a los mismos objetos. Si “conjunto no-contradictorio” es,
segun el platonismo pleno, un concepto matematico platonico, entonces el concepto de
“teoria consistente” también tiene que ser considerado como un concepto platdnico.
Afirmar lo contrario equivaldria a decir que el concepto de “nimero par” es platonico
si se expresa en castellano o en inglés, pero que no lo es si se lo expresa en chino,
simplemente porque este idioma usa simbolos diferentes de los de los otros dos.

Deducimos asi que la idea segin la cual la consistencia es una propiedad
“prematematica” o “preplatdnica” no s6lo es una hipdtesis ad hog, sino que es, de hecho,
contradictoria en si misma. La paradoja expuesta en 4.3 no parece que pueda ser
evitada mediante el argumento de que la consistencia no es un concepto matematico.
Aunque con mucho menos detalle, una idea similar a la que se acaba de exponer fue

sostenida por Stewart Shapiro.

Como surge del programa de Hilbert, la consistencia es un concepto definido
matematicamente, aplicado a conjuntos de enunciados en un lenguaje formal. Los
lenguajes formales son ellos mismos objetos matematicos, que son estudiados mediante
métodos matematicos. En otras palabras, tal como la nocién ha llegado a ser entendida
en la matematica y en la filosofia contemporaneas, la consistencia es ella misma una
nociéon matematica. Entonces, el platonismo pleno de Balaguer reduce la existencia a la
consistencia, pero ésta es una nocién matematica como cualquier otra. La circularidad
amenaza. (Shapiro 2000: 253)

“Los lenguajes formales son ellos mismos objetos matematicos, que son

estudiados mediante métodos matematicos”, dice Shapiro en la cita, y ése es el corazén
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del argumento expuesto mas arriba. Una teoria formal es un conjunto constituido por
sucesiones finitas de simbolos de un lenguaje £, y por consiguiente es en si misma un
objeto matematico. Su consistencia o inconsistencia es una propiedad matematica de
ese conjunto, ya que la teoria es inconsistente si y s6lo si el conjunto de sus axiomas y
teoremas contiene dos sucesiones de simbolos, una de las cuales se obtiene de la otra
concatenando delante de ella el simbolo de negacion. En conclusion, si la consistencia
de una teoria (en tanto propiedad matematica) no tuviera un correlato en el universo
abstracto, entonces la tesis que sostiene el platonismo pleno seria falsa. Pero si la
consistencia fuese una propiedad representable en el mundo abstracto, entonces, tal

como se expuso en 4.3, el platonismo pleno seria autocontradictorio.

4.6. El Segundo Teorema de Incompletitud de Gédel

La principal motivacién, y uno de los mayores atractivos, del platonismo pleno
es que, aparentemente, consigue superar la objecion epistemolédgica. Sin embargo,
como hemos adelantado en el capitulo anterior, existen argumentos que ponen en duda
si realmente el platonismo pleno logra ese objetivo. A continuacidn, se exponen esos
argumentos.

Comencemos diciendo que las pruebas de consistencia absoluta de las teorias
matematicas, para ser confiables, deberian emplear recursos (légicos y
metamatematicos) que sean al menos tan seguros como los de la teoria cuya
consistencia se quiere probar. De otro modo, la prueba resultaria inaceptable. Por
ejemplo, seria inutil una prueba de la consistencia absoluta de la légica de primer orden
que empleara los recursos formales de la l6gica de segundo orden, cuya consistencia no
se conoce ni se sabe cémo podria probarse. Algo similar ocurre con la prueba de
Gentzen de la consistencia de la aritmética, que apela a una teoria mucho mas potente,
como ZFC, de la cual no hay prueba de consistencia. Sin embargo, el Segundo Teorema
de Incompletitud de Godel establece un limite para las pruebas de consistencia de las
teorias formales, ya que implica que necesariamente deberan emplearse los recursos
formales de otra teoria (usualmente una teoria mas potente), cuya consistencia a su vez
sera dudosa.

En consecuencia, no se cuenta con pruebas absolutas de consistencia para la
mayoria de las teorias que emplean los propios matematicos en todas las ramas
importantes de esta disciplina. Asi, para las teorias de conjuntos, del algebra, del

analisis y de la geometria, en el mejor de los casos, se dispone de pruebas relativas de
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consistencia. Este hecho tiene una consecuencia importante que afecta al platonismo
pleno, y en especial a su estrategia para superar la objecion epistemolégica: no resulta
posible afirmar la existencia categorica de la gran mayoria de los objetos matematicos,
ya que no sabemos si las teorias que los postulan son consistentes o no. Por ejemplo,
dado que no tenemos una prueba de la consistencia absoluta de ninguna teoria de
conjuntos, no podemos afirmar categéricamente que existan, digamos, el conjunto
vacio o el conjunto los nimeros reales. Si nos atenemos a las pruebas relativas de
consistencia disponibles, solamente estaremos en condiciones de realizar enunciados
condicionales de existencia, como, por ejemplo, si existen los conjuntos postulados por
la teoria ZFC, entonces, también existen los conjuntos postulados por la teoria NBG
(incluidos, por supuesto, todos los conjuntos que no existen segin ZFC). De esta
manera, segun el platonismo pleno, solamente podriamos conocer el universo de los
objetos matematicos de manera hipotética (con excepcidén de unos pocos, aquellos
postulados por teorias, como la l6gica de primer orden, cuya consistencia absoluta ha
sido probada).

La consecuencia de ello, de acuerdo con el platonismo pleno, es que en la
situacion actual no solo desconocemos la mayor parte del universo matematico (lo cual
seria esperable), sino también la existencia de la mayoria de los objetos postulados por
las teorias matematicas aceptadas. Asi, el platonismo pleno mas bien parece llevarnos
al escepticismo acerca del conocimiento del universo matematico, ya que deberiamos
suspender el juicio sobre la existencia de la mayoria de los objetos que habitan en dicho
universo.

Esta situacion, seguramente, reduce el atractivo del platonismo pleno, e incluso
siembra dudas acerca de si realmente proporciona una solucién satisfactoria a la
objecion epistemoloégica. Podria decirse que en sentido estricto la resuelve
exclusivamente para una situacion ideal en la que la consistencia absoluta de todas las
teorias matematicas sea conocida con certeza.

Por otra parte, podria pensarse que el platonismo pleno al menos nos permite
saber cudles son los objetos que no existen en el universo matematico. En efecto, si se
prueba que una teoria es inconsistente, podria inferirse que los objetos que postula
dicha teoria no existen porque son imposibles. Sin embargo, esa conclusién, como lo
muestra el caso de la teoria intuitiva de conjuntos de Cantor, no se sigue de la prueba
de inconsistencia. Lo Unico que puede concluirse es que, si una teoria es inconsistente,
al menos alguno de los objetos postulados por esa teoria no puede existir porque su
existencia seria autocontradictoria. Pero, en primera instancia, no es posible

determinar de una manera inequivoca cuales son esos objetos. En el caso de la teoria
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de conjuntos de Cantor, el consenso de los matematicos es que los conjuntos
inconsistentes son aquellos que resultan “demasiado grandes”, como el conjunto de
todos los conjuntos, pero nadie duda, por ejemplo, de que los conjuntos finitos (y, por
tanto, la aritmética finita) son consistentes. En general, dada una teoria inconsistente,
queda por determinar cuales son los objetos de esa teoria que no pueden existir.33 Pero
raramente seran todos los objetos postulados por la teoria, por el simple hecho de que
una teoria inconsistente casi siempre contiene subteorias que son consistentes.34 O,
dicho de otra manera, un conjunto inconsistente de axiomas, casi siempre contiene
algiin subconjunto (no vacio) de tales axiomas que es consistente. La Uinica excepcion
seria el caso en el que todos los axiomas de una teoria fueran autocontradictorias, pero
no hay ejemplos en la historia de la matematica de tales teorias. Aparte de ese caso
especial, no es tarea sencilla determinar cuales son los axiomas de una teoria que son
en si mismos inconsistentes, o cuya conjunciéon resulta inconsistente, y, por

consiguiente, cuales son los objetos postulados por dicha teoria que no pueden existir.

4.7. Balance del platonismo pleno

El platonismo de objetos sostiene que los matematicos, de algin modo, pueden
percibir cudles son los objetos abstractos que existen, y cuales son los que no existen.
Sin embargo, segin se argumento6 en el capitulo anterior, de existir objetos abstractos,
estos serian incapaces de interactuar con el cerebro humano, por lo que resultaria
imposible adquirir cualquier tipo de conocimiento de ellos. Esta objecién parece
insalvable, y coincidimos con Balaguer cuando afirma que hace insostenible cualquier
forma de platonismo de objetos, excepto el platonismo pleno, que es la Unica variante
de platonismo que, al menos a priori, parece capaz de responder a esta objecion
epistemolégica. En efecto, dado que no es posible determinar mediante alguna forma
de percepcién cudles objetos abstractos existen y cuales no, las unicas alternativas
razonables son, o bien postular que todos los que no son autocontradictorios existen
(como hace el platonismo pleno), o bien postular que no existe ninguno (postura que,

por supuesto, es incompatible con el platonismo).

33 John von Neumann, por ejemplo, establecid el criterio segin el cual “un conjunto es demasiado grande
(esto es, incapaz de ser elemento) cuando y sélo cuando es equivalente al todo” (von Neumann 1923,
trad. Ferreirés 2006: 290). Esto es, un conjunto es inconsistente cuando es biyectable con la clase
universal.

34 De hecho, contiene infinitas, ya que toda subteoria consistente contiene a su vez una subteoria (propia)
que también es consistente.
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No obstante, el platonismo pleno, por su parte, cae en una paradoja similar a la
que Russell hallé en la teoria de Frege. Tal como se mostro en 4.3, los postulados del
platonismo pleno permiten demostrar la existencia de un objeto abstracto que niega la
validez del propio platonismo pleno. La estrategia de Balaguer para evitar esta paradoja
consiste en argumentar que la consistencia es un concepto prematematico o no-
platdnico. Pero esta idea, segiin se argumento6 en 4.5, resulta ser, no solo una hipdtesis
ad hoc, sino ademas una idea insostenible.

Se ha mostrado también que la visiéon que el platonismo pleno sostiene, en
cuanto a que la matematica consiste en el estudio de teorias de primer orden, es
incompatible con la practica matematica, y con el hecho de que afirmaciones
aritméticas como el Teorema de Goodstein sean consideradas unanimemente como
verdaderas, a pesar de ser indecidibles con respecto a los axiomas estandar de la teoria
de conjuntos. Esta vision presupone, ademas, la habilidad de determinar si una teoria
de primer orden es consistente; una habilidad que, segiin el Segundo Teorema de Godel
los humanos no poseemos.

Finalmente, la inexistencia de pruebas absolutas de consistencia para la mayor
parte de las teorias matematicas implica que, si aceptamos el platonismo pleno,
entonces no seria posible afirmar de manera categoérica la existencia de objetos
matematicos tan basicos como el conjunto vacio o los nimeros reales. Por otra parte,
en tanto no se hayan encontrado inconsistencias en las respectivas teorias, tampoco
podemos afirmar que los correspondientes objetos no existan. Asi, segin las propias
premisas del platonismo pleno, la cuestion de la existencia o no de la gran mayoria de
los objetos matematicos resulta indecidible en la situacion actual de la matematica. Por
cierto, eso no implica que deba ser asi para siempre, ya que en el futuro podrian
encontrarse nuevas pruebas de consistencia para algunas teorias. Con todo, el ideal de
que dispongamos de pruebas de consistencia absoluta para todas las teorias
matematicas resulta imposible a causa del Segundo Teorema de Godel.

La conclusion a la que parecen apuntar todos estos argumentos es que el
platonismo pleno no resulta sostenible como postura en la filosofia de la matematica;
y, dado que el platonismo pleno hubiera sido la tinica variante del platonismo capaz de
superar la objecion epistemoldgica, la conclusion final parece ser que el platonismo,

considerado globalmente, no es aceptable.
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5. El estructuralismo ante remr: descripcion y critica

5.1. Introduccién al estructuralismo

El presente capitulo estara dedicado al analisis de la variante del platonismo
conocida como estructuralismo ante rem; este analisis tiene como objetivo principal
intentar determinar si las tesis principales de esta postura filos6fica son compatibles
con la practica matematica. En el Capitulo 2 ya sefialamos que el estructuralismo ante
rem es la postura, elaborada por Stewart Shapiro (1997) y Michael Resnik (1997), que
sostiene que los objetos que estudia la matematica son estructuras que existen a priori
e independientemente de cualquier ejemplificacion o instanciacién que puedan tener
en el mundo no-matematico.3> Las ideas de Shapiro y de Resnik son esencialmente las
mismas, pero estan expresadas en lenguajes con vocabularios parcialmente diferentes.
Asi, por ejemplo, mientras Shapiro se refiere a la matematica como la ciencia de las
estructuras, Resnik la llama la ciencia de los patrones (patterns). Aqui seguiremos la
terminologia de Shapiro, pero todas las afirmaciones y criticas que haremos sobre la
version del estructuralismo de Shapiro se aplican también, mutatis mutandis, a la
version de Resnik. Tomaremos, ademas, como representativa de la posicion
estructuralista la presentacién mas reciente de Shapiro (2006).

En la filosofia de la matematica actual existen otras posiciones que también se
denominan estructuralistas, pero que, en primera instancia al menos, no parecen
claramente comprometidas con el platonismo. Una de ellas es el estructuralismo modal,
desarrollado por Geofrey Hellman, segin el cual la matematica no trata acerca de
estructuras realmente existentes, en el sentido de existentes en acto, sino acerca de
estructuras posibles3® Los compromisos ontolégicos de esta variedad del
estructuralismo dependen de la posicion que se adopte respecto de la metafisica de las
modalidades, un tema del que no nos ocuparemos en esta tesis. En principio, la posicion
de Hellman es antirrealista en tanto no acepta la existencia independiente de las

estructuras matematicas.

35 En la nota 13 del Capitulo 2 se indicaron las principales obras de estos dos autores. Sefialemos aqui,
ademas, la exposicion sintética de Shapiro (2000).

% La primera presentacién del estructuralismo modal la hizo Hellman (1989), que es un libro
ampliamente citado. Otras formulaciones mas breves, con algunos cambios y correcciones, pueden
encontrarse en articulos posteriores, como Hellman (1996) (2001) y (2005).
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Segun el estructuralismo ante rem, los objetos matematicos, tales como los

nimeros o los conjuntos, serian solamente posiciones determinadas en ciertas

estructuras. Todas las propiedades matematicamente relevantes de esos objetos serian

relacionales, y no intrinsecas, porque provendrian de sus relaciones con las otras

posiciones de esas mismas estructuras. Asi, por ejemplo, el nimero 2 no existiria por si

mismo, sino que seria el “tercer lugar” (si se cuenta desde el 0) de la estructura

“secuencia de los numeros naturales”. Como afirma Shapiro:

El ndmero 2, asi entendido, tiene muchas propiedades. Algunas de estas propiedades,
como ser el numero de puertas de mi comedor, son contingentes. Otras propiedades del
nimero 2, como ser el nimero de padres de un humano normal, pueden ser
biolégicamente necesarias. Otras propiedades del nimero 2 son metafisicas y otras son
matematicas. Algunas de las propiedades matematicas, como ser el primer nimero
primo, son internas a la estructura de los nimeros naturales. Otras, como ser el nimero
de raices complejas de -1, son externas a la estructura de los niimeros naturales. Esto
no es importante. Para el punto de vista en cuestion todas las propiedades de las que
goza el niumero 2 surgen en virtud de que es una posiciéon en la estructura de los

numeros naturales. (Shapiro 2006: 121)

Estas estructuras, por otra parte, serian objetos abstractos, motivo por el cual el

estructuralismo ante rem esta sujeto, tal como discutimos en los capitulos 2 y 3, a la

objecidn epistemoldgica. Shapiro afirma explicitamente que

El estructuralismo no es compatible con las versiones mas crudas de la teoria causal del
conocimiento. [...] Podemos obtener conocimiento de estructuras pequeiias mediante
el contacto causal con sus instancias [..], pero no aprendemos sobre grandes
estructuras de ese modo. Las grandes estructuras no estan instanciadas en absoluto (en
el mundo fisico). (Shapiro 2006: 120)

Segun la cita precedente, Shapiro admite que el estructuralismo ante remno es

compatible con las teorias causales del conocimiento, por lo que la objecion

epistemoldgica queda, en cuanto a esta postura, totalmente sin respuesta. De todos

modos, no es ésta la unica objecién que se le puede plantear a esta postura, otras

objeciones se analizaran en las paginas que siguen.
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5.2. Una motivacion

Se dijo en el Capitulo 2 que la pregunta relevante para la filosofia de la
matematica no es si los objetos abstractos existen, sino si estos son los objetos de
estudio de la matematica. De la misma forma, la pregunta relevante a los efectos del
estructuralismo ante rem no es si las estructuras abstractas existen en si mismas; la
pregunta relevante es si, en caso de existir, esas estructuras son las que constituyen el
objeto de estudio de la matematica. En las paginas que siguen se intentara argumentar
que no es asi. Sin embargo, antes de avanzar con las criticas al estructuralismo ante rem
es oportuno hacer una observacién. Tanto el estructuralismo ante rem, como también
el platonismo pleno, parecen encontrar parte de su motivacion en la bisqueda de una
respuesta al llamado dilema de Benacerraf (1965), al que ya nos hemos referido en el
Capitulo 2. Para explicar la idea, considérese el ejemplo siguiente.

En el contexto de la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel los niimeros
naturales son reducidos a conjuntos, sin embargo, esta reduccién puede hacerse de
maneras diferentes. La primera reduccion propuesta histéricamente se debe a Ernst

Zermelo y establece que:

0=0
1= {0}
2 = {{0}}

3 ={{{o}}}

En otras palabras, 0 = @, 1 = {0}, 2 = {1}, 3 = {2}, y asi sucesivamente.
Una segunda definicion, que es hoy en dia la que se prefiere, se debe a John von

Neumann y dice que:

0=0
1={0}
2 ={0,{0}}

3 ={0,(0} {0, {0}}}
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En otras palabras, 0 = @, 1 = {0}, 2 = {0, 1}, 3 = {0, 1, 2}, y asi sucesivamente.37

Estas reducciones permiten formular enunciados referidos a los numeros
naturales que normalmente serian considerados sin sentido, como “1 € 3” 0 “2 € 5”. De
acuerdo con la reduccidn de Zermelo, el enunciado “1 € 3” es falso, mientras que segin
la reduccion de von Neumann es verdadero. El dilema de Benacerraf plantea, entonces,
preguntas tales como ;Qué es realmente el nimero 2, es el conjunto {{@}} o es el
conjunto {@, {@}}? ;El enunciado “1 € 3” es verdadero, o es falso? Tanto el platonismo
pleno como el estructuralismo ante rem ofrecen respuestas diferentes para estas
cuestiones.

Ante la pregunta de si 2 es {{0}}, o sies {®, {9}}, el platonismo pleno responderia
que ambas opciones, dado que cada una de ellas es consistente, son correctas. Mas
exactamente, diria que existe una parte del mundo abstracto de las matematicas en la
que 2 = {{0}} y “1 € 3” es falso, y también existe una parte enla que 2 = {0, {p}} y“1 €
3” es verdadero. El estructuralismo ante rem, en cambio, diria que el nimero 2 no es
{{(Z)}}, ni tampoco es {Q), {(Z)}}, sino que es una posicion en la estructura “secuencia de los
numeros naturales”, y que las reducciones de Zermelo y von Neumann son solamente
dos instancias de esa estructura. En cuanto a la pregunta de si 1 € 3 0si 1 € 3, esta
postura diria que la pregunta es irrelevante porque la relacion de pertenencia no es
propia de la estructura.

Podemos plantear, por otra parte, la siguiente cuestion. Como se ha dicho mas
arriba, el estructuralismo ante rem considera a los ordinales de Zermelo y a los de von
Neumann como instancias de la estructura “sucesion de los nimeros naturales”. Sin
embargo, también podria considerarse que se trata de sendos ejemplos de otras dos
estructuras diferentes, que podemos llamar respectivamente la “estructura de los
ordinales de Zermelo” y la “estructura de los ordinales de von Neumann”. En la primera,
la propiedad relacional “1 € 3” es falsa, mientras que en la segunda es verdadera. La
pregunta, entonces, es en qué consiste una estructura o, mas propiamente, cémo se
identifica una estructura.

Los origenes historicos del concepto de estructura (entendiendo el término en
un sentido similar al que emplean Shapiro y Resnik) pueden hallarse en los trabajos
sobre geometrias no euclidianas que, en la década de 1870, realizaron

independientemente uno del otro Félix Klein y Eugenio Beltrami.38

37 La reduccién de los nimeros a conjuntos se estudia con mayor detalle en el Capitulo 9.
38 Shapiro (1997) dedica un extenso capitulo de su libro (el 5) a los precursores del estructuralismo,
entre quienes incluye a Hilbert y Dedekind. Resnik (1997), en cambio, procede de manera mas ahistorica.
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En efecto, cuando Euclides formul6 los cinco postulados de su geometria, es
evidente que entendia que estos expresaban propiedades de ciertos objetos, tales como
“puntos” o “rectas”, que estaban claramente definidos previamente a la formulacién de
esos axiomas. Por el contrario, para Beltrami y Klein, quienes establecieron modelos
para las geometrias no euclidianas, los significados de “punto” y “recta” no estaban
especificados de antemano, por el contrario, ellos entendian a los términos como
referidos a objetos cualesquiera, con la unica restriccion de que los postulados
resultasen ser enunciados verdaderos. En otras palabras, para Klein y Beltrami los
postulados de Euclides no se refieren a propiedades “internas” de objetos especificos
previamente elegidos, sino a relaciones entre objetos que pueden ser elegidos
libremente, siempre que esa eleccién implique que los postulados se conviertan en
enunciados verdaderos. Es decir, los postulados, desde este punto de vista, actian como
definiciones implicitas.

Tal como se dijo en el Capitulo 2, otro origen histérico de la idea de estructura
puede hallarse en la definiciéon que da Georg Cantor para los conceptos, tanto de ordinal,
como de cardinal de un conjunto. Para Cantor el ordinal de un conjunto es la “estructura
subyacente” que se obtiene cuando se considera solamente el orden entre sus
elementos, haciendo abstracciéon de la naturaleza interna de esos mismos elementos.
Por ejemplo, el ordinal de M = {0, 1, 2} es, segtn la definicidon de Cantor, idéntico a * <
* < x, Por otra parte, el cardinal es el resultado, segun las propias palabras de Cantor,
de un doble proceso de abstraccion en el que no sdlo se descarta la naturaleza de los
elementos, sino también su orden. De este modo, el cardinal de M = {0, 1, 2} seria, para
Cantor, idéntico a * * *. La nomenclatura que usaba Cantor para estos conceptos, segin
lo explica él mismo, refleja esta definicién; el ordinal de un conjunto M era indicado
como M, donde la barra indica el primer proceso de abstraccién, mientras que el
cardinal era M, con una doble barra que indica el doble proceso de abstraccion.

Una estructura es, entonces, una entidad que queda determinada por las
relaciones entre ciertos objetos cuya naturaleza “intrinseca” es irrelevante. La
estructura “sucesion de los nimeros naturales” estaria entonces definida porlarelacién
“es el sucesor de” y sus elementos, o posiciones, podrian representarse
esquematicamente de la siguiente manera: *, Suc(*), Suc(Suc(*)),... Es decir, cada
posicion es el sucesor de la posicion inmediatamente anterior.

La estructura “ordinales de Zermelo” seria, entonces, una subestructura de la
estructura de los conjuntos finitos y quedaria definida por la propiedad de que cada
posicion tiene como Unico elemento a la posicion anterior. La estructura “ordinales de

von Neumann” seria también una subestructura de la estructura de los conjuntos
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finitos, pero quedaria definida por la propiedad de que cada posicion tiene como Uinicos
elementos a todas las posiciones anteriores.

Podemos formular, entonces, la siguiente conclusion: si una estructura queda
determinada, no por los objetos (o posiciones) que la forman, sino por las relaciones
que se definen entre estos objetos; entonces, dos estructuras definidas por propiedades
relacionales diferentes deberan ser consideradas como estructuras diferentes. Como
consecuencia, la estructura “sucesion de los numeros naturales”, la estructura
“ordinales de Zermelo” y la estructura “ordinales de von Neumann” serian tres
estructuras diferentes. Notese que el hecho de que la secuencia de conjuntos @, {@},
{{@}},... parezca ser una instancia de las dos primeras no contradice esta conclusion,
porque, en tanto miembros de la estructura de Zermelo, tienen propiedades
relacionales (como “0 € 1”) de las que carecen en tanto miembros de la sucesion de los
numeros naturales. Por otra parte, en principio no parece haber contradiccion alguna
en que una misma estructura concreta sea instancia de dos estructuras abstractas
diferentes.

5.3. El problema de la identidad

Aunque la principal critica al estructuralismo ante rem se relaciona con la
cuestion de la identidad de los objetos matematicos.3? En este sentido, conviene
distinguir entre la identidad de las estructuras mismas y la identidad de las posiciones
que forman las diferentes estructuras. Una estructura se identifica por sus propiedades
intrinsecas y, de acuerdo con el principio de diferencia de los discernibles, si dos
entidades difieren al menos en una propiedad, entonces, son diferentes. Asi, por
ejemplo, el hecho de que la “estructura de los niimeros naturales” tenga una cantidad
numerable de posiciones, mientras que la “estructura de los niumeros reales” tenga una
cantidad infinita no numerable de posiciones, es suficiente para concluir que se trata de
estructuras diferentes.

En cuanto a los objetos que conforman las posiciones de cada estructura, en
principio podria decirse que, tal como se ha mencionado en el Capitulo 2, para el
estructuralismo ante rem, el nimero natural 2 es una posicién en la estructura
“sucesion de los nimeros naturales”, el nimero real 2 es una posicidon en la estructura

“continuo de los numeros reales”, el nimero complejo 2 es una posiciéon en la

39 En la nota 15 del Capitulo 2 hemos mencionado los principales trabajos criticos. Indiquemos, ademas,
el de MacBride (2005).
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“estructura de los numeros complejos” (por no hablar del nimero entero 2 o del
numero racional 2). Dado que esas estructuras son diferentes entre si, entonces el
numero 2 natural seria un objeto diferente del nimero 2 real, que a su vez seria
diferente del nimero 2 complejo, porque el 2 tiene propiedades relacionales diferentes
en cada una de estas estructuras. Por ejemplo, tiene sucesor inmediato en la estructura
de los nameros naturales, pero no lo tiene en la estructura de los nimeros reales. Sin
embargo, las condiciones de identidad son menos claras. De acuerdo con el
estructuralismo ante rem, estos objetos no tienen propiedades intrinsecas, sino solo
propiedades relacionales. Tales propiedades estan definidas solamente respecto de una
estructura dada, es decir, son intrinsecas a cada estructura. Asi, el nimero 2, como se
dijo mas arriba, tiene sucesor en la “estructura de los nimeros naturales”, pero no en la
“estructura de los numeros reales”, pero ;esto es suficiente para decir que son dos
objetos diferentes? Podria tal vez responderse que no, esto es, que los lugares de las
estructuras no existen independientemente de ellas y que, por consiguiente, no habria
posibilidad de plantear la pregunta acerca de su identidad.

De todos modos, Shapiro, posiblemente presionado por las criticas, acepta la

“multiplicidad de nimeros 2” como una consecuencia inevitable de su postura:

En esta postura, la indeterminacién permanente aparece en e/ lenguaje. La frase
‘nimero 2’ es sistematicamente ambigua; denota una posicién en la estructura de los
numeros naturales, una posicion en la estructura de los nimeros enteros, una posicién
en la estructura de los nimeros reales, una posicion en la estructura de los ordinales,
etc. Inclusive la frase ‘los nimeros naturales’ es sistematicamente ambigua; denota
tanto a la estructura de los nimeros naturales en si, como a varias subestructuras de
otras estructuras. Por ejemplo, ‘los nimeros naturales’ denota una subestructura de los
numeros complejos. En consecuencia, la frase ‘el nimero natural 2’ es también ambigua.
(Shapiro 2006: 128-129)

Pero esta ambigiliedad sistematica va en contra, tanto de la practica, como de la
historia de la matematica, donde el nimero natural 2, el nimero entero 2, el nimero
racional 2, el namero real 2 y el nimero complejo 2 son considerados como uno y el
mismo objeto, aunque en diferentes contextos. Las dos citas siguientes resumen la

postura de Shapiro al respecto.
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Mi solucién, si quieren llamarla asf{, era que la comunidad matematica ha estipulado que
los ndmeros enteros no negativos de la estructura de los nimeros reales son, de hecho,

los ndmeros naturales. (Shapiro 2006: 125)

Entonces, cuando dije [...] que la comunidad matematica estipula que los ordinales
finitos son los nimeros naturales o que los nimeros naturales son también ndmeros
reales, deberia haber dicho que los matematicos (permanente o temporalmente)
acuerdan estudiar un sistema particular que ejemplifica la estructura de los nimeros
naturales. [...] Pero todavia arrojan luz sobre la estructura de los nimeros naturales, ya

que el sistema dado ejemplifica esa estructura. (Shapiro 2006: 129)

El problema de la identidad en el estructuralismo ante remha sido ampliamente
debatido por diversos autores, incluido el propio Shapiro (2006), citado mas arriba.
Tanto es asi que la sola descripcion de los argumentos y contraargumentos, sostenidos
tanto por los detractores como por los defensores de esta postura podrian abarcar un
capitulo completo del presente trabajo. Sin embargo, el objetivo que se plantea aqui es
aportar una idea nueva a la discusidn. Para ello, como primera observacion, nétese que
la ambigiiedad que conlleva el estructuralismo ante rem es mucho mas profunda de lo
que se ha mostrado mas arriba. En efecto, el nimero 2, ademas de pertenecer a las
estructuras ya mencionadas (la de los numeros naturales, enteros, etc.), pertenece
también a otras infinitas estructuras que son todas claramente diferentes entre si, entre

las que se cuentan las siguientes:

1) La estructura de los nimeros naturales pares.

2) La estructura de los nimeros enteros pares.

3) La estructura de los nimeros naturales primos.

4) La estructura de los nimeros enteros primos.

5) La estructura de los nimeros naturales que son pares y primos a la vez.

6) La estructura de los nimeros enteros que son pares y primos a la vez.

7) La estructura de los ordinales de von Neumann hasta el cardinal X,.

8) La estructura de los ordinales de von Neumann hasta el cardinal X, (asi como
N,, X3, y asi sucesivamente).

9) La estructura de los ordinales de von Neumann hasta el cardinal X ,.

10) La estructura de los ordinales de von Neumann hasta el cardinal X, (asi
como X, ,,, 8,43,y asi sucesivamente).

11) La estructura de los nimeros naturales escritos en base 2, o en binario.
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Con respecto al ultimo punto de la lista, podria argiiirse que “los nimeros
naturales escritos en binario” no es una estructura diferente de la de “los nimeros
naturales”; sin embargo, los objetos de la primera estructura tienen propiedades
relacionales de las que carecen los objetos de la segunda. En efecto, considérese a modo
de ejemplo la relacién “es un prefijo de”, la cual esta definida entre secuencias de
simbolos. De este modo, abc es un prefijo de abcde, y también es un prefijo de abceeg,
pero que no de aabc. Notese que en la estructura de los nimeros naturales escritos en
lenguaje binario es verdadera la afirmacion “10 es un prefijo de 100”, mientras que en
la estructura de los nimeros naturales escritos en base diez es falso que “2 es un prefijo
del 4”. En otras palabras, la tercera posicion de la estructura “los nimeros naturales
escritos en binario” es un prefijo de la quinta posicidn, mientras que la tercera posicion
de la estructura “los nimeros naturales escritos en base 10” no esun prefijo de la quinta
posicion de esa estructura. Por otra parte, la relacion “es un prefijo de” no puede ser
definida en la “estructura de los nimeros naturales” (a menos que se especifique una
forma de escritura).

Como se dijo mas arriba, una estructura queda determinada por las relaciones
que existen entre sus posiciones, por lo que dos estructuras entre cuyas posiciones
existen propiedades relacionales diferentes deben ser consideradas como estructuras
diferentes. Concluimos asi que “la estructura de los nimeros naturales”, “la estructura
de los nimeros naturales escritos en binario” y “la estructura de los nimeros naturales
escritos en base 10” son tres estructuras diferentes. En consecuencia, si extendemos
esa diferencia a sus objetos constituyentes, el “2 escrito en binario” seria un objeto
diferente del “2 como nimero natural”, y del “2 como nimero natural escrito en base
10”, ya que todos ellos tienen propiedades relacionales diferentes con respecto a las
demas posiciones de las estructuras a las que pertenecen.

Podria objetarse que la especificacion de que la estructura del nimero sea en
binario (o en base 10) refiere a una propiedad extramatematica, o bien a una propiedad
matematica irrelevante. Sin embargo, la relacion “ser prefijo de” (que presupone la
especificacion del modo en que los numeros estan escritos) es una propiedad
matematica que se estudia, por ejemplo, en el contexto de la teoria de automatas finitos,
y que asimismo aparece en la demostracidn de ciertas generalizaciones del Teorema de
Incompletitud Godel.4? Por tanto, la estructura de los nimeros naturales escritos en

binario es, con toda legitimidad, una estructura matematica. De la misma forma, de los

40Véase, por ejemplo, Martinez y Pineiro (2009), cap. 9, donde esta cuestidn se analiza con més detalle.
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postulados del estructuralismo ante rem parece deducirse que “dos”, “II”, “deux’ y
“twod” no son solamente diferentes maneras de escribir al nimero 2, sino que son
objetos diferentes, ya que pertenecen a estructuras con propiedades relacionales
diferentes. Una situacion similar es descripta por Jorge Luis Borges en su cuento Funes,

el Memorioso.

No sélo le costaba comprender [a Funes] que el simbolo genérico perroabarcara tantos
individuos dispares de diversos tamafios y diversas formas; le molestaba que el perro
de las tres y catorce (visto de perfil) tuviera el mismo nombre que el perro de las tres y

cuarto (visto de frente). (Borges 1944: 115)

Analogamente, un hipotético matematico estructuralista deberia, tal como le
sucede a Funes, sorprenderse de que la comunidad matematica estipule que se llame
con el nombre comtn de “ntimero 2” a una cantidad infinita de objetos diferentes, cada
uno de los cuales pertenece a una estructura diferente, todas ellas definidas a partir de
propiedades relacionales diferentes. Ese matematico estructuralista podria, por
ejemplo, preguntarse por qué la comunidad matematica considera que el tercer
elemento de la estructura de “los ordinales de von Neumann hasta el cardinal X;”
(estructura que tiene una cantidad no numerable de posiciones) es considerado
idéntico al primer elemento de la estructura de “los nimeros primos positivos” (que
tiene, en cambio, una cantidad numerable de posiciones).

De todo lo expuesto podemos extraer dos conclusiones. La primera, surge de
observar que la forma de escribir los nimeros es una propiedad contingente, ya que
depende de la historia y de la evolucidon de la cultura. El sistema de numeracion
posicional podria no haberse desarrollado nunca, asi como podrian haberse creado
formas de escritura basadas en principios diferentes. Por tanto, si, como hemos
argumentado, la estructura de “los nimeros naturales escritos en binario” es diferente
de la estructura de “los nimeros naturales escritos en base diez”, y si esta diferencia se
basa en circunstancias contingentes que suceden dentro del espaciotiempo, entonces
las estructuras que postula el estructuralismo ante rem no pueden ser objetos
abstractos.

La segunda conclusion se refiere al problema de la identidad. Como se ha dicho
mas arriba, la comunidad matematica, alo largo de los siglos y de las diferentes culturas,
ha aceptado que el primer nimero primo positivo (o la primera posicién en la
estructura de los nimeros primos positivos) es el mismo objeto que el tercer nimero

natural, y asi sucesivamente con una cantidad infinita de estructuras diferentes. Ante
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esta circunstancia, el principio de parsimonia nos lleva a concluir que la mejor
explicacion para esta convergencia de criterios es que todas esas posiciones son en
realidad uno y el mismo objeto.

Mas aun, podriamos sostener que el numero 2 es un objeto cuya existencia es
anterior a la existencia de las estructuras que lo contienen, las cuales relacionan al 2
con otros objetos igualmente preexistentes a esas mismas estructuras. Esta afirmacion,
por otra parte, es consistente con la historia de la matematica. En efecto, si se piensa en
la estructura de los nimeros naturales, implicitamente se estd aceptando la existencia
de un conjunto que es infinito en acto, un concepto que recién fue aceptado por los
matematicos a fines del siglo XIX, después de severas resistencias dentro de la propia
comunidad matematica.

5.4. Las funciones de variable real

En esta seccion se intentara proponer nuevos argumentos que muestran que el
estructuralismo ante rem tiene consecuencias incompatibles con la practica
matematica. La tesis que se quiere defender aqui es la siguiente: aun cuando se
rechazaran los argumentos de la seccion anterior, la vision de la matematica que
propone el estructuralismo ante rem seria, de todos modos, incapaz de dar cuenta de
toda la riqueza de conceptos que los matematicos utilizan en su trabajo diario.

En lo que sigue se mostrara una situaciéon que ejemplifica esta tesis. El ejemplo
se refiere al calculo diferencial, rama de la matematica que, entre otros temas, estudia
las funciones cuyo dominio y codominio son subconjuntos de los nimeros reales. Es
decir, funciones unarias f:A S R - B € R.

Si aceptamos el estructuralismo ante rem, el conjunto de todas las funciones de
A en B seria una estructura, es decir, cada una de estas funciones seria una posiciéon en
una estructura abstracta, la cual seria el verdadero objeto de estudio del calculo
diferencial. Todas las propiedades matematicamente relevantes de esas posiciones
serian propiedades relacionales referidas a las demas posiciones de esa misma
estructura. Al analizar las consecuencias de los postulados del estructuralismo ante
rem, una de las primeras dudas que surge es si el objeto de estudio del calculo
diferencial consiste en una sola estructura, o en una cantidad infinita de ellas. Por
ejemplo, ;la estructura que forman las funciones f:[0,1] = R, cuyo dominio es el
intervalo cerrado [0,1] y cuyo codominio es el conjunto de todos los niumeros reales, es

la misma que la estructura formada por todas las funciones f:[0,1] — [0,1], cuyo

90



dominio y codominio es el intervalo cerrado [0,1]? Para responder esta pregunta
conviene analizar con detalle qué es una funcién. La definicién corrientemente
aceptada de funcion se enuncia dentro la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel de
la manera que se indica a continuacion. Si A y B son dos conjuntos cualesquiera, una
funcion f:A - B es un conjunto de pares ordenados (x,y) que cumple las dos

condiciones siguientes:

a)Si(x,y) € fentoncesx E Aey € B.
b) Para todo x € A existe un tnico y € B tal que (x,y) € f.

Conviene aclarar que el enunciado “(x,y) € f” suele escribirse como “f(x) = y”,
que A se llama el dominiode f,y que B se llama el codominiode f.

Se dice que una funcién f: A = B es inyectiva siy sélo si se cumple la siguiente
condicién: Si (x,y) € f y (x',y) € f entonces x = x'. Por otra parte, una funcién f es
sobreyectiva si y soOlo si para todo y € B existe algin x € A tal que (x,y) € f.
Finalmente, una funcién es biyectiva si y solo si es al mismo tiempo inyectiva y
sobreyectiva; es decir, f es biyectiva si y s6lo si para todo y € B existe un nico x € A
tal que (x,y) € f. Es importante destacar que “inyectiva”, “sobreyectiva” y “biyectiva”
son propiedades matematicamente muy relevantes, y muy estudiadas al analizar
funciones (de hecho, el concepto de funcion biyectiva, o de correspondencia uno a uno,
ya fue mencionado en el capitulo anterior).

Establecidas estas definiciones se puede abordar la pregunta de si la “estructura
de las funciones f:[0,1] = R” es la misma que la “estructura de las funciones f: [0,1] —
[0,1]”. Para ello consideremos en la primera estructura la funcién f;: [0,1] — R que esta
definida por la féormula f;(x) = x2. En otras palabras, f; estd definida al modo

conjuntista de la siguiente forma:
fi={y):x €01l AyeR Ay =x%}
Es facil probar que f; no es sobreyectiva, ya que no existe ningin x € [0,1] tal
que (x,2) € f;. Por otra parte, consideremos en la segunda estructura la funcion

f:[0,1] - [0,1] definida por f,(x) = x2. Al modo conjuntista, f, se define asi:

fo={(y):x€[01] Ay €[01] A y =x?}
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La funcién f, es sobreyectiva, ya que, para todo y € [0,1] se cumple que
(\/_, y) € f,. Puesto que f, posee una propiedad de la que f; carece (la primera es
sobreyectiva, mientras que la segunda no lo es), entonces f; y f, son objetos
matematicos diferentes (si ambos fueran el mismo objeto tendrian entonces
exactamente las mismas propiedades). Sin embargo, sucede que los conjuntos de pares
ordenados que definen a f; y f, son uno y el mismo. En efecto, segiin el axioma de
extensionalidad de la teoria de Zermelo-Fraenkel, dos conjuntos son iguales si y sélo si
tienen exactamente los mismos elementos; y, en efecto, puede probarse que cada par
ordenado que pertenece a f; pertenece también a f,, y viceversa.

Una pregunta que surge naturalmente es como puede suceder que dos conjuntos
iguales tengan, sin embargo, propiedades diferentes (uno representa una funcién
sobreyectiva, y el otro no). La solucién a esta aparente paradoja es que f; y f, son
iguales en tanto conjuntos, pero diferentes en tanto funciones. Es decir, a diferencia de
lo que se sostiene habitualmente, el conjunto de pares ordenados no caracteriza
totalmente a la funcion, sino que su dominio y su codominio (los conjuntos Ay B) son
también parte fundamental de la definicion. Para definir completamente una funcién,
no basta con indicar sus pares ordenados, sino que también debe establecerse qué
conjunto es A y qué conjunto es B. Para ser idénticas, dos funciones deben tener el
mismo dominio y el mismo codominio, ademas de estar formadas por los mismos pares.
Por tanto, aunque f; y f, contienen los mismos pares ordenados (y por ende son dos
conjuntos iguales) difieren, en cambio, en su codominio (y por lo tanto son dos
funciones diferentes).

Se deduce de lo dicho mas arriba que la “estructura de las funciones f:[0,1] —
R” es diferente de la “estructura de las funciones f:[0,1] = [0,1]", porque si fuesen la
misma estructura, entonces la “posicion f;” de la primera seria idéntica a la “posicion
f2” de la segunda, pero esto es falso segtin se acaba de ver.

En resumen, para cada A y para cada B tenemos una estructura diferente. Con
mas precision, para cada par de conjuntos (4,B), con AS R y B € R, existe una
“estructura de las funciones f: A = B” que le es propia y caracteristica. Por tanto, para
el estructuralismo ante rem, el calculo diferencial no estudiaria una estructura sino una
cantidad infinita no numerable de ellas.

Otro argumento a favor de esta diferenciacion de las estructuras consiste en que,
en la “estructura de las funciones f:[0,1] — [0,1]” existen infinitas funciones que son
simultdneamente continuas y biyectivas, mientras que en la “estructura de las

funciones f:[0,1] = R”"no existe ninguna funcién con esas caracteristicas.
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Considérese ahora la operacidon de composicion de funciones, que se define de la
siguiente manera. Si f:A - By g:B — C son dos funciones, su composicion, que se
indica g o f, se define como la funcién de A4 en C tal que para todo x € A vale que g o
f(x) = g(f(x)). En otras palabras, (x,y) € g o f siy sélo si existe algin z € B tal que
(x,z)Efy(zy) €g.

Es importante observar que si 4, B y C son tres conjuntos diferentes entonces
las tres funciones f, gy g o f existen en estructuras diferentes. Por tanto, existe una
operacidon que solo puede ser realizada entre elementos de estructuras diferentes, y
cuyo resultado existe en una tercera estructura. Como la operaciéon de composicion de
funciones no puede definirse en el contexto de una estructura especifica, no habria,
aparentemente, manera de que esta operaciéon pueda ser definida consistentemente en
el contexto del estructuralismo ante rem. Se muestra asi un primer ejemplo de una
operacion matematica importante que escapa a la vision de la matematica que propone

el estructuralismo ante rem.

Obsérvese, por otra parte, que cada funcién es en si misma una estructura, ya
que es un conjunto formado por pares ordenados. A su vez, los pares ordenados son
asimismo estructuras, porque en el contexto de la teoria de Zermelo-Fraenkel, como ya
se mencionado, se los define también como conjuntos. El estructuralismo ante rem
afirma que las posiciones de una estructura no tienen propiedades intrinsecas; pero si
estas posiciones son también estructuras, entonces tales propiedades intrinsecas son
inevitables. De hecho, no queda claro que siempre pueda evitarse una regresion infinita
en la cual una estructura esté formada por posiciones, que son a su vez estructuras, que
a su vez estén formadas por posiciones que sean estructuras, y asi sucesivamente.

En conclusién, no parece que puedan ofrecerse condiciones de identidad para
los objetos matematicos en el marco del estructuralismo ante rem. Por consiguiente,
aceptando la idea de Quine, segtin la cual no podemos admitir la existencia de entidades
que no seamos capaces de identificar (“no entity without identity”, Quine, 1969: 23), el
estructuralismo ante rem no proporciona una ontologia adecuada para la matematica,
ya que no permite determinar cuales son los objetos matematicos que realmente

existen.

Finalmente, si, seglin afirma el estructuralismo ante rem, todas las propiedades
matematicas relevantes de un objeto son relacionales y estan definidas en el contexto
de la estructura a la que ese objeto pertenece, ;como pueden entenderse, desde este

punto de vista, el concepto de “funcidén inyectiva”?
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Recuérdese que una funcién f: A — B es inyectiva si y so0lo si se cumple que si
(x,y) € fy (x',y) € f entonces x = x'. Es decir, la inyectividad es, en principio, una
propiedad intrinseca de la funcidn, ya que no esta definida a partir de sus relaciones
con otras funciones de la estructura a la que pertenece. Sin embargo, un matematico
estructuralista buscaria una definicion alternativa de la inyectividad, que la
transformara en una propiedad relacional. Tal definiciéon alternativa existe porque
puede demostrarse que una funcién f:A — B es inyectiva si y sélo si existe un
subconjunto € € B y una funciéon g: C - Atal que g o f: A = A es la funcion identidad
de A4, es decir, la funcion id,: A - A que cumple que id4(x) = x.

De este modo, la inyectividad queda definida como una propiedad relacional, sin
embargo, esto no salva la situacion, porque la inyectividad de f queda definida por su
relacién con dos objetos de sendas estructuras diferentes: la funcién g en la estructura
de las funciones de A en C y la funcion identidad en la estructura de las funciones de A
en A. En realidad, no existe forma de definir la inyectividad de una funcién f como una
propiedad que relacione a f con otros elementos de la misma estructura a la que
pertenece. Por tanto, el estructuralismo ante rem no permite describir adecuadamente
las propiedades elementales de una funcion, que a su vez uno de los conceptos mas

importantes de la matematica.

5.5. Balance del estructuralismo ante rem

Entre los objetos que estudia la matematica, independientemente de que estos
sean abstractos o concretos, hay, en efecto, estructuras. La teoria de grupos, por
ejemplo, es una rama de la matematica que se dedica esencialmente al estudio de la
estructura de grupo. De hecho, en esa teoria existe un teorema muy conocido que suele
enunciarse diciendo que “existe esencialmente un unico grupo de cinco elementos”. La
palabra “esencialmente” significa en ese contexto que todos los grupos de cinco
elementos son isomorfos, es decir, que todos son instancias de la misma estructura. Es
precisamente a esa estructura a la que se refiere el teorema, y no a los casos particulares
(alos sistemas de objetos) que la ejemplifican.

Los argumentos expuestos en este capitulo sugieren que el estructuralismo ante
rem cae en el error de sostener que todos los objetos que estudia la matematica estan
definidos sobre la base de las estructuras a las cuales pertenecen, las cuales preceden
ontolégicamente a sus instancias. Por el contrario, en la practica matematica, las

instancias siempre preceden a las estructuras generales, y sugieren el modo en que
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estas deben ser definidas. La estructura genérica de grupo, por ejemplo, solo fue
definida después de que se reconocieran las propiedades de grupos especificos.

Por otra parte, es verdad que muchas de las propiedades de un objeto
matematico son relacionales, e incluso es posible que todas las propiedades
matematicamente relevantes de los nimeros naturales sean de ese tipo. Sin embrago,
como se ha visto en el caso de las funciones, es falso que todas las propiedades
relevantes de todos los objetos matematicos sean relacionales o, mas exactamente, que
provengan de sus relaciones con objetos con los que comparten la misma estructura.
Concluimos asi que la ontologia que propone el estructuralismo ante remes insuficiente
para dar cuenta de la riqueza de los objetos que estudia la practica matematica, ya que
existen conceptos y propiedades que no pueden enmarcarse en la vision de la
matematica que sostiene esta postura. En suma, la matematica se ocupa de estudiar
estructuras, pero ese no es su unico objeto de estudio, por lo cual no puede
caracterizarse a la matematica en toda su generalidad como la ciencia de las

estructuras, como han hecho explicitamente Resnik y Shapiro.
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6. El ficcionalismo matematico

6.1. Introduccion al ficcionalismo

El platonismo, a cuyo analisis estuvieron dedicados los capitulos anteriores, es,
dentro de la filosofia de la matematica, una postura claramente realista. Dicho
brevemente, en la filosofia de la matematica, como en cualquier otra disciplina
filosofica, las posturas realistas son aquellas que sostienen que los objetos que estudia
la matematica existen objetivamente, independientemente de la mente humana. El
ficcionalismo matematico, al que llamaremos simplemente ficcionalismo, postura que
sera estudiada en este capitulo y en el siguiente, se enmarca, por el contrario, dentro
del antirrealismo matematico. Esto se debe a que el postulado principal del
ficcionalismo es que los objetos que estudia la matematica no existen. Para el
ficcionalismo los términos singulares del lenguaje matematico, tales como “2” o “{@}"
no hacen referencia a ningtin objeto existente.

Este punto de vista fue propuesto por primera vez en Hartry Field (1980), en
parte como una reaccién al platonismo, que en ese momento todavia era la postura
dominante en la filosofia de la matematica; y desde su presentacion ha ganado un
numero importante de adherentes. Por ejemplo, entre otros, Mary Leng, Mark Balaguer,
Gideon Rosen, Stephen Yablo y Otavio Bueno.*! Tanto es asi que hoy en dia el
ficcionalismo ha llegado a transformarse en la postura antirrealista mas ampliamente
defendida dentro de la filosofia de la matematica. Debido a esta circunstancia, el analisis
de las posturas antirrealistas se centrara exclusivamente en el ficcionalismo
matematico, y sélo se hara una breve mencidn, en la seccion siguiente, a otras posturas

antirrealistas mas antiguas, que no tienen particular vigencia en la actualidad

El ficcionalismo sostiene, por ejemplo, que el nimero 2 y el nimero 4 no existen.
Esto lleva naturalmente a plantear dos cuestiones. La primera es cual deberia ser el
valor de verdad de un enunciado como “2 + 2 = 4”, el cual, segtn el ficcionalismo, se
refiere a una relacién entre entes que no existen. ;Ese enunciado debe considerarse

verdadero (como habitualmente sucede)? ;O, por el contrario, es falso? ;O carece de

4 Ademas de las obras de Balaguer y Leng citadas en este capitulo, véanse Bueno (2009), Burguess & Rosen
(1997), Rosen (1990) y Yablo (2005), entre otros.
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valor de verdad? Por otra parte, ;cual es el criterio que permite afirmar, si es que ese
fuera el caso, que “2 + 2 = 4” tiene un valor de verdad diferente que “2 + 2 = 5"?

La segunda cuestidn se refiere a las aplicaciones practicas de la matematica, en
especial a las ciencias empiricas. La pregunta seria ;es compatible la hipotesis de que
los nameros no existen con el hecho de que, en fisica, por ejemplo, se usen nimeros
para expresar relaciones entre masas o cargas eléctricas?

Asi como el platonismo admite diferentes variantes, dependiendo de cuales sean
exactamente los objetos matematicos cuya existencia se postula, el ficcionalismo
admite también diferentes matices, dependiendo de cuales sean las respuestas que se
propongan para las dos cuestiones planteadas mas arriba. Mas exactamente, es posible
distinguir tres formas del ficcionalismo, el ficcionalismo original propuesto por Hartry
Field, el ficcionalismo en la versién de Mary Leng y, finalmente, el ficcionalismo de Mark
Balaguer. El presente capitulo estara dedicado a describir estas tres posturas, mientras

que en el siguiente se elaboraran las criticas que creemos que pueden plantearseles.

6.2. Realismo y antirrealismo matematico

Antes de abordar la descripcion de las diferentes variantes del ficcionalismo,
resulta interesante analizar como se ubica esta postura dentro del marco general del
realismo y el antirrealismo matematico. Para ello nos basaremos en la clasificaciéon que
se presenta en Balaguer (1998). En ese texto el autor clasifica primeramente a las
posturas de la filosofia de la matematica en platonistas y antiplatonistas. Entre las
primeras, por supuesto, se incluyen las variantes del platonismo mencionadas en los
capitulos previos: el platonismo de objetos, el platonismo pleno y el estructuralismo.
En cuanto a las posturas antiplatonistas, Balaguer las divide, a su vez, en realistas y
antirrealistas.

La divisiéon principal en el campo antiplatonista es entre realistasy antirrealistas. L.os
primeros sostienen que, aunque nuestras teorias matematicas no describen objetos
abstractos, si describen objetos concretos (es decir, espaciotemporales). Los Ultimos
sostienen que nuestras teorias matematicas no tratan acerca de ningin objeto en

absoluto, es decir, que esas teorias son facticamente vacias. (Balaguer 1998: 11)

Respecto de las posturas que son simultdaneamente antiplatonistas y realistas,

Balaguer afirma que estas, a su vez, se dividen, en aquellas que afirman que la
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matematica estudia objetos fisicos (o bien propiedades fisicas de objetos concretos), y
las que afirman que la matematica estudia objetos mentales. Entre las primeras se
encuentra, por ejemplo, la postura de John Stuart Mill, quien afirmaba que la
matematica es la mas general de las ciencias naturales, ya que estudia las propiedades
que son comunes a todos los objetos (plantas, rocas, animales, etc.). Segiin este punto
de vista, la afirmacion “2 + 2 = 4” dice que, si tomamos dos objetos cualesquiera, y
agregamos otros dos objetos, siempre obtenemos cuatro objetos en total.#2

Mas alla de lo que afirma Balaguer, es interesante observar que las ideas de Mill
se desarrollaron en una época en la que, segtin se expuso en el capitulo 3, la matematica
estaba, en efecto, fuertemente asociada a la descripcidon de fenémenos fisicos, o de las
propiedades fisicas de los objetos concretos, de modo que la postura de Mill fue, hasta
fines del siglo XIX, la concepcién dominante en la filosofia de la matematica. Esta
observacion, por otra parte, intenta mostrar que la filosofia de la matematica esta
fuertemente condicionada por la historia de esta ciencia.

Para ver otro ejemplo de esta ultima circunstancia, consideremos una vez mas
el dilema de Benacerraf, que, como ya se ha dicho en el capitulo anterior, plantea la
pregunta de si el nimero 2 es el conjunto {@, {@}}, o el conjunto {{@}}. Es notable que
esta pregunta sélo pudo haber sido planteada después de la primera década del siglo
XX, cuando el estilo conjuntista comenz6 a predominar en el lenguaje matematico. En
el siglo III a.C., por el contrario, durante el apogeo de la matematica clasica griega, se
consideraba que los nimeros eran objetos geométricos. En este contexto, el nimero 4,
por ejemplo, era un segmento cuya longitud era cuatro veces la de un segmento
arbitrariamente elegido como unidad, aunque al mismo tiempo era también un
cuadrado de lado 2. Por lo tanto, en aquella época el dilema de Benacerraf podria haber
consistido en preguntarse si el nimero 4 es una longitud o una superficie.

Volviendo a la clasificacién de Balaguer, entre las posturas realistas no
platonistas que afirman que la matematica estudia objetos mentales, el autor menciona
al psicologismo, postura que sostiene que la matematica habla de ideas. Asi, por
ejemplo, “2 + 2 = 4” seria una afirmacion que habla de la relacidn entre ciertas ideas
que existen en la mente humana. Balaguer afirma asimismo que el psicologismo
también puede clasificarse como una postura antirrealista, ya que los objetos mentales

no existen independientemente de los seres humanos.

42 Aqui no nos ocuparemos de analizar los detalles de la posicién de Mill. Para una exposicion sintética de su
filosofia de la matematica véase Shapiro (2000): 91-102.
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En cuanto a las posturas antirrealistas, Balaguer sostiene que la tinica defendible
es el ficcionalismo, que el autor define, coincidentemente con lo dicho mas arriba, como

el punto de vista segun el cual los objetos matematicos no existen.

(a) no hay tal cosa como objetos matematicos, y en consecuencia, (b) los términos

matematicos singulares son vacios. (Balaguer 1998: 12)

Sin embargo, no es ésta la Uinica postura antirrealista posible. Otra postura de
este tipo que Balaguer incluye en su clasificacion es el convencionalismo que el autor
define como el punto de vista que sostiene que las definiciones de los objetos
matematicos son convencionales, y que un enunciado como “2+2=4" es
analiticamente verdadero, ya que su verdad surge como consecuencia de las
definiciones convencionalmente adoptadas para los simbolos “2”, “4”, “4+” e “=".

Otra postura antirrealista es el deductivismo, que sostiene que todo enunciado
matematico es de la forma “La oracidn 6 se deduce del sistema de axiomas A”, que se
simboliza como “A + 6”. Un ejemplo de enunciado matematico verdadero seria,
entonces, “AP; + (2 + 2 = 4)”, donde AP; designa a los axiomas de Peano de primer
orden. En este contexto, el enunciado “2 + 2 = 4” seria, o bien falso, si se lo interpreta
como “+ (2 + 2 = 4)”, que significa que “2 + 2 = 4” es universalmente valido; o bien
“2 + 2 = 4" no seria un enunciado matematico, porque no tiene la forma “4 + 6”.

Balaguer también le atribuye caracter antirrealista al formalismo de Hilbert, que
el autor considera casi indistinguible del deductivismo (aunque en el capitulo 4 de este
trabajo se ha cuestionado que la filosofia de Hilbert fuese antirrealista). Asimismo,
Balaguer le atribuye a Wittgenstein una postura antirrealista cercana al
convencionalismo y al deductivismo. El intuicionismo de L.E.]. Brouwer puede ser

considerado también como parte del antirrealismo matematico.43

Antes de cerrar esta seccidn, es importante sefialar que no todos los fil6sofos de
la matematica estarian de acuerdo con la clasificacion propuesta por Balaguer. Se dijo
mas arriba que este autor hace una primera division entre posturas platonistas y

antiplatonistas, y a estas ultimas, a su vez, las divide en realistas y antirrealistas. Otros

4 La interpretacion de las filosofias de la matematica de Brouwer, Hilbert y Wittgenstein ha suscitado
debates en los cuales no es necesario entrar aqui, ya que esas filosofias no seran objeto de estudio en esta
tesis. Casi todos los libros introductorios a la filosofia de la matematica se ocupan del formalismo y del
intuicionismo matematicos, entre otros, los de Shapiro (2000), Bostock (2009) y Linnebo (2017). Para
una selecciéon de textos originales comentados véase Mancosu (1998) y para una evaluaciéon mas
detallada de las dos posiciones véase Shapiro (2005), capitulos 8-11.

99



filésofos, por el contrario, consideran que los objetos matematicos, si es que existen,
s6lo pueden ser objetos abstractos. Para estos autores, entonces, “platonismo” y
“realismo matematico” son expresiones sindnimas, por lo que seria contradictorio
hablar de posturas que sean al mismo tiempo antiplatonistas y realistas. Como puede

verse en las citas siguientes, este es el caso, tanto de Hartry Field, como de Mary Leng.

El término ‘entidad abstracta’ puede no ser enteramente claro, pero algo que si parece
claro es que presuntas entidades tales como numeros, funciones y conjuntos son

abstractos -es decir, serian abstractos si existieran. (Field 1980: 1)

Usaré el nombre de realismo matematico de manera intercambiable con el nombre
‘platonismo’, donde platonismo es la postura segtn la cual debemos creer que los

objetos matematicos son abstractos. (Leng 2010: 18)

Esta observacion es de interés, porque en las tres secciones siguientes
analizaremos respectivamente el ficcionalismo de Hartry Field, el de Mary Leng y el de
Mark Balaguer. Por lo tanto, se debe tomar en cuenta que cuando los dos primeros dicen
que los objetos matematicos no existen, en realidad estan diciendo que no existen en
tanto objetos abstractos, ya que descartan a prioricualquier otro tipo de existencia para
esta clase de objetos. En cambio, cuando Balaguer dice que los objetos matematicos no
existen esta diciendo que no existen como objetos abstractos, ni tampoco como objetos

concretos.

6.3. El ficcionalismo de Hartry Field

El ficcionalismo, como ya se dijo, sostiene que los objetos que estudia la
matematica no existen, y que todos los enunciados matematicos son facticamente
vacios. En la obra donde describe por primera vez esta postura, Field dice de manera
categorica: “Niego que existan los numeros, funciones, conjuntos o cualquier otro ente
similar” (Field 1980: 1). Por otra parte, como ya se indic¢, al clasificar las diferentes
posturas ficcionalistas se adoptara el criterio de distinguirlas segliin cuales sean las
respuestas que estas posturas den a las dos preguntas siguientes. La primera pregunta
es: ;qué puede afirmarse acerca del valor de verdad de un enunciado como “2 + 2 =

4”7 La otra pregunta dice: ;como puede compatibilizarse la inexistencia de los entes
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matematicos con el hecho de que esta ciencia tenga aplicaciones concretas en ciencias
empiricas tales como la fisica, la quimica o la biologia?

El analisis de esta ultima pregunta, a su vez, conduce a la discusién del llamado
“argumento de la indispensabilidad de la matematica”, formulado, en términos muy
semejantes, por Quine (1976) y Putnam (1979). Este argumento afirma que el hecho
de que la matematica sea indispensable para desarrollar las teorias de las ciencias
empiricas aporta una evidencia muy fuerte a favor de la hipotesis de que los objetos
matematicos existen. De acuerdo con este argumento, la referencia a (o la cuantificacion
sobre) entidades tales como numeros, funciones o conjuntos es indispensable para
poder desarrollar nuestras mejores teorias cientificas y nos compromete
ontolégicamente con la existencia de tales entidades.*4

Para responder a esta objecion, en Field (1980), obra muy descriptivamente
titulada Science Without Numbers, el autor intenta demostrar que, contrariamente a lo
que sostienen Quine y Putnam, la matematica no es indispensable para las ciencias
empiricas y que seria posible, por ejemplo, hacer fisica sin matematicas. A modo de
argumento a favor de esta tesis, Field expone lo que, segin él sostiene, es una
formalizacion de la teoria de la gravitacion de Newton que no apela a conceptos
matematicos. En el proximo capitulo, que estara dedicado a las criticas al ficcionalismo,
se analizara si esta reformulacién de la teoria de la gravitacion es exitosa. En resumen,
la respuesta de Field a la pregunta de como se compatibiliza la inexistencia de las
entidades matematicas con las aplicaciones de la matematica en la fisica (y otras
ciencias facticas) consiste en afirmar que el empleo de la matematica no es realmente
necesario para la fisica; la matematica es solamente una herramienta util, pero no
indispensable para las ciencias empiricas.

Por otra parte, en cuanto al valor de verdad de “2 + 2 = 4”, la cita siguiente nos
dice qué respuesta da Field a la pregunta general de cudl es el valor de verdad de los

enunciados matematicos.

La forma que adopta mi propio antirrealismo es muy directa: [...] afirma simplemente
que no existen entes matematicos, y en consecuencia que los enunciados matematicos
que aseveran que existen tales entidades no son verdaderos. Esto significa que la
mayoria, si no todos, los enunciados matematicos atdmicos son no-verdaderos [ untrue|
(siselos toma con su significado aparente, como prefiero hacerlo), como también lo son

todos los enunciados cuyo conectivo principal es un cuantificador existencial cuyo

4 El argumento de la indispensabilidad ha sido analizado con detalle por Colyvan (2001). Para nuestros fines
en esta tesis basta con lo formulacion general que le henos dado.
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rango pretendido corre sobre entidades matematicas; mientras que los enunciados
cuyo principal conectivo es un cuantificador universal sobre entidades matematicas son
vacuamente verdaderos, aun si entran en conflicto con teorias matematicas
establecidas. Obviamente, no estoy proponiendo que reemplacemos la matematica
usual por una nueva matemadtica que rechace todas las afirmaciones existenciales y
acepte todas las universales; tal cuerpo de afirmaciones no seria de interés matematico.
Estoy aseverando, en cambio, que lo matematicamente interesante y lo que es
verdadero no coinciden. (Field 1989: 144)

Para Field, entonces, el enunciado atémico “2 + 2 = 4”, tomado literalmente, es
no-verdadero [untrue], afirmacion que significa que “2 + 2 = 4” no es verdadero, pero
tampoco es falso. Si se lo interpreta de esta manera, el ficcionalismo de Field introduce
un tercer valor de verdad para los enunciados matematicos. A su vez, todo enunciado
universal es considerado como vacuamente verdadero, aun cuando esto entre en
conflicto con las teorias matematicas establecidas. Asi, por ejemplo, el enunciado “Todo
cuadrado es igual a la suma de dos cuadrados”, o mas formalmente, “vx € N (3y €
N,3z € N (x? = y2 + z?))”, que en la matemdtica usual es falso, seria, segin el
ficcionalismo de Field, verdadero; mientras que el enunciado “dx € N (x + 2 = 4)”, que
la matematica usual considera verdadero (precisamente porque 2 + 2 = 4), seria, para
el ficcionalismo de Field, un enunciado falso.

Una manera de hacer compatibles estas afirmaciones con las de la matematica
estandar consiste en introducir un concepto ficcionalista de verdad, semejante al que
se emplea para los enunciados que se refieren a las ficciones literarias. Se lo ha

denominado en ocasiones “verdad en la ficcién”.#> Segin declara Field:

Un ficcionalista no necesita (ni deberia) negar que existe algiin sentido en el cual ‘2 + 2
= 4’ es verdadera; pero conceder que es verdadera en algtin sentido no nos compromete
a encontrar ningn procedimiento interesante que traduzca afirmaciones matematicas
aceptables en afirmaciones verdaderas que no postulen entidades matematicas. En
cambio, los ficcionalistas pueden decir que el sentido en el cual ‘2 + 2 = 4’ es verdadera
es muy parecido al sentido en el cual ‘Oliver Twist vivia en Londres’ es verdadera: esta

ultima afirmacion es verdadera sélo en el sentido de que es verdadera de acuerdo con

4 La filosofia de las ficciones literarias, de la cual no nos ocuparemos en esta tesis, ha tenido un desarrollo muy
amplio en aflos recientes, sobre todo en los campos de la metafisica y la filosofia del lenguaje. Para una
introduccion al tema véase Garcia-Carpintero (2016).
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cierta historia bien conocida, y aquella es verdadera sélo en el sentido de que es

verdadera de acuerdo con la matemdtica estdndar. (Field 1989: 2-3)

Field admite, entonces, que existe algiin sentido en el cual “2 +2 = 4" es un
enunciado verdadero, no en tanto afirmacion matematica literal, sino por la misma
razon (o por una razon similar) a aquella que permite decir que “Oliver Twist vivia en
Londres” es una afirmacion verdadera. Asi como esta ultima es una afirmacion referida
a una historia bien conocida creada por Charles Dickens, de manera similar, “2 + 2 =
4” seria, segun Field, una afirmacion referida a la historia de la matematica. De manera
analoga, “Oliver Twist vivia en Roma” es un enunciado falso en la historia de Dickens y
“2 + 2 = 5" es falso en la historia efectiva de la matematica. En el proximo capitulo

formularemos varias criticas a esta postura de Field.

6.4. El ficcionalismo de Mary Leng

En Leng (2010), la autora sostiene que el problema de la existencia de los objetos
matematicos admite dos aspectos, los cuales deben ser analizados por separado. Uno
de estos aspectos se refiere al problema de la existencia de los objetos que estudia la
matematica aplicada (es decir, aquella parte de la matematica que es utilizada de
manera directa por las ciencias empiricas), mientras que el otro aspecto se refiere al
problema de la existencia de los objetos que estudia la matematica pura.

Cabe preguntarse, a modo de primera observacidn, si realmente existe una
diferencia tan clara entre la matematica aplicada y la matematica pura. En efecto, la
historia de la matematica exhibe numerosos ejemplos de ramas de la matematica que
fueron, a veces durante siglos, consideradas como parte de la matematica pura, pero
que posteriormente pasaron a tener aplicaciones practicas muy concretas. De todos
modos, no resultard necesario profundizar en esta idea, ya que, tanto para la
matematica aplicada, como para la matematica pura, la conclusion a la que llega Leng
es practicamente la misma. De los objetos de la matematica aplicada, concluira que no
hay razdn para suponer que existan; mientras que de los objetos de la matematica pura
dird que hay razones para suponer que no existen.

Al analizar la existencia de los objetos de la matematica aplicada, Mary Leng
estudia, como hace Field, el argumento de la indispensabilidad. En este sentido, Leng
afirma que la inferencia que lleva del argumento de la indispensabilidad al realismo

matematico sigue el siguiente esquema:
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Premisa 1 (o tesis del “naturalismo”, postura a la que adhiere Leng): Debemos
mirar a la ciencia, y en particular a las afirmaciones que consideramos mejor
confirmadas de acuerdo con las teorias cientificas estandar, para determinar en qué
debemos creer (es decir, para determinar cudles son los objetos que debemos aceptar
que existen).

Premisa 2 (u “holismo confirmacional”): Cuando una teoria es confirmada, esta
confirmacidn se extiende por igual a todas sus afirmaciones.

Premisa 3 (“indispensabilidad”): Las afirmaciones cuya verdad requiere la
existencia de objetos matematicos son indispensables para formular nuestras mejores

teorias cientificas.

Las “mejores” teorias cientificas, mencionadas en la tercera premisa, lo son
porque han sido confirmadas experimentalmente de manera reiterada. Por otra parte,
la segunda premisa asegura que cuando una teoria es confirmada, esta confirmacidn se
extiende a todas sus afirmaciones. La tercera, dice que es indispensable que entre esas
afirmaciones haya enunciados que afirman la existencia de objetos matematicos.
Finalmente, la primera premisa dice que, dado que se dan por confirmados enunciados
que afirman la existencia de objetos matematicos (al menos, de la matematica
aplicada), entonces se debe creer que esos objetos existen. Se llega asi a la siguiente

conclusion.

Conclusion (“platonismo”): Se debe aceptar que existen objetos matematicos.
(Recuérdese que, tanto para Leng como para Field, si existieran objetos matematicos,

entonces estos serian, necesariamente, objetos abstractos.)

Leng rechaza la conclusion final, pero, a diferencia de Field, su estrategia no
consiste en argumentar en contra de que la matematica sea indispensable para
formular las mejores teorias cientificas (premisa 3). En cambio, sostiene que, por un
lado, el uso de los enunciados de la matematica aplicada por parte de las ciencias
empiricas no implica un compromiso ontoldgico con los objetos de la matematica. Por
otro lado, Leng rechaza la segunda premisa, el “holismo confirmacional”. Mas
especificamente, rechaza que la confirmacién de una teoria cientifica se extienda a

todos los enunciados matematicos utilizados para formularla.4¢ Esta afirmacion de Leng

46 El holismo de la confirmacion se origina con la obra de Duhem (1906), pero alli se limita a la fisica teérica.
La extension del holismo hasta incluir la l6gica y la matematica se debe a Quine (1951). El propio Quine, en
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parece acertada. Por ejemplo, en el siglo XVIII, cuando comenzd a usarse el calculo
diferencial para la formulacion analitica de la mecanica newtoniana, los fundamentos
basicos de esa rama de la matematica eran ldgicamente inconsistentes. Sin embargo, la
confirmacién de la mecanica de Newton no implic6 la aceptacion del calculo diferencial.
Mas aun, la fundamentacién del calculo requiri6 de un proceso histérico independiente
del de la evolucidn de la fisica. Por otra parte, la aritmética de los nimeros naturales (o
reales) forma parte de las mas diversas teorias fisicas, tanto de las que se consideran
confirmadas como de las que se consideran refutadas. Entonces, deberia concluirse que
la aritmética ha sido a la vez confirmada y refutada por la experiencia. Para escapara la
contradiccion, el holista podria responder que la matematica no se confirma o refuta
por si misma, sino en el contexto de un sistema mas amplio que tiene contenido
empirico. No obstante, es dificil escapar a consecuencias poco deseables: si se revisara
la aritmética en el contexto de un sistema refutado, entonces, para mantener la
consistencia de la propia aritmética seria necesario también revisarla en el contexto de
todos los sistemas confirmados, lo cual parece poco razonable.

En resumen, en lo que se refiere a los objetos de la matematica aplicada, Leng
concluye que no hay ninguna razén para creer que estos existan. El principio de
parsimonia llevaria a la conclusion de que lo mas razonable es suponer que, en efecto,
no existen.

En cuanto a los objetos de la matematica pura, dado que no hay ninguna teoria
cientifica que necesite postular su existencia, y que la cuestion de esta existencia no
puede ser decidida por ningun criterio fisicalista, Leng concluye que esos objetos no
existen. Un ejemplo caracteristico de matematica pura lo proporciona la teoria de
conjuntos, que postula la existencia de nimeros cardinales y ordinales transfinitos mas
grandes que los numeros reales, nimeros que no se emplean en las teorias empiricas.
Ninguna experiencia, entonces, podria confirmar la existencia de tales numeros
transfinitos, ni siquiera de manera indirecta a través de la confirmacion de alguna teoria
que los use. El principio de parsimonia, una vez mas, nos lleva a concluir que los objetos
de la matematica pura tampoco existen.

En cuanto al valor de verdad de “2 + 2 = 4”, la cita siguiente muestra qué afirma

Mary Leng al respecto.

En la [...] imagen a la que adhiero, la pregunta de si los enunciados de la matematica

estdndar afirman verdades es un asunto altamente teérico: dependera de su rol en

escritos posteriores, moderd esta posicion en varios aspectos. Para un analisis del holismo de Quine acerca de
la matematica véase Resnik (2005).
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nuestras teorias cientificas mejor confirmadas. Antes de conocer la respuesta a esta
pregunta no podemos conocer la verdad de ni siquiera las afirmaciones matematicas
mas elementales. Que 2 + 2 = 4, por ejemplo, no es objeto de conocimiento: a lo sumo,
podemos saber que se sigue de los axiomas de Dedekind-Peano que 2 + 2 = 4, dejando
a las ciencias empiricas el establecer si los axiomas de Dedekind-Peano son de hecho

verdaderos para algiin objeto. (Leng 2010: 91)

En la cita parece sostenerse que los enunciados de la matematica, al menos de la
aritmética elemental y de las partes de la matematica que se emplean en la formulacion
de las teorias de la fisica, son hipotesis empiricas, que podrian verificarse mediante la

experiencia. Otro pasaje de la obra de Leng corrobora esta impresién:

Cuando decimos que es obvio que 2 + 2 = 4, es posible que algunas veces esto signifique,
no que es obvio que la teoria de numeros implique que 2 + 2 = 4, sino mas bien que es
obvio que si cuento de manera correcta exactamente dos objetos de algun tipo (por
ejemplo, dedos extendidos de mi mano izquierda), y exactamente dos objetos de otro
tipo (por ejemplo, dedos extendidos de mi mano derecha), entonces tomando estos
objetos todos juntos seré capaz de contar exactamente cuatro objetos que son del

primer tipo o del segundo. (Leng 2010: 93)

De los dos pasajes anteriormente citados podemos concluir que, para Leng, un
enunciado atdbmico como “2 + 2 = 4” es solamente una manera de expresar el hecho de
que cada vez que a dos objetos concretos (como dedos o piedras) les agregamos otros
dos objetos obtendremos un total de cuatro objetos. Dado que el enunciado se refiere a
cantidades de objetos concretos, y no habla del nimero 2 como una entidad abstracta,
entonces, para Leng, “2 + 2 = 4”, aunque verdadera, no implica ningin compromiso

ontolégico.

6.5. El ficcionalismo de Mark Balaguer

En los capitulos previos se ha mencionado a Mark Balaguer como el creador y
principal defensor del platonismo pleno. Parece contradictorio, entonces, que se lo
incluya ahora entre los defensores de una postura antirrealista. Sin embargo, en los
primeros afios del presente siglo la postura de Balaguer viré del platonismo pleno al

ficcionalismo. Este cambio desde la postura que afirma que todo lo que puede existir en
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efecto existe, hacia el antirrealismo matematico mas extremo, no es tan radical como
puede parecer a primera vista.

En efecto, en Balaguer (1998) el autor sostiene, por un lado, que el ficcionalismo
de Hartry Field es la unica forma defendible del antirrealismo matematico, y que el
platonismo pleno es la Gnica forma defendible del realismo matematico. Por otro lado,
Balaguer argumenta que no existen, ni pueden existir, hechos objetivos (“there are no
facts in the matter”) que permitan decidir entre una y otra de esas dos posturas. Es
decir, excepto por el hecho de que ambos puntos de vista sostienen afirmaciones
opuestas con respecto a la existencia de los objetos matematicos, el ficcionalismo y el
platonismo pleno serian, segiin Balaguer, posturas indistinguibles desde el punto de
vista de la practica matematica. Ningin hecho permite decidir, por ejemplo, si el
conjunto de los numeros reales existe o no existe. Sin embargo, cualquiera sea la
posicion ontoldégica que adopten dos matematicos sobre este punto, coincidiran en
aceptar, segun Balaguer, exactamente los mismos enunciados acerca de los nimeros
reales, es decir, todos los teoremas que se consideren efectivamente demostrados. Asi
pues, el desacuerdo sobre la cuestion de la existencia de los objetos matematicos no se
traduce en ningin desacuerdo sustancial acerca de los enunciados que constituyen las
teorias matematicas aceptadas.#’ Planteada esta tesis, no resulta tan sorprendente que
Balaguer pudiera modificar su postura inicial y que pasara de sostener el platonismo
pleno a sostener el ficcionalismo.

Sin embargo, la actual postura ficcionalista de Mark Balaguer difiere en algunos
puntos importantes de la postura original de Hartry Field. La diferencia puede
apreciarse en la manera de concebir el valor de verdad de los enunciados de la

matematica. Segiin Balaguer:

En la versién del ficcionalismo que defiendo, las oraciones como ‘3 es primo’ son
simplemente falsas. Pero deberia notarse que esto no es esencial para este punto de
vista. Lo que es esencial para el ficcionalismo matematico es que (a) no hay tal cosa
como objetos matematicos, y en consecuencia, (b) los términos matematicos singulares
son vacios. Si esto significa que las oraciones como ‘3 es primo’ son falsas, o si carecen

de valor de verdad, o alguna otra situacién, depende de nuestra teoria de la vacuidad.

47 En cambio, un desacuerdo acerca de los métodos de demostracion admisibles, como ocurre en el
intuicionismo, que rechaza las pruebas por el absurdo, implicaria un desacuerdo considerable en los teoremas
que se consideran aceptables. De hecho, la mutilacion de partes sustanciales de la matematica clasica fue la
principal razon por la que los matematicos profesionales rechazaron el intuicionismo.
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Adoptaré el punto de vista de que tales oraciones son falsas, pero nada importante se
sigue de esto.

Es también importante notar aqui que la comparacién entre el discurso
matematico y el discurso ficcional no es de hecho central parala concepcién ficcionalista

de la matematica. (Balaguer 2009a: 47)

Notese que, mientras que Field dice que “los ficcionalistas pueden decir que el
sentido en el cual 2 + 2 = 4’ es verdadera es muy parecido al sentido en el cual ‘Oliver
Twist vivia en Londres’ es verdadera”, estableciendo asi una clara relacién entre la
verdad matematica y la verdad de la ficcidn literaria; por el contrario, Balaguer afirma
que la comparacion entre la matematica y el discurso ficcional no resulta fundamental
para la postura ficcionalista. La siguiente cita, por otra parte, expresa la opinién de
Balaguer acerca del criterio para decidir el valor de verdad de un enunciado como “2 +
2=4"

Una oracién de la matematica pura es correcta, o ficcionalisticamente correcta, si y sélo
si es verdadera en la historia de la matematica [...]; o equivalentemente, si y sélo si
habria sido verdadera si existieran efectivamente objetos matematicos abstractos del
tipo que los platonistas tienen en mente, es decir, del tipo al que se supone que se

refieren nuestras teorias matematicas. (Balaguer 2009b: 138)

El enunciado “2 + 2 = 4” es verdadero, segin Balaguer, porque es considerado
como tal por los filésofos platonistas, es decir, debido a que seria un enunciado
verdadero si los nimeros 2 y 4 fueran entidades abstractas existentes. Finalmente, con
respecto al argumento de a indispensabilidad, Balaguer entiende que el programa de

Field, que propone eliminar la matematica de la ciencia, no es realizable.

El argumento de Field para (NI) [la negacion de la indispensabilidad] ha sido sometido
a un gran nimero de objeciones, y el consenso entre los fildsofos de la matematica
parece ser que ese programa de nominalizacién no puede funcionar. (Balaguer 2009a:
84)

La estrategia que tengo en mente aqui es (a) conceder [..] que hay aplicaciones

indispensables de la matematica a las ciencias empiricas -es decir, que la matematica

estd completa e inextricablemente entretejida en algunas de nuestras teorias
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empiricas- y (b) simplemente explicar estas aplicaciones indispensables desde un

punto de vista ficcionalista. (Balaguer 2009a: 85, subrayado por el autor)

Balaguer concede, entonces, que la matematica es indispensable para las
ciencias empiricas, pero al mismo tiempo sostiene que este hecho no contradice el
punto de vista ficcionalista porque, segin Balaguer, no implica la existencia de objetos
matematicos abstractos. Por ejemplo, dado que los objetos abstractos son causalmente
inertes, entonces no tienen ninguna relacién directa con nuestras teorias empiricas.
Una afirmacién como “La temperatura del sistema Ses de 40°C” no le atribuye ninguna
relaciéon causal al nimero 40, y no implica que el nimero 40 tenga una existencia
independiente.

En el préximo capitulo se expondran diversas criticas al ficcionalismo en

general, asi como a las versiones de Field, Leng y Balaguer en particular.
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7. Criticas al ficcionalismo matematico

En el capitulo anterior se ha hecho una descripcion general del ficcionalismo
matematico, este capitulo estara dedicado al desarrollo de las criticas que se le pueden
formular a esta postura. En la primera seccion, como parte del estudio de cuanto afecta
el argumento de la indispensabilidad al ficcionalismo matematico, se analizara si Hartry
Field tiene éxito en su intento de refutar ese argumento mediante su programa de
nominalizacion de la fisica. En la segunda seccion, independientemente del éxito o del
fracaso del intento de Field, se tratara la pregunta de si el argumento de la
indispensabilidad constituye realmente una objecion de peso para el ficcionalismo. En
las secciones restantes se analizaran las consecuencias que se derivan de la ontologia
ficcionalista.

7.1. El programa de Hartry Field para la fisica

Para comenzar, recuérdese que, segun se indico en el capitulo anterior, Leng
(2010) enuncia el argumento de la indispensabilidad de esta forma: la ciencia, y en
particular las hipotesis mejor confirmadas de las teorias cientificas estandar, son las
que nos indican cuales son los objetos que debemos creer que existen. Por otra parte,
cuando una teoria es confirmada, esta confirmacion se extiende a todas sus hipdtesis.
Finalmente, las hip6tesis cuya verdad suponen la existencia de objetos matematicos son
indispensables para formular nuestras mejores teorias cientificas. Como consecuencia
de esas premisas, debemos creer en la existencia de los objetos matematicos.

Dado que el postulado central del ficcionalismo sostiene que los objetos
matematicos no existen, el argumento de la indispensabilidad de la matematica, de ser
correcto, constituiria una refutacién de esa postura filosofica. La estrategia de Hartry
Field para responder a esta objecion consiste en atacar la premisa de que la matematica
es indispensable para formular nuestras mejores teorias cientificas. En Field (1980) el
autor argumenta que es posible formular las teorias de las ciencias empiricas sin apelar
a enunciados que hagan referencia a objetos matematicos. Para mostrar la viabilidad
de esta idea propone una formulacién “sin matematica” de la teoria newtoniana de la

gravitacion. La cuestion que se debe analizar es si Field tiene éxito en su intento.
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(En qué elementos, ya que no en numeros ni funciones, basa Field su
formulacion de la teoria de Newton de la gravitacion? El autor formula
axiomaticamente la teoria de la gravitacion tomando como base los puntos, rectas y
planos del espacio euclidiano tetradimensional (tres dimensiones para el espacio y una
para el tiempo). Por otra parte, para establecer qué se entiende por el espacio
euclidiano tetradimensional, Field toma la definicion axiomatica propuesta por en
Hilbert (1899). No es necesario detallar aqui cuales son los axiomas que propone Field
para la gravitacién; basta con tener presente que su propuesta consiste
fundamentalmente en reemplazar los nimeros reales por los puntos de la recta
euclidiana. Pero ;implica este reemplazo una supresiéon de los objetos matematicos?
Para Field la respuesta es afirmativa, ya que él considera que los puntos de la recta
euclidiana son “objetos espaciotemporales”, es decir, entes concretos que existen
dentro del espaciotiempo y que no son, entonces, objetos matematicos (recuérdese que
para Field los objetos matematicos, en caso de existir, son necesariamente abstractos).

Una primera objecidén a la idea de que los niimeros son “abstractos”, mientras
que los puntos euclidianos son “concretos”, objecidn que el proprio Field menciona en
su libro, consiste en observar que en la matematica estandar la recta euclidiana se
considera equivalente al conjunto de los nimeros reales. Por lo tanto, utilizar puntos
geométricos seria una forma “encubierta” de utilizar nimeros reales. Field (1980: 32)
responde a esta objecién argumentando que no existe una verdadera equivalencia
entre la recta euclidea y los nimeros reales, ya que estos tienen una estructura (dada
por las operaciones de suma y producto) de la que la recta euclidiana carece. Mas aun,
Field afirma que intentar definir una estructura en la recta euclidea presupondria la
existencia de los numeros reales, ya que implicaria la necesidad de asignar
arbitrariamente los numeros 0 y 1 a ciertos puntos de la recta.

Pero aun si se aceptara esta respuesta de Field, quedaria todavia por responder
la cuestion de por qué los puntos de la recta euclidiana no pueden ser, ellos mismos,
objetos abstractos. La respuesta que propone Field a esta pregunta es que el
conocimiento de los objetos abstractos es solamente a priori mientras que las
relaciones geométricas entre puntos, rectas y planos surgen, en cambio, de la
experiencia sensible. Este ultimo argumento, sin embargo, no parece muy convincente,
ya que implicaria que el axioma de las paralelas, que involucra rectas de longitud

infinita, y que puede ser negado sin generar una inconsistencia8, es una afirmacion

48 Debe entenderse: sin generar alguna inconsistencia conocida hasta ahora con los restantes axiomas de
la geometria euclidea. En el caso de la axiomatizacion de Hilbert (1899) la negacién del axioma de las
paralelas (el vigésimo de su lista) es compatible con los otros 19 axiomas. Si se reemplaza el axioma de

111



empirica sobre objetos concretos y que surge de la experiencia sensible inmediata,
mientras que una relacion numérica sencilla como “2+ 2 = 4" so6lo podria ser
entendida como una relacion a priori entre objetos abstractos intemporales. En otras
palabras, parece muy poco razonable sostener que el enunciado de una relacién entre
objetos de longitud infinita deba ser considerado como una afirmacién empirica sobre
objetos concretos, mientras que el de una relaciéon entre un niimero finito de objetos
discretos, que tiene un correlato empirico bien definido, expresa una relacion a priori
entre objetos abstractos.

Pero mas alla de éste y otros argumentos que Field formula y rechaza, creemos
que la objecion mas fuerte que se le puede realizar al programa de Field es la siguiente:
;esrazonable suponer que los puntos del espacio euclideo no son objetos matematicos?
Si se admite, como hace Balaguer (1998), que un “objeto matematico” es todo aquél que
es estudiado por los matematicos, entonces es claro que los objetos que estudia la
geometria euclidiana (puntos, rectas, etc.) son objetos matematicos. La geometria
euclidiana no sélo es una rama de la matematica, sino que es la mas antigua de todas
las ramas de la matematica occidental, la primera en incorporar el razonamiento
deductivo a partir de postulados y axiomas y la que, durante siglos, fue la rama central
de toda la matematica, la rama en la que todas las demas basaban sus definiciones y
demostraciones (ese papel es desempefiado hoy en dia por la teoria de conjuntos).

De modo que, siendo la geometria una rama de la matematica, es razonable
afirmar que los objetos que estudia (entre ellos los puntos euclidianos) son objetos
matematicos y que la formulacion de Field (que, por otra parte, es axiomatica, es decir,
se basa en estructuras logicas propias de la matematica), aunque evita los nimeros, no
logra excluir las entidades matematicas en general. Nuestra conclusién es que el intento
de Field de atacar el argumento de la indispensabilidad mediante una reformulacién de
la fisica que no requiera conceptos matematicos no es exitoso.

A modo de comentario final de esta seccion, conviene mencionar que estamos de
acuerdo con Field en que los puntos euclideos no son objetos abstractos. Es decir, que
son objetos matematicos no abstractos. Es nuestra opinién que tanto Field como Mary
Leng han quedado atrapados en una falsa dicotomia, segin la cual los objetos
matematicos o bien son abstractos, o bien no existen en absoluto. Volveremos a este

tema mas adelante, tanto en este capitulo como en el siguiente.

las paralelas por el axioma de Lobachevsky, segtn el cual por un punto exterior a una recta (que se
encuentran en el mismo plano) pasa mas de una paralela, se obtiene una axiomatizacion de la geometria
hiperbdlica. Pero hasta ahora no existen pruebas de consistencia absoluta ni para la geometria euclidea
ni para la geometria hiperbdlica, sino solo pruebas relativas de una respecto de la otra.
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7.2. El compromiso ontolégico del lenguaje matematico

En la seccion anterior se defendio la idea de que la estrategia que propone Hartry
Field para refutar el argumento de la indispensabilidad de la matematica no tiene éxito.
Sin embargo, es evidente que esto no excluye la posibilidad de que el argumento pueda
ser refutado mediante alguna estrategia diferente. Por ejemplo, segtin se expuso en el
capitulo anterior, Mary Leng propone una refutacion basada en un ataque a la premisa
de que, si una teoria es confirmada, entonces esta confirmacion se extiende a todas sus
afirmaciones, y en particular a aquellas que presuponen la existencia de objetos
matematicos. (El holismo de la confirmacidn sostiene que lo que se confirma en un
experimento no es una teoria, sino un sistema mas grande de hipoétesis, que incluye, por
ejemplo, hipotesis auxiliares y teorias presupuestas. La matematica entraria en ese
sistema, entonces como una teoria presupuesta.) Si, como se expuso en el capitulo
anterior, la premisa del holismo extendida a la teoria matematica subyacente resulta
ser falsa, entonces el argumento de la indispensabilidad de la matematica podria
considerarse refutado. De todos modos, se explorara a continuacion un modo diferente
de atacar dicho argumento. Para ello, consideremos la premisa de que las afirmaciones
matematicas cuya verdad requiere la existencia de objetos matematicos abstractos son
indispensables para formular nuestras mejores teorias cientificas; esta premisa es la

conjuncion de dos afirmaciones, a las que llamaremos (a) y (b) respectivamente.

(a) Los enunciados matematicos son indispensables para formular nuestras
mejores teorias cientificas.
(b) La verdad de las afirmaciones matematicas implica la existencia de objetos

matematicos.

La afirmacion que Hartry Field intenta refutar con su programa de
“desmatematizacion” de la fisica es la (a). Es nuestra opinidn que esa premisa es
verdadera y que cualquier intento de formular, por ejemplo, una teoria fisica sin apelar
a la matematica acabaria, como en el caso del intento de Hartry Field, en un reemplazo
de los numeros, funciones o ecuaciones por otros objetos matematicos; por ejemplo,
estructuras como (“grupos”, “espacios vectoriales” o “espacios topologicos”). Sin

embargo, creemos que la premisa (b) es falsa; para justificar esta afirmacién tomemos,
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amodo de ejemplo, un enunciado matematico que las ciencias empiricas necesitan que
sea verdadero, como “1 + 1 = 2”.

¢Qué significa que el enunciado “1 + 1 = 2” sea verdadero? Para Hartry Field,
asi como para Mark Balaguer, significa que el enunciado expresa correctamente una
relacién entre dos objetos (los nameros “1” y “2”) que existen independientemente de
los seres humanos. Segin esta interpretacion, la verdad de un enunciado matematico
nos comprometeria a aceptar la existencia de objetos abstractos. Por el contrario, Mary
Leng admite la posibilidad de que “1 + 1 = 2” sea interpretado como un enunciado
empirico, es decir, como la expresion del hecho de que, si tenemos, por ejemplo, una
piedra y agregamos otra piedra mas, entonces tendremos dos piedras.

Nuestro argumento es que las aplicaciones de la matematica a las ciencias
empiricas no requieren optar por una u otra interpretacién, mas adn, se argumentara
que las aplicaciones practicas de la matematica son ontol6gicamente neutrales. Para
ello, obsérvese que la justificacion de los enunciados aritméticos que son necesarios
para esas ciencias puede siempre ser referida a los axiomas de Peano de primer orden.
Es decir, sin necesidad de analizar la posible “verdad” del enunciado “1+ 1 = 2",
siempre es posible afirmar objetivamente (y eso es suficiente para las ciencias
empiricas) que “1 + 1 = 2” es demostrable a partir de los axiomas de Peano de primer
orden mediante deducciones sintacticas que no apelan al significado de las formulas
involucradas (y, por consiguiente, tampoco apelan a su valor de verdad). Para mostrar
un ejemplo de una deduccidn asi, recuérdese en primer lugar qué dicen los axiomas de
Peano de primer orden, cuyos simbolos primitivos son la funcién sucesor S, las
operaciones binarias +,-, y los elementos distinguidos 1, 0.4°

Ax. 1.Vx(Sx # 0)

Ax. 2. VxVy(Sx =Sy =>x=y)
Ax. 3.Vx(x + 0 =x)

Ax. 4.VxVy(x + Sy = S(x +y))
Ax. 5.Vx(x-0=0)

Ax. 6. VxVy(x -Sy =x -y +x)

49 Adviértase que estos axiomas, que estan escritos tal como se los formula usualmente, ya estan
interpretados. Caracterizan el modelo pretendido de la aritmética de Peano de primer orden en el
dominio de los nimeros naturales M = (N, § +, ., 1, 0). En una formulacién puramente sintactica en
lenguaje formalizado, N deberia reemplazarse por un conjunto no vacio de objetos cualesquiera, S por
un funtor unario, +y . por dos funtores binarios, y 1 y 0 por dos constantes individuales. La demostraciéon
que sigue podria escribirse, entonces, con este vocabulario abstracto: AP={(( f3, £ £, a, b).
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Axioma-esquema de Induccién: Si 6(x) es una férmula, entonces de 6(0) y de
Vx(0(x) — 08(Sx)) se deduce Vx 0(x).

Ademas, por definicién, SO = 1, SSO = 2, y asi sucesivamente. Por lo tanto,

demostrar que “1 + 1 = 2” equivale a demostrar que “S0 + S0 = S50”. Establecidas

estas bases, la demostracion de “1 + 1 = 2” se realiza de la siguiente manera.

Teorema: SO0 + S0 = SSO.

Demostracion:

1. 0+0=0 (por axioma 3)
2. 0+S0=S(0+0) (por axioma 4)
3. 0+S0=S(0+0)=S0 (porlineas 1y 2)
4, S0+ S0 =S(0+S0) (por axioma 4)

5. S0+ S0=S(0+S0) =S(S0) =SS0 (por lineas 3y 4)
6. S0+ S0 =S50 (por linea 5)

Notese que la demostracién que se acaba de exhibir se basa solamente en
manipulaciones de simbolos, sin que sea necesario apelar al significado de los mismos.
Por lo tanto, aceptar que “1 + 1 = 2” es demostrable a partir de los axiomas estandar
de la aritmética, y por ende aceptar la validez de ese enunciado, no implica compromiso
ontolégico alguno. Pero no solamente la aritmética, sino todas las teorias matematicas
que son empleadas por las ciencias empiricas, como es el caso por ejemplo de la teoria
de grupos o de la geometria euclidiana, estan basadas asimismo en axiomas estandar,
por lo que es posible validar los enunciados matematicos de esas teorias mediante
deducciones sintacticas similares a las que se han mostrado mas arriba. El punto que se
desea sefialar aqui es que estas deducciones no implican un compromiso con entidades
abstractas; se concluiria de este modo que la afirmacion (b) es falsa, por lo que el
argumento de la indispensabilidad de la matematica no constituiria una objecién de
peso para el ficcionalismo. Cualquier posible refutacion de esta postura debera seguir,

entones, una estrategia diferente.

7.3. Primera observacion sobre la ontologia ficcionalista

Como se ha dicho, el postulado central del ficcionalismo afirma que los objetos

matematicos no existen. En lo que resta del presente capitulo se analizaran las
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consecuencias de este postulado, en especial en lo que refiere a su posible
compatibilidad, o incompatibilidad, con la légica clasica y con la practica matematica.
Pero, antes de comenzar este analisis, es importante hacer una aclaracion. Si el
postulado del ficcionalismo se interpreta en el sentido de que no existen objetos
matematicos abstractos, entonces estamos de acuerdo con él. De hecho, en los capitulos
2 al 5 de esta tesis, en los que se ha intentado refutar las variantes mas aceptadas del
platonismo matematico, se han dado argumentos contrarios a la existencia de objetos
matematicos abstractos. Sin embargo, el ficcionalismo postula una afirmacién mas
contundente: que los objetos matematicos no existen en absoluto. Debemos decir que
no estamos de acuerdo con esta afirmacion y que nuestra intencién en lo que sigue es
intentar refutarla. Si esta refutacion resultara ser exitosa, y si también ha sido exitosa
la refutacion del platonismo matematico, podria concluirse que los objetos
matematicos existen, y que existen dentro del espaciotiempo.

La pregunta que debe formularse, no por primera vez en esta tesis, es qué es un
objeto matematico. Se puede adoptar, una vez mas, la respuesta que se da en Balaguer
(1998): un objeto matematico es todo aquél que sea estudiado por los matematicos. Sin
embargo, tanto Balaguer, como la mayoria de los fildsofos de la matematica, suelen
mencionar como Unicos ejemplos a los numeros, los conjuntos y las funciones. Sin
embargo, la riqueza de los problemas que estudian los matematicos conlleva una gran
riqueza de objetos, que exceden a los tres mencionados. Se mostraran a continuacion
otros ejemplos, que permiten apreciar la riqueza y la variedad de los objetos
matematicos.

Como primer ejemplo, considérese la teoria de la complejidad, que es larama de
la matematica cuyo objeto de estudio son los algoritmos. Un algoritmo es una sucesion
finita de instrucciones, que recibe una entrada, la cual puede ser, tanto un objeto
matematico, como un objeto de naturaleza diferente (por ejemplo, una lista de palabras
que se quiere ordenar alfabéticamente). A esta entrada se le aplican las operaciones
indicadas por el algoritmo y se llega finalmente a una salida, que es el nombre que se la
da al resultado final del calculo, o del procedimiento, que se queria realizar (por
ejemplo, la lista de palabras ordenadas alfabéticamente). La teoria de la complejidad en
si estudia esencialmente qué tan rapidamente crece el tiempo de computo en relaciéon
con el tamafio de la entrada (por ejemplo, qué tan rapidamente crece el tiempo que se
tarda en ordenar alfabéticamente listas cada vez mas largas de palabras).

Dado que los algoritmos son estudiados por los matematicos especializados en
la teoria de la complejidad, son entonces objetos matematicos. Pero los algoritmos son

esencialmente los programas informaticos que rigen el funcionamiento de las
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computadoras, asi como de los teléfonos celulares inteligentes, y de muchos otros
dispositivos electrdnicos. Por lo tanto, aspectos muy reales y concretos de nuestra vida
(desde detalles pequefios del dia a dia, hasta cuestiones globales de la macroeconomia
mundial) dependen decisivamente de ellos. En consecuencia, dado que tienen efectos
muy tangibles en el mundo concreto, parece poco razonable afirmar que los objetos
matematicos conocidos como algoritmos simplemente no existen (aunque parece tal
vez menos razonable decir que el algoritmo de algtiin juego de moda en Internet sea un
objeto abstracto intemporal).

Como segundo ejemplo de objeto matematico que influye de manera directa y
concreta sobre la vida cotidiana podemos mencionar a la informacién. Esta es el objeto
de estudio de una rama de la matematica, iniciada por Claude Shannon y Warren
Weaver en la década de 1940, y que estudia las leyes matematicas de la transmision, asi
como del procesamiento, de la informacion, la cual, de este modo, se transforma un
objeto matematico que claramente existe en el espaciotiempo.

Consideramos, entonces, que no puede sostenerse razonablemente que los
objetos matematicos no existen en absoluto (aunque tampoco puede sostenerse que
sean objetos abstractos). Por si sola, esta conclusion refutaria el postulado central del
ficcionalismo, sin embargo, es posible ir mas alla y plantear la pregunta, mas especifica,
de si es sostenible la afirmacion de que los nimeros naturales no existen. Se analizara

esta cuestion en las secciones que siguen.

7.4. El nimero 3 y la raiz cuadrada de —1

La pregunta que se estudiara a continuacion es si resulta posible sostener la
afirmacion de que el niimero 3 no existe. Para dar una primera respuesta a esta
pregunta, llamemos ¢ a un numero real cualquiera tal que c¢? = —1, y d al menor
numero primo impar positivo. ;Existe el nimero c? ;Existe el nimero d?

Cualquier matematico profesional responderia que ¢ no existe; de hecho, en la
conferencia inaugural del Segundo Congreso Internacional de Matematicas, celebrado
en Paris, en el afio 1900, David Hilbert pone precisamente a este nimero ¢ como

ejemplo de un ente matematico no existente.

Si a un concepto se le asignan atributos contradictorios, yo digo que matemdticamente
el concepto no puede existir. Asi, por ejemplo, un nimero real cuyo cuadrado es -1 no

existe matematicamente. (Citado en Gray 2000: 275)
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En cuanto al nimero d, la amplia mayoria de los matematicos profesionales
(probablemente todos) responderian que d existe y que es el numero 3. Un defensor
del ficcionalismo, en cambio, aunque coincidiria con la afirmacién de que ¢ no existe,
diria que tampoco existe el nimero d, porque ninglin ente matematico existe. En otras
palabras, si se acepta la ontologia ficcionalista, se llegaria a la conclusion de que el
estatus ontoldgico del numero 3 seria el mismo que el de un niimero real que elevado
al cuadrado esigual a —1.Y dado que c y d tienen el mismo estatus ontologico, cualquier
teoria que se refiera al nimero c seria, a priori, tan legitima o aceptable como una teoria
que se refiera al numero 3.

Sin embargo, mientras que cualquier teoria que hable de la existencia del objeto
¢ seralogicamente inconsistente, ya que la propia definicion de ¢ es autocontradictoria,
existen teorias consistentes que hablan de la existencia de d. Por lo tanto, si se acepta
la ontologia ficcionalista, una teoria l6gicamente inconsistente (como seria cualquiera
que hable de c¢) resultaria ser tan legitima como una teoria consistente. Dado que esta
situacion parece inaceptable, se llega a la conclusion de que tiene que existir una
diferencia entre el estatus ontologico del nimero 3 y el de un nimero real que sea una
raiz cuadrada de —1. Dado que este ultimo no existe, se deduciria que el nimero 3 si
existe.

El argumento que se acaba de exponer puede parecer poco contundente, pero
entendemos que abona la conclusion, que ampliaremos en la seccidn siguiente, de que
la afirmacién de que los nimeros naturales no existen es incompatible con la practica

matematica y con la légica clasica.

7.5. El ficcionalismo y la 16gica clasica

El objetivo de esta seccion es llegar de una manera mas formal a la misma
conclusion de la seccidon anterior: la ontologia ficcionalista no es compatible con la
logica clasica ni con la practica matematica. Como punto de partida de nuestra
argumentacion, concedamos que el numero 3 no existe, ;qué puede decirse, en
consecuencia, del valor de verdad del enunciado “3 es primo”?

Para guiar nuestro razonamiento, consideremos un objeto cuya inexistencia no
pueda ser puesta en duda: sea P un pentagono de cuatro lados. (Existe una version del
platonismo, conocida como meinongianismo, que sostiene que todos los objetos, aun

aquellos con propiedades l6gicamente contradictorias, existen. Sin embargo, dado que
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tal postura es claramente opuesta a la practica matematica, puede ser descartada en
nuestro analisis. Por otra parte, esta posicion es claramente incompatible con la l6gica
clasica.’0 De modo que aceptaremos que P es, en efecto, un objeto inexistente.)

Considérese a continuacion el siguiente enunciado:
“La suma de los angulos interiores de P no es mayor que dos rectos.” [1]

(El enunciado [1] es verdadero o falso? Para responder la pregunta, llamemos
0(x) a la férmula “La suma de los angulos interiores de x es mayor que dos rectos” y
escribamos el enunciado siguiente:

Ax((x = P) A =6(x)) [2]

En este enunciado, ;qué rango recorre la variable cuantificada x? La respuesta,
en realidad, es irrelevante porque no importa cual sea ese recorrido, es claro que no
puede haber ninglin ente x que a la vez exista y sea igual a P, simplemente porque P no
existe. Por lo tanto, el enunciado [2] es falso.

Un modo mas formal de probar la falsedad de [2] es el siguiente: el enunciado
Ax((x = P) A =0(x)) — 3x(x = P) puede deducirse formalmente de los axiomas de la
logica clasica. Si el enunciado [2] fuera verdadero, entonces, por aplicacion de la regla
del modus ponens, también seria verdadero el enunciado 3x(x = P), pero esto ultimo
es absurdo porque P no existe.

Por otra parte, el enunciado [2] es equivalente a:

Ax(=((x = P) = 6(x))) [3]
Que a su vez es equivalente a:
~vx((x = P) > 6(x)) [4]

Es importante notar que la equivalencia entre [2], [3] y [4] también puede ser
demostrada sintacticamente mediante las reglas formales de la logica clasica. Por lo
tanto, como [2] es falso, entonces [4] también lo es. Deducimos asi que el siguiente

enunciado, que es equivalente a la negacion de [4], es verdadero:

%0 Sobre la ontologia meinongiana véase el capitulo 3 de Sainsbury (2010). Sobre las ldgicas
meinongianas véase Jacquette (1996).
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Vx((x = P) - 0(x)) [5]

Finalmente, y esto también puede ser probado mediante las reglas de la l6gica
clasica, tenemos que [5] es equivalente a (P). Como 6 (P) representa al enunciado [1],
“La suma de los angulos interiores de P es mayor que dos rectos”, concluimos que “La
suma de los angulos interiores de P es mayor que dos rectos” es un enunciado

verdadero.

Observemos ahora que, en realidad, el razonamiento que acaba de mostrarse
mas arriba es independiente del significado que se le atribuya a la formula 6(x), y que
se basa exclusivamente en la suposicion de que el objeto indicado como P (no importa
cudl sea éste) no existe. Por lo tanto, si 6(x) es una férmula cualquiera y P es cualquier
objeto inexistente, la logica clasica nos lleva a concluir que 6(P) es un enunciado
verdadero.

Si se acepta la ontologia ficcionalista, debera aceptarse que el nimero 3 es un
objeto inexistente; por lo tanto, en el razonamiento anterior se puede tomar al niamero
3 como el objeto P. Ademas, puede tomarse a “x es primo” como 6(x). Se llega asi a la
conclusion de que “3 es primo” es un enunciado verdadero. Pero de la misma forma,
también puede tomarse como 8(x) a la expresidn “x no es primo”, por lo cual también
seria verdadero el enunciado “3 no es primo”, que es la negacion del enunciado anterior.
Es decir, un enunciado y su negacion serian simultaneamente verdaderos; e inclusive
seria verdadero el enunciado “La suma de los dngulos interiores de 3 no es mayor que
dos rectos”.

Es claro entonces que la ontologia ficcionalista es incompatible con la légica
clasica, y en consecuencia con la practica matematica, ya que ésta se basa precisamente
en la légica clasica. Se llegaria asi, una vez mas, a la conclusion de que el ficcionalismo
no es una postura aceptable en la filosofia de la matematica.

Algunos ficcionalistas admiten esta incompatibilidad; por ejemplo, en Leng
(2010: 93-94) se dice que, aunque “2 + 2 = 4” puede considerarse verdadera (por ser
la expresion de un hecho empirico), en cambio la afirmaciéon In(n + 2 = 4), que para
la légica clasica es una consecuencia de la anterior, no es, en cambio, verdadera, dado
que, para el ficcionalismo, todo enunciado existencial es falso. Al respecto, Leng afirma

que:
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Cuando decimos que es obvio que 2 + 2 = 4, es plausible que a veces queramos decir,
no que es obvio que la teoria de nimeros implica que 2 + 2 = 4, sino, mas bien, que si
cuento de manera correcta exactamente dos objetos de un tipo [...] y exactamente dos
objetos de otro tipo, entonces, tomando todos esos objetos juntos podré contar de
manera correcta exactamente cuatro objetos que son del primer tipo o del segundo.
Pero esto hace solamente un uso adjetival de los nlimeros naturales. [..] Y si vemos al
enunciado '2 + 2 = 4' como siendo usado ocasionalmente para expresar afirmaciones
de este tipo [..] el traslado a la afirmacién cuantificada (3n)(n + 2 = 4) no estara
justificado. (Leng 2010: 93-94)

Otro ejemplo de la incompatibilidad arriba sefialada es el hecho de que, mientras
que “1 + 1 = 2” seria, para Leng, un enunciado verdadero, en cambio “In(n =1 An +
1 =2)" seria falso, mientras que “Yvn(n=1 - n+1=2)" seria un enunciado
universal vacuamente verdadero. Sin embargo, para la légica clasica, cada uno de los
tres es una consecuencia del que le sigue, por lo cual, si el primero es verdadero, los
otros dos también deben serlo.

Se puede argumentar, incluso, que la idea de que los enunciados existenciales
son siempre falsos, mientras que los universales son siempre verdaderos (en uno y otro
caso, debido a la supuesta inexistencia de los objetos referidos por las variables y
constantes) es, en si misma, contradictoria. En efecto, de la definiciéon de primalidad se

concluye que el enunciado “3 es primo” es equivalente al siguiente enunciado universal:
vavm@B=nm->(nm=1vm=1)) [6]

Pero “3 es primo” también es equivalente a un enunciado existencial. En efecto,
se puede demostrar, como sefiala Davis (1982: 204 y 223), que existe un polinomio con

coeficientes enteros P (x4, X5, ..., X3, ) tal que “3 es primo” equivale a:
1,42 k

aml...amk(P(ml,mz,...,mk) =3) [7]

Es decir, el enunciado existencial [7] es equivalente al enunciado universal [6],
por lo que es inconsistente sostener que uno es falso y el otro verdadero. El
ficcionalismo le atribuye, a dos enunciados equivalentes, valores de verdad diferentes,
o tres valores, si agregamos el valor “untrue” que Field le asigna a “3 es primo”. Parece
claro, entonces, que la vision de la matematica que propone el ficcionalismo es

inconsistente y, por consiguiente, resulta incompatible con la lgica clasica.
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En nuestra opiniéon sdlo existen dos formas posibles de compatibilizar la
ontologia ficcionalista con la logica clasica. La primera consistiria en renunciar
totalmente al uso de cuantificadores; solucién que implica un costo excesivamente alto
para la practica matematica, la segunda forma sera analizada en la penultima seccion

del presente capitulo.

7.6. Historia y ficcion

Se ha intentado demostrar en las dos secciones previas que el ficcionalismo
matematico es incompatible con la logica clasica, mas atn, se ha intentado demostrar
que le atribuye valores de verdad diferentes a enunciados que son equivalentes. Esta
afirmacion, entendemos, bastaria para concluir que el ficcionalismo no es una postura
aceptable en la filosofia de la matematica. Sin embargo, resulta interesante, de todos
modos, profundizar en el criterio que propone Field para decidir el valor de verdad de
los enunciados matematicos atdbmicos como “2 + 2 = 4”.

Segin se ha sefialado en el capitulo anterior, de acuerdo con Field los
ficcionalistas aceptan que “2+2=4" es wuna afirmacién verdadera (y,
presumiblemente, que “2 + 2 = 5" es falsa) por razones muy similares a las que
permiten decir que “Oliver Twist vivia en Londres” es verdadera (mientras que “Oliver
Twist vivia en Buenos Aires” es falsa). Concretamente, “Oliver Twist vivia en Londres”
es una afirmacién que forma parte (o es una consecuencia inmediata) de una historia
bien conocida, escrita por Charles Dickens; y aunque no se diga explicitamente, se
deduce también de esa historia que Oliver Twist no vivia en Buenos Aires. Se afirma
usualmente que la primera oracion es “verdadera en la ficcion”, mientras que la
segunda es “falsa en la ficciéon”.51 En el mismo sentido, dice Field, “2 + 2 = 4” es una
afirmacion que forma parte de una historia bien conocida, la historia de la matematica,
en cuyo contexto se afirma que 2 + 2 es 4, y que no es 5 (ni ningin otro numero distinto
de 4). Y asi como Oliver Twist bien podria haber vivido en Dublin, en Paris, o en
cualquier otra ciudad, de la misma forma, fue solamente el devenir histérico de la
matematica el que “decidi¢” que 2 + 2 fuese 4, pero bien podria haber sucedido que 2 +

2 fuese 5, o cualquier otro nimero.

51 Sobre la verdad en la ficcién véase Garcia-Carpintero (2016) y la bibliografia allf citada. Como ya se
indic6 en el capitulo anterior, en esta tesis no nos ocuparemos de la filosofia de la filosofia de las ficciones
literarias. Las mencionamos porque Field y otros ficcionalistas apelan a la comparacion entre ficciones
matematicas y ficciones literarias. Sobre aspectos metafisicos del ficcionalismo véase también Sainsbury
(2010).
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Una objecion que puede presentarse a esta idea es que no existe “la” historia de
la matematica. Existe, en realidad, la historia de la matematica europea, cuyos origenes
se remontan a la matematica griega clasica; pero también existe la historia de la
matematica del Antiguo Egipto y la historia de la matematica de la Antigua
Mesopotamia, que comenzaron mucho antes que la historia de la matematica griega, y
se desarrollaron una independientemente de la otra. Y también existe la historia de la
matematica del Japén Antiguo y de la Antigua China, que seguramente se influyeron
mutuamente, pero que se desarrollaron independientemente de todas las anteriores. Y
también existe la historia de la matematica de la Antigua India, que influyé un poco
sobre la europea, pero que comenzo independientemente de las anteriores. Y también
la historia de la matematica maya, totalmente independiente de todas las demas. Por
no citar a los incas, aztecas, maories, y muchos otros.

En todas esas historias, sin excepcidn, existe la operacion de suma, y en todas
ellas 2 + 2 es siempre igual a 4. Mesopotamicos, mayas e indios desarrollaron sistemas
posicionales para escribir nimeros que son mutuamente reconocibles (basados, entre
otras, en la operacién de suma). Indios, mesopotamicos y egipcios desarrollaron
métodos de resolucion de ecuaciones que son mutuamente reconocibles como
equivalentes (es decir, con s6lo entender el idioma, un matematico mesopotamico, por
ejemplo, entenderia y reconoceria como validos, los métodos egipcios). La antigua
geometria japonesa plantedé problemas que son perfectamente resolubles en el
contexto de la geometria de Euclides. Mesopotamicos, egipcios y chinos conocieron el
teorema de Pitagoras.

Para volver a la analogia con la literatura, la enumeracién que se acaba de hacer
equivaldria a decir que existe una obra literaria que ha sido escrita de manera
absolutamente independiente, unay otra vez alo largo de los siglos por toda civilizacion
humana que haya dejado algun registro escrito (y en forma oral por aquellas que no
tuvieron escritura). Esta hipotética obra, salvo las diferencias obvias en cuanto al
idioma (y algunas otras diferencias menores, como los sistemas de notacién) es
siempre exactamente la misma, porque narra exactamente los mismos hechos acerca
de los mismos protagonistas. Protagonistas que, aunque en una y otra edicion de la obra
tienen nombres diferentes, son, sin embargo, perfectamente reconocibles debido a todo
aquello que les sucede, asi como por las relaciones que se establecen entre ellos. Una
obra, finalmente, de la que jamas se ha encontrado una version diferente.

Si una obra asi fuese hallada, el mas elemental sentido comun indicaria que no

se trata de una obra de ficcion, sino de un texto basado en hechos “reales” (en el sentido
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de “no ficcionales”) percibidos practicamente del mismo modo por todas esas
civilizaciones.

Una obra literaria de esas caracteristicas jamas ha sido hallada (y tal vez nunca
lo sera), pero si existe una obra no literaria que cumple esos requisitos, esta “obra” es
la aritmética de los enteros positivos y la geometria elemental. En resumen, no parece
razonable afirmar que “2 + 2 = 4” es una afirmacion cuyo valor de verdad se establece
de manera similar a “Oliver Twist vivia en Londres”, y que es s6lo un accidente historico.
En conclusion, creemos que esta propuesta de Field es incompatible con la historia de

la matematica.

7.7. El deductivismo como solucién posible

Como se adelant6 mas arriba, entendemos que existe un modo de compatibilizar
la ontologia ficcionalista con la l6gica clasica, aunque creemos que probablemente que
no seria aceptable para los filésofos ficcionalistas. Esta propuesta consiste en
reemplazar el concepto de “verdadero” por el de “demostrable”, en otras palabras, el
ficcionalismo deberia adoptar los preceptos centrales de la corriente conocida como
deductivismo, que afirma que los enunciados matematicos no son verdaderos ni falsos,
sino que solo son cadenas de simbolos sin significado que se pueden deducir, o no, de
un sistema axiomas (que sea consistente) mediante demostraciones formales. De este
modo, por ejemplo, el simbolo “V” careceria de todo compromiso ontoldgico y actuaria
solamente a nivel sintactico de la siguiente manera: de una férmula del tipo VxP(x)
puede deducirse P(t) donde “t” es un término cualquiera del lenguaje.

Segun este punto de vista, “3 es primo” no seria “verdadero” ni “falso”, sino
solamente un enunciado demostrable a partir de los axiomas de Peano mediante
deducciones sintacticas (similares a las que se mostraron en la secciéon 7.4 para “1 +
1 = 2"). Por otra parte, la afirmaciéon “3 es primo’ es demostrable a partir de los
axiomas de Peano” si seria una afirmacion verdadera, pero en este contexto deberia ser
considerada como una afirmacién metamatematica, y no como un enunciado
matematico.

Afirmamos que el deductivismo es compatible con la ontologia ficcionalista
porque, dado que el enunciado “3 es primo” es tomado solamente como una cadena de
simbolos sin significado, pasa a ser irrelevante si el simbolo “3” designa a un ente que
existe, o que no existe, por lo que no se produciria ninguna incompatibilidad si

suponemos que los términos matematicos no son referenciales. Sin embargo, la
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adopcion de esta postura implicaria un costo que la vuelve incompatible con la practica
matematica, porque transformaria a esta disciplina en un estudio de teorias
axiomaticas independientes entre si, de manera muy similar a como lo hace el
platonismo pleno. En particular, perderian validez todas aquellas demostraciones que
prueban enunciados de una teoria mediante herramientas provistas por una teoria
diferente, como es el caso de la demostracion del teorema de Fermat, o del teorema de
Goodstein. Concluimos asi que la solucién aqui propuesta, aunque reconcilia a la
ontologia ficcionalista con la l6gica clasica, implica un costo que no es aceptable para la
practica matematica.

7.8. El cambio de légica

Dado que el ficcionalismo no es compatible con la légica clasica, una forma,
aunque bastante radical, de preservar la validez de esta postura consistiria en realizar
un cambio de légica. Ninguno de los problemas que hemos analizado podria resolverse
con una mera extension de la légica clasica, por lo que seria necesario adoptar una
logica rival. Puesto que, ademas, deberia ser una légica que no preserve todas las
inferencias clasicas, entonces, necesariamente, algunas de las demostraciones de la
matematica clasica no serian validas de acuerdo con la nueva légica. La gran mayoria
de los matematicos rechazaria esta opcidén porque consideraria que tiene un costo
demasiado alto. Entre otras cosas, nos obligaria a revisar todas las demostraciones
aceptadas que se basan en la ldgica clasica y a descartar algunas de ellas. De hecho,
como ya se menciond en la nota 47 del capitulo anterior, esa fue una de las razones
principales por las cuales la comunidad de los matematicos rechazé de manera casi
unanime la l6gica intuicionista.

Por otra parte, no es claro cual deberia ser la l6gica no clasica apropiada para el
ficcionalismo. Este es un tema que tiene interés por si mismo y mereceria ser
investigado, pero los principales defensores del ficcionalismo matematico (al menos,
los que hemos tomado en cuenta) no se han ocupado del asunto. Algunos lo6gicos han
sugerido que alguna variedad de la llamada “légica libre”, una légica que admite
términos singulares que no denotan objetos del dominio de los cuantificadores (o
incluso que no denotan objetos en absoluto), seria una logica adecuada para el
ficcionalismo en general. En particular, se ha sugerido que la llamada “légica inclusiva”

(o “l6gica universalmente libre”), que admite la cuantificacién sobre un dominio vacio,
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seria el tipo de légica mas conveniente.52 Aqui no nos pronunciaremos sobre la
conveniencia de esta clase de légica para el ficcionalismo matematico. Para nuestros
fines basta constatar que se trata de una légica no clasica en la cual muchas inferencias
clasicamente validas (por ejemplo, P(a) - 3xP(x)) resultan invalidas (pero no se
validan inferencias clasicamente invalidas, por lo cual las légicas libres resultan mas
débiles que la l6gica clasica).

Hay otras posibilidades aparte de la ldégica libre. Aqui no seria pertinente
explorarlas con detalle, por lo que nos limitaremos a mencionarlas brevemente. Una de
ellas seria considerar que los enunciados matematicos singulares no son ni verdaderos
ni falsos, sino que tienen un tercer valor de verdad (el llamado “untruée”). En tal caso, se
podria considerar que una légica trivalente, o polivalente, seria la mas adecuada. Asi,
tanto ‘2+2=4’ como ‘2+2+4’ tendrian ambos el tercer valor de verdad. No obstante, los
enunciados cuantificados universalmente deberian considerarse verdaderos y sus
respectivas negaciones, que son enunciados existenciales, deberian ser falsas. Por
tanto, no seria cierto que todos los enunciados matematicos no son ni verdaderos ni
falsos.

Un ficcionalista también podria adoptar la posicidn segun la cual los enunciados
matematicos singulares carecen de valor de verdad. Frecuentemente, se ha afirmado
que los enunciados que contienen descripciones vacias no son ni verdaderos ni falsos.
Existen diversas logicas que admiten “huecos” (gaps) en los valores de verdad, como
las propias légicas libres. De todos modos, tampoco seria posible justificar la afirmacion
de que todos los enunciados matematicos carecen de valor de verdad, ya que los

enunciados cuantificados universalmente deberian ser verdaderos.

En suma, no resulta claro que sea posible sostener de manera coherente que
todos los enunciados matematicos son falsos, o que no son ni verdaderos ni falsos, sino
que tienen otro valor de verdad, o, finalmente, que todos carecen de valor de verdad.
Cualquiera que sea la légica no clasica que se adopte, tendra como consecuencia que al
menos algunos enunciados matematicos son verdaderos y, por consiguiente, sus
respectivas negaciones son falsas.

Como ya sefialamos al comienzo de esta seccidn, los matematicos rechazarian de
manera casi undnime cualquier cambio de légica que implicara invalidar algin teorema

demostrado mediante la légica clasica, puesto que ello implicaria necesariamente

52 Para un estudio detallado de las légicas de la ficcion véase Woods (2006) y las referencias que alli se
citan.
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abandonar infinitos teoremas de la matematica clasica (entre otros, todas las
consecuencias logicas de dicho teorema). Por otra parte, en el lenguaje usual de la
practica matematica se llama verdaderos a todos los teoremas demostrados, y
consiguientemente, falsos a todos los teoremas incompatibles con los que han sido
demostrados. Dificilmente se abandonaria ese lenguaje a causa de un cambio de légica,
si no se advierte que haya algiin beneficio considerable implicado por dicho cambio. Si
se pierden teoremas de la matematica estandar, ello se consideraria como un costo a
pagar. Si se mantuvieran todos los resultados clasicos, no se encontraria ningin
beneficio en el cambio de ldgica, y, menos todavia en el cambio de los habitos
lingliisticos. Por estas razones, no es en modo alguno casual que los matematicos se
hayan adherido siempre a la logica clasica y hayan desestimado un cambio global de
logica. Las ldgicas no clasicas se exploran por si mismas, como tantas teorias
matematicas que no tienen aplicaciones en otras ciencias. Algunas légicas no clasicas
han encontrado aplicaciones locales, incluso en la fisica, la computacion o la ingenieria,
pero no han sido consideradas como alternativas a la l6gica clasica para la realizacion
de las pruebas matematicas. En sintesis, los matematicos nunca han considerado
seriamente la posibilidad de una alternativa global a la légica clasica ni la de una

reforma global del lenguaje (o del metalenguaje) de la matematica.

7.9. Balance del ficcionalismo matematico

Algunos matematicos sostienen la conviccién de que todas las demostraciones
matematicas pueden formalizarse dentro de la l6gica de primer orden. Es decir, que
cualquier demostracién puede traducirse a una sucesion finita de enunciados escritos
en un lenguaje formal de primer orden, de tal modo que cada uno de ellas es, o bien un
axioma de la teoria en la que se enmarca la demostracidén, o bien un enunciado que se
deduce de los inmediatos anteriores por aplicacién de ciertas reglas sintacticas de
inferencia logica. Mas aun, suele sostenerse que todos los enunciados matematicos
considerados como verdaderos por la matematica estandar pueden ser enunciados y
demostrados en el contexto de la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel con el
axioma de eleccién. Sin embargo, estos hechos nunca han podido ser demostrados
rigurosamente, hasta el punto de que el matematico Reuben Hersh hallegado a sostener

que esos hechos solamente pueden ser aceptados por un “acto de fe”.
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Este punto de vista [...] involucra un acto de fe. ;Co6mo, de hecho, podemos saber que
nuestro teorema mas reciente sobre la difusién en variedades es formalmente
deducible de la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel [con el axioma de eleccion]?
Ninguna tal demostracién formal ha sido ni siquiera escrita. Si asi fuera, y si fuera
verificada por un lector humano, la probabilidad de error seria mayor que la de verificar

una demostracién matematica ordinaria (no formalizada). (Hersh 1998: 18)

Se concluye de la cita de Hersh (que es un matematico profesional) que la l6gica
de la practica matematica no siempre es la l6gica de primer orden, sino que, segun se
deduce de la lectura de libros de texto, asi como de articulos cientificos, las
demostraciones que hacen los matematicos en su practica diaria utilizan la logica
clasica. Por lo tanto, se puede afirmar que una postura en la filosofia de la matematica,
para ser aceptable, debe ser compatible con la aplicacidon de la légica clasica en los
razonamientos matematicos. La intencién principal de este capitulo ha sido,
precisamente, mostrar que la ontologia ficcionalista no es consistente con la logica
clasica.

A modo de ejemplo, si entendemos, como sostiene el ficcionalismo, que los

términos matematicos no son referenciales y que, entones, el enunciado
vx((x = 4) > (x es primo)) [8]

tiene que ser considerado vacuamente verdadero. Se llegaria asi a la conclusion de que
“4 es primo” es verdadero, ya que este enunciado es equivalente a [8]. Aunque, segun el
criterio de Field, deberia ser falso porque asi lo indica el relato histérico de la
matematica.

Las modificaciones que harian del ficcionalismo una postura compatible con la
logica clasica implican un costo que es inaceptable para la practica matematica. En
efecto, como ya hemos sefialado, una primera solucidén consistiria en adoptar un
lenguaje que omita el uso de cuantificadores, lo que obligaria a abandonar casi toda la
matematica clasica.

La segunda solucidn consistiria en adoptar el punto de vista deductivista, segin
el cual los enunciados matematicos son cadenas de simbolos sin significado que se
deducen formalmente de ciertos sistemas consistentes de axiomas. Aunque este punto
de vista es, en efecto, compatible con la ontologia ficcionalista, y con la légica clasica,
conllevaria el costo de fragmentar a la matematica en una serie de teorias formales

independientes, una consecuencia que ya se ha visto que es incompatible con la practica
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matematica. Esta soluciéon también contradeciria la tendencia de los matematicos a
relacionar los conceptos de teorias diferentes, tal como lo muestra la existencia de
ramas de la matematica como la topologia algebraica o la teoria analitica de nameros.

Finalmente, la tercera alternativa, la sustitucion global de la logica clasica por
alguna légica no clasica, junto con la reforma lingiiistica que ello implicaria, seria
considerada una estrategia excesivamente costosa para la propia matematica, que no
compensaria los posibles beneficios filoséficos o epistemoldgicos que pudiera acarrear.
Por lo demas, dado que todavia no esta claro cual es la légica no clasica apropiada para
el ficcionalismo, todavia no resulta posible siquiera evaluar cudles serian los beneficios
de renunciar a la légica clasica.

Asi pues, dado que el ficcionalismo matematico resulta incompatible con la
logica clasica y, por tanto, con las practicas demostrativas y lingliisticas de los propios
matematicos, parece razonable concluir que no es una posicion viable en la filosofia de

la matematica.
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8. Una solucién convencionalista

8.1. Introduccién a la solucién propuesta

La intencion en el presente capitulo es proponer una tercera alternativa,
diferente del platonismo y del ficcionalismo, la cual, entendemos, permite evitar los
problemas que presentan las dos anteriores. En particular, la postura que se aqui se
presentara sera consistente con la practica matematica y con la logica clasica, y podra
dar cuenta de la riqueza de los objetos que estudia la matematica.

Para facilitar su descripcidn, conviene presentar esta postura en tres partes. La
primera sostiene que la practica matematica es convencionalista, es decir, que las
definiciones y los axiomas en los cuales se basan las demostraciones matematicas son
adoptados convencionalmente. La segunda parte de la propuesta intenta explicar el
origen de esas convenciones; se argumentara que estas no son arbitrarias, sino que
surgen, en principio, de la necesidad de traducir a un lenguaje preciso (o tan preciso
como sea posible) ciertas ideas intuitivas, como la de “cantidad” o de “distancia”. Esta
traduccion es necesaria para que la comunidad matematica pueda trabajar en conjunto,
y para que pueda haber acuerdos acerca del modo de plantear y resolver problemas
matematicos. En la tercera parte de la presentacion se intentara explicar por qué la
amplia mayoria de los matematicos, de todas las culturas y a lo largo de toda la historia,
han adoptado convenciones acerca de los nimeros naturales y de la geometria
elemental que son equivalentes entre si. Argumentaremos que, en ultima instancia, la
fuente de las ideas matematicas estd en la organizacién de nuestro cerebro, mas
exactamente, en ciertas estructuras que la evolucién imprimié en el cerebro humano y
que influyen en la percepcion del mundo.

Este desarrollo comenzara en la seccion 2, donde se propondra una definicién
de qué es la matematica. La primera parte de la solucién convencionalista sera
analizada en las secciones 3 y 4; la segunda parte, sobre el origen de las convenciones,
sera expuesta en las secciones 5 a 7; mientras que la tercera parte, sobre la uniformidad
de las convenciones, sera analizada en la seccién 8. En la seccién 9, finalmente, se

estudiara la cuestion de la existencia de los objetos matematicos.
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8.2. ;Qué es la matematica?

La exposicidn que se hara en el presente capitulo comienza con la pregunta que
encabeza esta seccion, ;qué es la matematica? Como primera aproximaciéon a una
respuesta, comenzaremos argumentando que la matematica no puede definirse por su
objeto de estudio, sino por su método y su criterio de validaciéon. Por una parte,
cualquier intento de definir a la matematica por su objeto de estudio parece conducir a
un circulo vicioso. En efecto, en los capitulos precedentes se adopté la definicion,
aceptada también, entre otros, por Mark Balaguer y Hartry Field, segtn la cual un objeto
matematico es aquel que es estudiado por la matematica. En consecuencia, dado que
esta definicidon del objeto de estudio presupone conocer qué es la matematica, entonces,
si se definiera a la matematica por su objeto se caeria en un circulo vicioso. En otras
palabras, la definicion de la matematica debe preceder a la definicidon de su objeto de
estudio, y no al revés.

Podria argumentarse, por otra parte, que quizas sea posible definir el concepto
de objeto matematico de una manera independiente, sin apoyarse en una definicion
previa de la matematica. Sin embargo, todo parece indicar que es practicamente
imposible caracterizar a los objetos matematicos por su propia naturaleza. En efecto,
no parece que haya una caracteristica comtn que englobe a entes tan diversos como el
numero 30, el conjunto de todos los numeros naturales, la clase de todos los ordinales
transfinitos, la estrategia ganadora en el ajedrez y los enunciados indecidibles cuya
existencia es demostrada por el Primer Teorema de Incompletitud de Gédel. La tinica
caracteristica que todos estos objetos parecen tener en comun es, precisamente, la de
ser estudiados por la matematica.

Una objecion posible a esta ultima afirmacidn es que si existe una caracteristica
comun a todos los objetos matematicos, y que ésta consiste en que todos ellos son
conjuntos. Siguiendo esta idea podria proponerse que los objetos matematicos son,
simplemente, diferentes tipos de conjuntos.

Esta objecion, a su vez, puede ser respondida de dos maneras. Por una parte,
como es bien sabido, la teoria de conjuntos fue desarrollada a fines del siglo XIX, y fue
precedida por miles de afios de evolucion histérica de la matematica. El desarrollo de
la teoria de conjuntos es, de hecho, una consecuencia de esa evolucion histérica, mas
precisamente, del proceso de fundamentacion del calculo. Parece claro, entonces, dado
que muchos de los objetos que estudia la matematica (por ejemplo, los nimeros, las

funciones, las ecuaciones y todos los objetos geométricos) existieron en la
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consideracién de los matematicos mucho antes que los conjuntos, que esos objetos no
pueden ser conjuntos.

Una segunda respuesta a la objecion sostiene que existen objetos que no son
estudiados a priori por los matematicos, pero que pueden ser, de todos modos,
definidos como si fuesen conjuntos. Un ejemplo esta dado por los lenguajes naturales,
o por los diccionarios, que pueden ser definidos como conjuntos finitos de secuencias
de letras.

Proponemos aqui la tesis, que analizaremos tanto en este capitulo como en el
siguiente, de que los objetos matematicos no son conjuntos, sino que la teoria de
conjuntos solamente provee un lenguaje suficientemente flexible y potente como para
describir todos los objetos que estudia la matematica. La definicién conjuntista de los
objetos matematicos alude a una cuestion lingtiistica, no relativa a la naturaleza de los
objetos en si. De hecho, el uso del lenguaje conjuntista se ha extendido tanto en la
matematica que, si acaso existiera un objeto que no pudiera ser descripto de esa
manera, probablemente los matematicos, precisamente por esa razdn, omitirian

estudiarlo.

;Qué es, entonces, la matematica? ;Como puede definirse, si no es a través de su
objeto de estudio? Entendemos que la matematica queda definida por el criterio de
validacion de sus enunciados, criterio que, como se argumentara en los parrafos que
siguen, la diferencia claramente de las demas ciencias, tales como la biologia, la fisica o
la quimica. Obsérvese en primer lugar que el trabajo matematico se basa en axiomas y
definiciones, los cuales son aceptados como verdaderos sin necesidad de ninguna
contrastacion empirica. Mas aun, argumentaremos en este mismo capitulo que la
eleccién de estos axiomas y definiciones es convencional. La Uinica exigencia que se les
impone es que sean l6gicamente consistentes (es decir, que no exista ningin enunciado
P tal que él y su negacion sean ambos deducibles de esos axiomas y definiciones, por
aplicacidon de la logica clasica).>3

Conviene aclarar que la distincion entre axiomas y definiciones es, en gran
medida también convencional. Por ejemplo, los axiomas 3 y 4 de la aritmética de Peano,
que son los enunciados Vx(x + 0 =x) y Vx‘v’y(x + Sy =S(x+ y)), constituian en la
formulacion original de Giuseppe Peano, de 1890, la definicion de la suma. De manera

similar, los axiomas 5y 6, Vx(x-0=10) y VxVy(x-Sy = x -y + x), conformaban la

53 De manera mas general, que no toda férmula de un sistema axiomatico sea demostrable como teorema
en dicho sistema.
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definicién del producto>*. Otro ejemplo interesante estd dado por la definicién de
probabilidad condicional, de Kolmogorov, que muchos autores prefieren introducir
como axioma. Seguin como se formule la teoria de la probabilidad, resulta conveniente
optar por una u otra presentaciéon (por ejemplo, dependiendo de si se toma como
concepto primitivo la probabilidad condicional o la absoluta).

Para los enunciados que no son axiomas ni definiciones el Unico criterio de
validacion que se aplica es el de la demostracion. Es decir, una vez establecidos los
axiomas y las definiciones, el matematico aplica la l6gica clasica para deducir, a partir
de ellos, distintos teoremas. Una vez demostrados, esos teoremas no requieren de
ninguna justificacién posterior; en particular, no necesitan de ninguna clase de
contrastacion empirica (caracteristica que diferencia a los enunciados matematicos de
los enunciados tipicos de la fisica, la quimica o la biologia). En resumen, en su practica
cotidiana (cuyo objetivo general es la resolucion de problemas), el matematico
eventualmente puede nombrar ciertos objetos y postular, mediante definiciones o
axiomas convencionales, cuales son sus propiedades basicas, o bien, como sucede en la
mayoria de los casos, adopta definiciones o axiomas que han sido propuestos por otros
matematicos. Una vez que los objetos han sido nombrados, y sus propiedades basicas
han sido postuladas, el matematico deduce de ellos, mediante la légica clasica, diversos
teoremas, los cuales son considerados verdaderos sin que exista la necesidad de alguna
otra corroboracion.

Proponemos, entonces, la siguiente definicion: Un objeto matematico es un
objeto O tal que todo enunciado significativo referido a él es verdadero si y s6lo si es un
axioma o una definicion (elegidos convencionalmente), o bien es un teorema que se
deduce de esos axiomas o definiciones mediante la l6gica clasica. Si se descubriera que
los axiomas son inconsistentes, entonces, o bien se abandona el estudio de ese objeto o,
mas frecuentemente, los axiomas son modificados convenientemente para evitar la
contradiccion. Una cebra, por ejemplo, en tanto animal de carne y hueso, no es un objeto
matematico, ya que sus propiedades no pueden ser postuladas convencionalmente
(podria postularse, si se quisiera, una teoria referida a cebras perfectamente iguales
entre si, pero no seria, de ninglin modo, una teoria sobre las cebras de carne y hueso).
Por el contrario, un modelo numérico del comportamiento de las cebras, donde se
formule una descripcién matematica simplificada de su comportamiento, basada en

postulados y definiciones convencionales, si seria, en cambio, un objeto matematico.

54 Véase van Heijenoort (1976: 95-96).
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La historia de la fisica de particulas elementales podria inducirnos a pensar que
los quarks y otros entes estudiados por esa rama de la fisica poseen propiedades
basicas que son postuladas convencionalmente. Sin embargo, no son objetos
matematicos, ya que la fisica exige que su existencia deba ser, directa o indirectamente,
corroborada mediante observaciones o experimentos. Témese, a modo de ejemplo, el
hecho de que la hipétesis de Peter Higgs sobre el campo que lleva su nombre, sélo fue
aceptada como descripcion posible del universo después de que se hubieran hallado
pruebas empiricas de la existencia del boson de Higgs. En otras palabras, la fisica, igual
que la matematica, postula la existencia de determinados tipos de objetos, pero, en el
campo de la fisica, la correspondiente hipoétesis existencial no sera aceptada hasta que
se obtenga suficiente evidencia empirica que la confirme.55> En la matematica, en
cambio, sblo se requiere que las hipotesis existenciales sean consistentes, y esa Unica

condicion resulta a la vez necesaria y suficiente para que esa hipotesis sea aceptada.

8.3. La practica matematica y el convencionalismo

En la seccién anterior se ha sostenido que la matematica s6lo puede definirse
por su método y su criterio de validacion. El matematico nombra ciertos objetos y
postula sus propiedades basicas mediante axiomas y definiciones, de los cuales deduce,
mediante la l6gica clasica, teoremas cuya validez queda asegurada por el solo hecho de
haber sido demostrados, sin que se requiera corroboracion posterior. ;Como elige el
matematico esos axiomas y definiciones? Tal como se dijo en la introduccidn,
sostenemos la tesis de que la eleccion es convencional. Muchas veces estas
convenciones son adoptadas libremente por cada matematico; y aunque existen
numerosas convenciones que estan impuestas casi universalmente, en la mayoria de
los casos esas convenciones fueron propuestas originalmente por algiin matematico
individual.

(Como se podria argumentar a favor de la idea de que los axiomas y las
definiciones de la matematica son convencionales? La respuesta debe buscarse alli
donde queda registrado el resultado de la practica matematica, es decir, en los articulos
cientificos, en los libros de texto y en las exposiciones en conferencias y congresos.

Un primer argumento, tal vez menor, a favor de la tesis de que la practica

matematica es convencionalista esta dado por el uso recurrente, sobre todo al formular

55 Aqui no distinguiremos entre los conceptos de confirmacién y corroboracién, cuya diferencia no es
relevante para nuestros fines.
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definiciones, de la expresion “Decimos que...”, o su equivalente mas formal “Se dice
que...”. El “nosotros” implicito que aparece en esta expresidon incluye tanto al autor del
texto como a los lectores, y debe entenderse en el sentido de “convenimos en adoptar
el siguiente significado para el concepto”.

Sin embargo, como se ha dicho, se trata de un argumento menor. Una razén mas
categorica seria la siguiente: si en verdad las definiciones y los axiomas se eligen
convencionalmente, entonces existe la posibilidad de que, en ciertas circunstancias,
distintos matematicos adopten convenciones diferentes al momento de definir un
mismo concepto. Es decir, el convencionalismo conlleva la posibilidad de que en una
misma época diferentes matematicos definan (por ejemplo, por razones de
conveniencia) un mismo concepto de maneras diferentes y no equivalentes entre si.
Nétese que la referencia a una misma época excluye la posibilidad de que la diferencia
en la definicion se deba a una evolucién historica del concepto.

Mas aun, si en el contexto de una misma teoria, usando el mismo lenguaje, y en
la misma época, dos o mas matematicos definieran un mismo concepto de maneras no
equivalentes entre si, y si ademas todas esas definiciones fueran aceptadas como
validas por la comunidad matematica, entonces esa circunstancia podria ser tomada
virtualmente como una demostracion de que la practica matematica es
convencionalista. En la seccién siguiente se mostrara un ejemplo que cumple las

condiciones que se acaban de describir.

8.4. Un ejemplo: La definicién de funcion continua

Como se adelanto en el ultimo parrafo de la seccidn anterior, se mostrara a
continuacién un ejemplo de un concepto que ha sido definido de maneras no
equivalentes entre si por distintos matematicos contemporaneos, en el contexto de una
misma teoria, y usando el mismo lenguaje, con la condicién adicional de que todas esas
definiciones sean consideradas como correctas por la comunidad matematica. Como
también se dijo, la existencia del ejemplo que se mostrara (y que es sélo uno de entre
otros muchos posibles) es un argumento de mucho peso a favor de la tesis de que la
practica matematica es convencionalista.

El ejemplo que se expondra es la definicion de funcién continua, un concepto
central para el calculo, y que tiene aplicaciones en todas las ciencias empiricas. Se

muestran a continuacion tres definiciones de este concepto, tomadas de textos
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universitarios de fines del siglo XX y principios del XXI. Después de cada definicion se

da, ademas, una breve explicacidn de su significado.

(1) Se dice que una funcién f es continua en un punto p si: a) f esta definida en p, y b)

limx—>p f&x) = f().
(Apostol 1999: 160)

Explicacién: El simbolo lim,.,, f (x), que se lee “limite de f(x) cuando x tiende a
p” se refiere al valor al que se acerca f(x) cuando x se va acercando cada vez mas a p
(aunque x nunca llega a valer exactamente p). Una condicion para que este limite pueda
calcularse es que existan, tan cerca de p como se quiera, valores de x donde la funcion
esté definida. La parte a) de la definicidn indica que f(p) debe existir; la parte b) dice
que el valor de f(p) debe coincidir con el valor al que se acerca f(x) cuando x se va a

acercando a p.

(2) Sea f una funcién definida en un intervalo abierto (a, b) y sea x, € (a, b). Decimos
que f es continua en x si: lim,_, f(x) = f(xo).
(Noriega 2003: 200)

Explicacién: La definicién es similar a la anterior (el punto se llama aqui x, en
lugar de p, pero la diferencia es irrelevante). La condicion de que f (x,) exista, que es la
parte a) de la definicién anterior, estd implicita aqui en el simple hecho de que f(x,)
sea mencionado (una convencion implicita en el lenguaje matematico es que, si un
objeto se menciona en una definicidn, sin hacer referencia a si existe o no, entonces se
sobreentiende que, para que la definicidn sea consistente, ese objeto tiene que existir).
La diferencia importante con la definicion anterior consiste en que en este caso se pide
que la funcién esté definida en un intervalo abierto (a, b), esta condicion implica que,
tanto a la derecha como a la izquierda de x, deben existir valores de x tales que f(x)

exista.

(3) Una funcién f: A € R — R es continua en a € A si para cada sucesion (a, ),y de 4
que converja a , la sucesion (f(a,,))ney converge a f (a).
(Matera 2012: 213)

Explicacion: El punto aqui es llamado a; la condicién a € A equivale a decir que

f(a) existe, ya que A es el conjunto de todos los nimeros donde la funciéon puede
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calcularse. La definicién nos dice que f(x) es continua en x = a siy solo si a4, a,, as, ...
es una sucesion de nameros de A (es decir, nimeros en los que f(x) esta definida) que

converge a a, entonces f(a,), f(a;), f(az), ... converge a f (a).

Cada definicion tiene la intencion de capturar la idea intuitiva de que una funcién
f(x) es continua en x = a siy sélo si “cuando los valores de x se acercan a a, entonces,
los valores de f(x) se acercan a f(a)”. Sin embargo, como puede verse, aunque la idea
intuitiva es siempre la misma, su traduccion al lenguaje formal es, en cada caso,
diferente. Pero ;son realmente definiciones diferentes? ;O, por el contrario, a pesar de
las apariencias, las tres definiciones son equivalentes? ;No sera que en todos los casos
se trata esencialmente de la misma definicion, sélo que escrita de maneras diferentes?

La respuesta es que las tres definiciones son realmente diferentes, es decir, que
no son equivalentes entre si. Para justificar esta afirmacion se mostrara a continuaciéon
una funcién f(x) tal que, ante la pregunta de si f(x) es continua, cada una de las tres
definiciones implica una respuesta diferente. Si las definiciones fueran equivalentes,
deberian conducirnos todas ellas a la misma conclusion, por lo tanto, la existencia de
esta funcidn f(x) demuestra que las tres definiciones no son, en efecto, equivalentes.

El ejemplo estd dado por la funcion f: A - R, f(x) = {/x?(x — 1), donde A es el
conjunto de todos los nimeros donde la funciéon puede calcularse. Este conjunto,
llamado el dominiode la funcidn, esta formado en este caso por el nimero 0 y por todos
los nimeros mayores o iguales que 1 (pero no incluye a los nimeros intermedios entre
0 y 1). El conjunto A tiene un punto aislado en x = 0, es decir, aunque el 0 pertenece a
A, ningiin nimero cercano alrededor del 0 pertenece a ese conjunto. El grafico de la
funcion f(x) tiene, asimismo, en x = 0, un punto aislado y se completa con una curva
que “comienza” en x = 1y se desarrolla “hacia arriba y a la derecha”.

La pregunta que se analizara es la siguiente: ;como responde cada una de las tres
definiciones de continuidad a la pregunta de si f(x) es continuaenx =0yen x = 1?

La definicion (1) presupone que para analizar si f(x) es continua en x =p la
funcion debe estar definida en valores de x tan cercanos a p como se quiera. En el caso
del ejemplo, como x = 0 es un punto aislado, no existen valores de x en los que la
funcion esté definida y que se encuentren tan cercanos al 0 como se quiera. Por lo tanto,
no tiene sentido calcular lim,_,, f(x) y, en consecuencia, la definicién (1) nos dice que
f(x) no es continua en x = 0. Sin embargo, para esta misma definicidn, si es posible
analizar la continuidad en x = 1, ya que es posible acercarse a ese numero desde su

derecha (porque la funcion esta definida para todos los valores de x mayores que 1).
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No entraremos en mayores detalles, pero puede probarse que la definicién (1) dice que
f(x) sies continuaen x = 1.

;Qué sucede con la definicién (2)? Como se dijo mas arriba, esta definiciéon
presupone que para determinar si f(x) es continua, la funciéon debe estar definida tanto
ala derecha como a la izquierda del punto a analizar. Sin embargo, en el ejemplo que se
estd analizando f (x) no esta definida ni a la derecha ni a la izquierdade x = 0,y siala
derecha, pero no a la izquierda de x = 1. Por lo tanto, si se aplica la definicion (2), la
conclusion sera que f(x) no es continua en ninguno de los dos puntos; mas aun, la
pregunta ni siquiera podria formularse porque la funcién no cumple la condicién inicial
de estar definida a la derecha y a la izquierda de los puntos que son objeto de analisis.

;Qué respuesta da la definicion (3)? Para analizar si f(x) es continua en x = 0
se debe tomar una sucesion a,, a,, as, ... formada por elementos de A que converja a 0.
Dado que 0 es un punto aislado, la inica sucesion posible es la sucesion constante 0, es
decir, 0, 0, 0,... La definicion (3) dice que para que f(x) sea continua la sucesion
f(0),f(0),f(0), ... deberia converger a f(0). Como esto ultimo evidentemente sucede,
se concluye que la definicion (3) dice que f(x) es continua en x = 0. Un analisis un poco
mas complejo (que no es necesario ofrecer aqui) permite demostrar que, para la

definicion (3), f(x) también es continua en x = 1.

En resumen:
La definicion (1) implica que f(x) es continuaen x = 1, perono en x = 0.
La definicion (2) implica que f(x) no es continuaenx = 0,nienx = 1.

La definicion (3), en cambio, implica que f(x) es continua en ambos puntos.

Por lo tanto, las tres definiciones no son equivalentes entre si, ya que, de serlo,
deberian dar en los tres casos la misma respuesta. Ante esta situacion, una pregunta
que podria surgir naturalmente es cudl de las tres definiciones es la “correcta”.>¢ La
respuesta a esta pregunta es que las tres definiciones son correctas, en el sentido de
que son aceptadas como validas por la comunidad matematica, y esto ultimo se debe a
que son convenciones, todas autoconsistentes, propuestas por matematicos
profesionales. En cuanto a si la funciéon f(x) es continua en x = 0 y x = 1, la tnica

respuesta posible es “depende de la convencion que se adopte”.

56 Suponemos que las definiciones, como todos los enunciados aceptados por convencién, no son ni
verdaderas ni falsas. No creemos que sea necesario introducir el concepto de “verdad por definicion”, de
acuerdo con el cual todas las definiciones resultan verdaderas.
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Se concluye asi que la traduccion al lenguaje formal de la idea intuitiva de
continuidad es convencional, y que al adoptar una convencién el matematico tiene
(hasta cierto punto, al menos) libertad de eleccion.

Otro ejemplo de dos convenciones diferentes que son ambas consideradas como
correctas por la comunidad matematica estd dado por la definicion de los nimeros
naturales. En efecto, hay dos definiciones posibles de este conjunto que se diferencian
en que en una de ellas se incluye en este conjunto al nimero 0, mientras que en la otra
el 0 no es incluido. Es decir, para la primera N = {0,1,2,3, ... }, pero para la segunda N =
{1,2,3,...}.

La primera definicion, que es de origen mas reciente, tiene inspiracion
conjuntista y proviene de considerar que los nimeros naturales son los cardinales de
los conjuntos finitos; de este modo el 0 seria un nimero natural porque es el cardinal
del conjunto vacio. La segunda definicion refleja la idea intuitiva de que los niimeros
naturales son aquellos que usamos desde nifios al aprender a contar; segin esta idea el
primer nimero natural es el 1. El punto que se desea destacar es que, en la actualidad,
ambas definiciones se consideran validas, y ante la pregunta de si el 0 es un niimero

natural la respuesta es: “depende de la convencion que se adopte”.

8.5. La fuente de las convenciones

En la seccion anterior se ha intentado demostrar que los axiomas y definiciones
en los que se basa la practica matematica son convencionales; sin embargo, esto no
implica que la eleccion de esos axiomas y definiciones se realice de manera
completamente arbitraria, ni, mucho menos, que cada matematico sea libre para
proponer o adoptar sus propias convenciones.

Las convenciones matematicas se basan en ciertas ideas que, en primera
instancia, son comprendidas de un modo informal e intuitivo; los axiomas y definiciones
intentan traducir esas ideas a un lenguaje preciso. En el caso del primer ejemplo que se
ha analizado en la seccion anterior, el de la continuidad, la idea que se intenta captar es:
“una funcidn f(x) es continua si cada vez que los valores de x se acercan a a entonces
los valores de f(x) se acercan a f(a)”. Dos ideas mas basicas (en el sentido de que la
idea de funcion se basa en ellas) son la de “cantidad” (pensada como cantidad de objetos
discretos, tal como piedras, ovejas o hijos) y laidea de “longitud” (que equivale alaidea
de “distancia”, ya que, intuitivamente, la longitud de un segmento es la distancia entre

sus dos extremos).
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¢;Cudl es el camino que lleva desde estas ideas intuitivas hasta las convenciones
matematicas? Considérese, por ejemplo, la idea de “cantidad”. Un nifio sabe que, si tiene
la mano vaciay coloca en ella una piedra, tendra entonces una sola piedra. Sabe también
que, si agrega una piedra mas, tendra dos piedras; y si agrega una piedra mas, tendra
tres piedras. Tal como dice Mary Leng, ya citada en los dos capitulos previos, los
enunciados matematicos “0 +1 =1",“1 + 1 = 2"y “2 + 1 = 3” son la expresion formal
de estos hechos empiricos. Traemos a consideraciéon, una vez mas, la cita

correspondiente.

Cuando decimos que es obvio que 2 + 2 = 4, es posible que algunas veces esto signifique,
no que es obvio que la teoria de numeros implique que 2 + 2 = 4, sino mas bien que es
obvio que si cuento de manera correcta exactamente dos objetos de algun tipo (por
ejemplo, dedos extendidos de mi mano izquierda), y exactamente dos objetos de otro
tipo (por ejemplo, dedos extendidos de mi mano derecha), entonces tomando estos
objetos todos juntos seré capaz de contar exactamente cuatro objetos que son del

primer tipo o del segundo. (Leng 2010: 93)

Las cantidades “pequefias” tales como 1, 2 o 3 pueden ser percibidas a “golpe de
vista”. De la misma manera puede percibirse que “3 + 1 =4"y que “4 + 1 =5". No se
pueden percibir del mismo modo cien objetos; sin embargo, la operacién fisica de
contar permite conocer empiricamente que 100 piedras son mas que 90, que 90 son
mas que 20 y que “99 + 1 = 100”. Inspirado en estos hechos, el matematico propone el
concepto formal de “nimero natural”, e inspirado en desigualdades que son conocidas
empiricamente y que involucran “cantidades pequefias”, talescomo1+1>1,2+1 >
2 y otras similares, el matematico postula, a modo de axioma (o bien postula axiomas
que permiten demostrar como teorema) que, dada cualquier cantidad n, habra siempre

una cantidad n + 1 tal que n + 1 > n. Es decir, postula que:
Vn(nEN—> (n+1eN)A(n+1 >n)))

Es importante aclarar que, en la practica matematica, a diferencia de lo que
sucede en las ciencias empiricas, enunciados como éste no son presentados como
hipétesis inductivas (obtenidas del analisis de casos individuales) que deben ser
confirmadas mediante la experiencia. Aunque el matematico se inspira en esos casos
“empiricos”, los axiomas y definiciones son presentados a modo de convenciones que

no necesitan ningun tipo de validacion e inclusive sin que se dé ninguna explicacion de
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su origen (aunque esa explicacion aparece en algunos libros de texto, con la intencién

de ofrecerles a los lectores un acercamiento intuitivo al tema).

8.6. Convenciones como base de nuevas convenciones

Una vez establecida la definicidn de los numeros naturales, es posible basarse en

ella para crear nuevos conceptos asociados. Consideremos el siguiente pasaje:

Como la sustracciéon no podia efectuarse de un modo general en el campo de los
numeros naturales definiése una nueva especie numérica de la manera siguiente:
entiendo por nimero negativo a’ (= —a) un nimero tal que sumado con a produce
cero. Por haber confundido esta definicién nominal con una definicién real, opusiéronse
a la introduccién de los nimeros negativos muchas objeciones y dificultades. En efecto,
algunos creyeron que con los nimeros negativos se introducian entes misteriosos que
carecen de existencia.

La definicién de los nimeros negativos podria ser muy bien enteramente
caprichosa; si bien para dar la mayor sencillez posible al calculo con los nuevos
numeros, definense estos de forma que se conserven las leyes del antiguo campo
numérico, no significando ellos, en realidad, sino una extension del sentido del campo.
(Por ejemplo, permanecen la ley asociativa y la conmutativa de la adiciéon y la
multiplicacion.) [...]

A esta definicion que crea conceptos enteramente nuevos se la denomina
definicion creadora. A ella pertenecen también los puntos del infinito que considera la
geometria, asi como los nimeros imaginarios de la teoria de nimeros. (Brand y
Deutschbein 1930: 20-21)

(A qué se refieren Brand y Deutschbein en este pasaje? Una vez definidos los
numeros naturales, 0, 1, 2, 3, 4,... un matematico puede decidir que es conveniente
extender el conjunto de los nimeros disponibles. Una motivacién posible para este
desarrollo es darle sentido, por ejemplo, a una operaciéon como 3 — 5 o 2 — 3. Esta fue,
efectivamente, la razdén que llevo a los matematicos europeos en el siglo XVI a introducir
el concepto de niimero negativo (y similarmente el de los nimeros complejos). Estos
matematicos se encontraron ante el hecho de que, al trabajar con ciertas ecuaciones, el

método de resolucion los llevaba a calcular restas tales como 3 — 5, situacion que los
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forzo a extender el campo numérico para incluir “nuevos” nimeros que pudieran ser el
resultado de operaciones de ese tipo.

Los matematicos chinos de la antigliedad definieron también los nimeros
negativos, aunque su motivacion fue muy diferente. En efecto, la cosmovision de la
Antigua China sostenia que todo ente tenia su opuesto y que, por lo tanto, cada nlimero

natural debia tener como opuesto un nimero “negativo”.

El capitulo octavo de los “Nueve capitulos del arte matematico” (/iu Zhang suanshu) es
el primer texto propiamente matematico (con todas las reservas que una restriccion asi
conlleva) en construir cierta forma de negatividad: 1a que llamaremos zhen/fii/wu [la
primera palabra, segin aclara el autor, podria traducirse como “positivo”, la segunda
como “negativo”, y la tercera como “nada”].

[...] Los origenes [...], en contraste con su total ausencia en la matematica griega clasica,
se indagan en la fuente misma de la episteme china, en los nudos simbdlicos desde cuya
trama se van perfilando las categorias matrices del modo de pensar chino. (Lizcano
1993: 62-63)

;(Como define el matematico las operaciones que involucran a los nimeros
negativos? Brand y Deutschbein dicen que la convencion natural consiste en definir
esas operaciones de tal modo “que se conserven las leyes del antiguo campo numérico”,
es decir, de tal manera que las operaciones de suma y producto mantengan (en la
medida de lo posible) las mismas propiedades que ya tenian entre los nuimeros
positivos. Digamos, por ejemplo, que se conviene en llamar a los nimeros negativos 1’,
2', 3',4',... y que, segun la idea intuitiva de que los negativos “compensan” a los

positivos, se conviene asimismo que n + n’ = 0. De este modo, por ejemplo:
1+41'=0
Si en la igualdad anterior, se suma 1 a ambos miembros se obtiene:
1+(1+1)=14+0
Si se conviene en que la propiedad asociativa debe conservarse, se tendra que:

1+1)+1=1+0
241 =1
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Que también se puede escribir de la siguiente manera (supuesto que larestan —
m esta definida paran = m):

2+1'=2-1
Un razonamiento similar permite concluir que si n > m entonces:
n+m' =n-m
Dado que la intencién es que se conserven las propiedades ya existentes, se
adopta entonces la convencidn que esta ultima igualdad, que en principio vale param <

n, valga también si m < n. En particular, si se toma n = 0 se deduce que:

0+m' =0-m

m =0—m

Que conduce naturalmente a la escritura usual m' = —m, y también a la

convencion usual de que n — m = n + (—m). ;Cuanto vale 3 — 5? Para responder esta
preguntaseak = 3 — 5:

k=3-5

k=3+5 (por definicién convencional de la resta)
k+5=34+5+5 (se suma 5 a ambos miembros)
k+5=3+0 (porque 5’ +5 = 0)

k+5=3 (0 es el elemento neutro de la suma)
k+5=5-2 (porque 3 =5 —2)

k+5=5+(-2) (por definicidn convencional de resta)

k+5+5 =545+ (—2) (se suma 5 a ambos miembros)
k+0=0+(-2) (porque 5+5'=0)

k=-2 (0 es el elemento neutro de la suma)

Se deduce asi que la convenciéon de que n +n’' = 0, sumada a la convencién
general de “conservar las propiedades de las operaciones entre los niimeros naturales”,
conduce a la conclusiéon de que 3 — 5 = —2. Los libros de texto no suelen introducir los

numeros negativos del modo en que se acaba de esbozar, sino que normalmente se
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limitan a formular axiomas y definiciones que, o bien expresan todas las propiedades
de las operaciones entre niumeros enteros, o bien permiten demostrarlas. Como se

puede advertir en el siguiente pasaje, existen sin embargo algunas excepciones.

Proposicion 1.11.

Sea a un niimero real cualquiera y sean m y n nimeros naturales cualesquiera. Entonces
vale:

a) a™™m = q". g™

b) (a™)™ = g™

[...]

Para terminar con los ndmeros enteros, veamos cémo se define la potencia de
exponente entero. La guia para nuestra definicién sera que la Proposicién 1.11 siga
siendo valida cuando m y n son enteros. [En este texto, el autor adopta la convencion de
no incluir al 0 entre los nimeros naturales]

En primer lugar, definimos a°. Si vale a) de 1.11, entonces sera:

Por lo tanto, estamos obligados a definir a® como 1 para a # 0.
(Noriega 2003: 21, 33)

Notese que el texto citado hace explicito el hecho de que la definicion de la
potencia de exponente negativo es elegida de tal modo que sigan valiendo las
propiedades para los exponentes naturales. Este requisito, a su vez, es en si mismo una
convencion, la cual se funda en la intencién de mantener la matematica tan simple y
unificada como sea posible.

;Qué ocurriria si se adoptaran otras convenciones? En ese caso la potenciacion
de exponente entero no conservaria las propiedades de la potenciacion de exponente
natural o. En principio, no hay nada imposible en ello, pero la matematica como un todo

se volveria menos coherente y mas complicada.
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8.7. Los nimeros reales como convenciones

En la Edad de Bronce, mucho antes de la introduccion de los nimeros negativos,
la necesidad de trabajar con mezclas de metales en proporciones especificas, asi como
la necesidad de calcular el pago de impuestos (en los nacientes estados organizados),
condujo a la introduccién de los hoy llamados “ntimeros racionales positivos”. Sin
embargo, como es bien sabido, en el siglo VI a.C. los pitagéricos descubrieron la
existencia de proporciones que no son expresables mediante niimeros racionales.

La filosofia pitagorica sostenia que si A y B son dos segmentos cualesquiera
entonces existe siempre un segmento U que cabe una cantidad entera de veces tanto en
A como en B. En términos pitagoricos, el segmento U mide simultineamentea Ay a B,
y estos dos segmentos son siempre conmensurables, palabra que significa, literalmente,
“que pueden ser medidos al mismo tiempo”. El descubrimiento que se le atribuye a los
pitagoricos, y que derrumbo6 algunos de sus presupuestos filos6ficos basicos, es que si
L es el lado de un cuadrado y D es su diagonal, entonces L y D son inconmensurables.

En efecto, llamemos [ y d a las longitudes de los segmentos L y D
respectivamente. Si L y D fuesen conmensurables entones existiria un segmento U, de

longitud u, y nimeros naturales positivos n y m, tales que d = nu y | = mu. Luego:

n , . . c s a
Donde — €s un numero racional. Sin embargo, por el teorema de Pitagoras, 1=

V2, que no es racional. Por lo tanto, la igualdad % = %es imposible. Queda demostrado
asi que L y D son inconmensurables.

El razonamiento que se acaba de esbozar supone implicitamente la idea intuitiva
de que a todo segmento le corresponde una longitud bien definida, la cual puede ser
medida, al menos en teoria, con una precision absoluta. Esta idea intuitiva, a su vez, se
formaliza mediante el “axioma de completitud” de los nlimeros reales. Para explicar qué
dice este axioma obsérvese en primer lugar que una convenciéon usual en la matematica
consiste en representar a los nimeros reales en una recta de longitud infinita, que suele
ser dibujada en posicién horizontal. A cada ndmero real a se le asigna un punto de esa
recta, al que llamaremos P,. Para realizar esta asignacion, en primer lugar, a un punto
cualquiera de la recta se le hace corresponder el niumero 0, y a otro punto ubicado a la
derecha de él se le asigna el nimero 1. Es decir, P, y P; son elegidos arbitrariamente,

bajo la Unica condicién de que el segundo se encuentre a la derecha del primero (esto
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ultimo es sdlo una convencidén grafica asociada al hecho de que escribimos de izquierda
a derecha).

Una vez asignados los numeros 0 y 1, y si se adoptan las convenciones usuales,
es posible determinar sin mayores dificultades qué punto le corresponde a cada
numero racional. Estas convenciones son dos, la primera dice que si a < b entonces P,
estard a la izquierda de P,; la segunda, que la distancia entre P, y P, debe ser igual al
valor absoluto de a — b. De este modo, por ejemplo, es facil deducir que el punto que
corresponde al numero 0,5 tiene que ser exactamente el punto medio del segmento
PyP;.

La existencia de segmentos de longitud irracional, por otra parte, implica que los
numeros racionales no completan la recta; en otras palabras, que existe al menos un
punto P tal que P # P, para todo a racional. El axioma de completitud dice
fundamentalmente que los nimeros reales si completan la recta; en otras palabras, para
todo punto P de la recta existe un nimero real a tal que P = P,.

Como se dijo mas arriba, el axioma de completitud expresa formalmente la idea
intuitiva de que todo segmento tiene una longitud bien definida. En efecto, si P es un
punto cualquiera de la recta numérica, el axioma de completitud dice que existe un
nimero a tal que P = P,, y esto implica que el segmento P, P tiene una longitud igual al
valor absoluto de a.

En conclusion, la definicion convencional de los nimeros reales, asi como su
representacion en la recta numérica, se basa, entre otras, en dos convenciones. Una de
ellas dice que existen rectas de longitud infinita (al menos en potencia); la otra, que la
longitud de cualquier segmento puede ser medida con precisién absoluta. Estas
convenciones, a su vez, estan inspiradas en nuestras percepciones cotidianas; una de
ellas es que en el universo parece haber, en efecto, puntos tan distantes entre si como
se quiera (y, consecuentemente, rectas potencialmente infinitas). Otra percepcion es
que, al menos a nivel macroscépico, toda longitud parece que puede ser medida con
cualquier precisidon razonable. Y aun cuando la cosmologia, o la fisica de las particulas
elementales, refutaran la validez de alguno de estos supuestos, la definicion

convencional de los nimeros reales dificilmente seria abandonada.

8.8. La uniformidad de las convenciones

Como se ha dicho en el capitulo anterior, culturas que no tuvieron ningin

contacto entre ellas, como es el caso de los aztecas, los antiguos egipcios o los antiguos
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chinos, emplearon los mismos conceptos matematicos basicos. Todos ellos, por
ejemplo, trabajaron con la idea de “cantidad discreta”, que conduce a los nimeros
naturales, y con nociones geométricas asociadas a la idea de “longitud”. Sin embargo,
no todas las civilizaciones desarrollaron las mismas convenciones de “segundo grado”
(esto es, convenciones basadas en otras convenciones). Por ejemplo, los antiguos
chinos concibieron los nimeros negativos, pero no asi los aztecas ni los egipcios; los
aztecas tenian un simbolo para el cero, pero no asi los egipcios.

(A qué se debe esta coincidencia universal en las matematicas basicas de todas
las civilizaciones? En otras palabras, ;por qué todos los matematicos de la historia
adoptaron las mismas convenciones basicas de “cantidad” y “longitud”? Conjeturamos
que esto se debe a que esas ideas estdn programadas en nuestro cerebro como
resultado de la evolucién, son nociones que median nuestras percepciones conscientes.

Segun los estudios modernos de la percepcion, las sensaciones que llegan a
nuestra conciencia han sido elaboradas previamente (de manera inconsciente) por
diversos sistemas del cerebro que proveen a la conciencia de una percepcion
parcialmente interpretada (“inconsciente” significa aqui simplemente “que no esta bajo
nuestro control consciente”). Esta es la explicacion ultima de muchas ilusiones dpticas,
y del por qué no podemos dejar de ser “engafados” por la ilusién aun cuando se nos
dice lo que realmente sucede (véase, por ejemplo, Dehaene 2016: cap. 2). De forma
analoga, nuestro cerebro tiene incorporados ciertos “procesadores” de conceptos
matematicos basicos, procesadores que compartimos, en mayor o menor medida, con
otros mamiferos y que evolucionaron como parte de las habilidades necesarias para la

supervivencia. Al respecto, afirma un estudioso del tema:

Uno no puede mas que maravillarse con la flexibilidad de un cerebro que, segtn el
contexto y la época, puede planificar una caza de mamuts o concebir una demostracién
del Gltimo teorema de Fermat. Sin embargo, esta flexibilidad no deberia sobrestimarse.
De hecho, mi opinién es que precisamente las capacidades y los limites de nuestros
circuitos cerebrales son los que determinan los puntos fuertes y débiles de nuestras
habilidades matematicas. Desde tiempos inmemoriales, nuestro cerebro, como el de la
rata, ha sido dotado de una representacion intuitiva de las cantidades. Por eso somos
habiles para realizar aproximaciones, y nos parece tan obvio que 10 es mas grande que
5. Como contrapartida, nuestra memoria, a diferencia de la que posee la computadora,
no es digital, sino que funciona asociando ideas. Tal vez por este motivo nos resulte tan
dificil recordar la pequefia cantidad de ecuaciones que conforman las tablas de

multiplicar.
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Al igual que el cerebro del incipiente matematico se presta con mayor o menor
felicidad a los requisitos de la matematica, los objetos matematicos también
evolucionan para combinarse cada vez mejor con nuestras limitaciones cerebrales. La
historia de la matematica provee gran cantidad de evidencia de que nuestros conceptos
de numero, lejos de estar congelados, se encuentran en evoluciéon constante. [...]
Algunos objetos matematicos hoy parecen muy intuitivos simplemente porque su

estructura se adapta bien a nuestra arquitectura cerebral. (Dehaene 2016: 25-26)

En el capitulo 2 formulamos la pregunta de por qué hay matematicos platonistas,
a pesar de todas las dificultades epistemologicas que presenta la filosofia platonista de
la matematica (y el platonismo en general). A modo de posible respuesta, se
propusieron cuatro razones por las que un matematico podria sentirse inclinado al
platonismo.

1) Porque al demostrar o al calcular, los objetos matematicos parecen ofrecer
una resistencia casi fisica a la manipulacidn.

2) Porque muchas estructuras matematicas importantes, tal vez la mayoria (por
ejemplo, la estructura de grupo o la de espacio topologico), parecen haberse “impuesto”
histéricamente por si mismas, casi sin que fueran buscadas deliberadamente.

3) Porque muy frecuentemente se han dado a lo largo de la historia
descubrimientos matematicos simultaneos.

4) Por la eficacia de la matematica como herramienta para describir la evolucién
de los fendmenos fisicos.

En el capitulo 2 se dijo también que una filosofia razonable de la matematica
deberia poder dar una explicacion para estos cuatro hechos. Trataremos de argumentar
que, en efecto, las ideas esbozadas en este capitulo pueden ofrecer una explicacion
satisfactoria.

Comencemos con el problema de la eficacia de la matematica para describir los
fenémenos fisicos.>” Es decir, ;por qué la matematica es tan eficaz para describir el
mundo que nos rodea? La respuesta que proponemos es que en realidad no sabemos si
la matematica es eficaz para describir el mundo que nos rodea, s6lo sabemos que la
matematica es eficaz para describir el mundo tal como lo percibimos. Y esa eficacia se
debe a que la manera en que percibimos el mundo estd mediada por procesos

inconscientes que incluyen, en parte, un procesamiento matematico de la informacion.

57 Este es un problema que ha preocupado a muchos fisicos teéricos (como Wigner, 1960) y que ha sido
objeto de varios estudios por parte de los fildsofos de la matematica Véanse Steiner (2005) y Colyvan
(2012), capitulo 6, y las obras alli citadas..
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En resumen, la informacion que llega a nuestra conciencia esta previamente
interpretada por procesos que tienen incorporadas ciertas “nociones matematicas
basicas” que son, a su vez, la base de la matematica misma. Por lo tanto, la matematica
es eficaz para describir el mundo tal como lo percibimos simplemente porque nuestra
percepcion tiene incorporados conceptos matematicos de los que no podemos
desprendernos.

La misma explicacién puede darse para cualquiera de los otros tres hechos
mencionados. Por ejemplo, con respecto al hecho 3), es importante observar que los
descubrimientos simultaneos en matematica no se han dado en el vacio. El calculo, por
ejemplo, tuvo muchos precursores, y surgié por la necesidad de dar respuesta a algunos
problemas especificos no resueltos de la geometria (relacionados, por ejemplo, con
calculos de areas o volumenes), asi como para describir ciertos fenémenos fisicos. No
es extrafio, entonces, que, ante los mismos problemas, basados en las mismas
convenciones matematicas, y empleando la misma légica, diferentes personas lleguen
a soluciones equivalentes.

En cuanto a los dos primeros hechos, en ambos casos, es interesante aclarar que,
tanto la “resistencia de los objetos matematicos” como la “imposicion de las
estructuras” se encuentran en la organizacion misma del cerebro humano. Este es un
tema que no podemos proseguir aqui, ya que implicaria incursionar en cuestiones
empiricas acerca de la percepcion, y del funcionamiento del cerebro en general, que no
forman parte de la filosofia de la matematica. Las conjeturas que hemos formulado, no
obstante, nos parecen plausibles a la luz de nuestros conocimientos actuales, aunque

sin duda merecen una investigacion mas detallada.

8.9. La ontologia de 1a matematica

La practica matematica, segiin hemos argumentado en el capitulo anterior, es
ontolégicamente neutral, es decir, ninguno de los axiomas o definiciones en los que se
basa presupone que los objetos matematicos existan por si mismos, aunque tampoco
presupone lo contrario. Sin embargo, como se dijo en el capitulo anterior, la practica
matematica es inconsistente con la afirmacién de que los objetos matematicos no
existen en absoluto. ;Como se resuelve esta aparente paradoja? ;CoOmo puede ser la
practica matematica ontolégicamente neutral, pero a la vez inconsistente con la

afirmacion de que los objetos matematicos no existen?
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Se dijo mas arriba que O es un objeto matematico si y solo si a todo enunciado
significativo referido a O se le puede aplicar el método de validacién que emplea la
matematica. Por lo tanto, las ideas basicas a las que nos hemos referido antes (como las
de “longitud” o “cantidad discreta”) no son objetos matematicos, pero silo son los entes
convencionales que se definen a partir de ellas. Por ejemplo, la idea de cantidad no es
un objeto matematico, pero silo son los nimeros naturales. Establecida esta distincion,
puede formularse la siguiente pregunta; ;existen los objetos matematicos
independientemente de nosotros?

En realidad, la formulacién de la pregunta conlleva una ambigiiedad. En efecto,
;a qué se refiere la palabra “nosotros”? ;Se refiere a cada ser humano como individuo?
;0 a la especie humana en su totalidad?

Comencemos por formular una pregunta diferente: ;existen las fronteras
nacionales? Y en caso de que existan, ;jexisten independientemente de nosotros? Es
evidente que las fronteras nacionales son convenciones sociales que adoptan los seres
humanos. Por ejemplo, inmediatamente al norte y al sur de la frontera entre México y
Estados Unidos el aire, el suelo y el agua tienen exactamente la misma composicion
fisicoquimica. En un gran ntimero de casos las fronteras nacionales no nacen de un
hecho fisico objetivo, sino de una convencion politica (en muchos casos, basadas en
hechos de fuerza, como el desenlace de una guerra entre estados). Sin embargo, parece
inapropiado decir que esas fronteras no existen, ya que tienen consecuencias concretas,
y hasta decisivas, en la vida de las personas.

Parece evidente que las fronteras nacionales efectivamente existen de un modo
muy concreto. Pero ;existen independientemente de nosotros? Si por “nosotros”
entendemos cada persona individual, la respuesta es si. Ninguna persona por si misma
tiene el poder de modificar las fronteras nacionales porque las convenciones que las
sostienen involucran a millones de personas.

Sin embargo, es también evidente que, si la humanidad desapareciera, las
fronteras®® nacionales también desaparecerian; ya que son convenciones sociales
humanas. Por lo tanto, las fronteras existen independientemente de cada individuo,
pero no independientemente de la especie humana. Una reflexiéon similar puede
hacerse con respecto a las leyes, al dinero y a las instituciones humanas en general.

Los objetos matematicos, sostenemos, son también convenciones sociales. Estas
convenciones, como se dijo, expresan ciertas ideas intuitivas “basicas”, y, como en el

caso de las fronteras nacionales, las leyes y el dinero, existen con independencia de los

58 La obra de Searle (1995) contiene un estudio detallado de las convenciones que llevan a la construccion
de objetos sociales.
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individuos, pero no existen independientemente de la especie humana. Si la especie
humana desapareciera, la matematica desapareceria también; s6lo quedarian sus
registros escritos, de la misma forma que quedarian los mapas con las fronteras
nacionales trazadas en ellos.

Se puede argumentar en contra de esta tesis que, si hay, por ejemplo, dos piedras
en la cima de una montafia, entonces esa cantidad “dos” es un objeto matematico que
existe independientemente de que haya, o no sea, seres humanos. Nuestra respuesta
seria que la “cantidad dos” no es en si misma un objeto matematico. El objeto es la
convencion llamada “nimero natural”, que pueden adoptar algunos matematicos, y que
se inspira en esa cantidad, pero no se identifica con ella. Esta convencion necesita de un
cerebro humano para ser formulada, y dejaria de existir si los humanos desaparecieran,

como ocurriria con cualquier otra convencion.
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9. La teoria de conjuntos como caso de estudio

9.1. Diferentes convenciones posibles

En el capitulo anterior se ha defendido la tesis de que los nimeros naturales son
objetos matematicos definidos convencionalmente sobre la base de la idea intuitiva de
“cantidad discreta”. También se ha propuesto que esa idea intuitiva es
fundamentalmente invariable (probablemente porque esta implantada en nuestro
cerebro por la evolucion). Sin embargo, a pesar de la probable invariancia de la idea
intuitiva, las convenciones basadas en ellas pueden adoptar muchas formas diferentes.
Los numeros naturales positivos, por ejemplo, podrian representarse mediante grupos
de piedras: una piedra representaria al nimero 1, dos piedras al numero 2, y asi
sucesivamente. De hecho, hace aproximadamente 30.000 afios, algunos grupos de
homo sapiens del sur de Africa usaron una convencién muy similar: representaban los
enteros positivos mediante muescas hechas en huesos de animales. Si se adoptara la
convencion de las piedras, o la de las muescas, la suma equivaldria a la operacidn fisica
de agregar piedras (o muescas), mientras que la resta equivaldria a la operacién de
quitarlas.

Una convencion diferente adoptd Euclides en su obra E/lementos. En este caso,
los numeros naturales positivos son representados mediante objetos geométricos
(segmentos o rectangulos, principalmente). Segliin esta convencidn, la suma de dos
“nameros lineales”, es decir de dos segmentos, equivale a la operacién geométrica de
trazar uno de ellos a continuacién del otro.

Cada convencidn conlleva ciertos beneficios, y también ciertos costos, y puede
ser considerada como mas conveniente o menos conveniente dependiendo de qué
criterios se adopten para juzgarla. Por ejemplo, la convencion de las piedras o muescas
es muy facil de comprender (de hecho, es la primera convencién que usan los nifios
pequefios), pero es muy poco conveniente para trabajar con nimeros grandes. Por
ejemplo, es muy dificil basarse en esta convenciéon para demostrar que “Si 2™ — 1 es
primo entonces n es primo”. Por otra parte, es casi imposible apoyarse en la convencion
de las piedras o las muescas para definir los nimeros reales o los complejos. La

convencion geométrica euclidiana, por otra parte, permite trabajar con cierta facilidad
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con los numeros reales, pero tiene dificultades para definir los nimeros negativos o los
complejos.

En la actualidad, como es bien sabido, la convenci6on usual consiste en
representar a los objetos matematicos como conjuntos. Es decir, se toma al “conjunto”
como objeto primitivo (objeto que, a su vez, se basa en la idea intuitiva de “agregado de
objetos concretos”) y partir de €l se definen todas las demas entidades matematicas,
como los numeros y las funciones. ;Qué costos y beneficios conlleva la adopcion de la
convencion conjuntista? ;Como se resuelve el problema de la falta de unicidad de los

numeros naturales? Estas preguntas seran el tema del presente capitulo.

9.2. La teoria de conjuntos

Aunque es frecuente hablar de “la” teoria de conjuntos, en realidad, como ya se
ha mencionado en capitulos anteriores, no existe una unica teoria de conjuntos, sino
varias. En la practica matematica usualmente se utiliza la teoria ZFC, o bien NBG, o bien
la teoria intuitiva, dependiendo de la conveniencia. Todas estas teorias, tal como sucede
con las otras ramas de la matematica, estan basadas en convenciones. Las convenciones
de la teoria intuitiva, a su vez, se apoyan de manera directa en las percepciones
asociadas a las propiedades de los agregados “pequefios” de objetos fisicos. Las
convenciones de ZFC y de NBG tienen exactamente la misma base, a la que se agregan
cuestiones técnicas que tienen el objetivo de evitar las paradojas de la teoria intuitiva.

El hecho de que la teoria intuitiva de conjuntos es una extension de la teoria de
conjuntos finitos fue explicitado por el propio Cantor en 1883, en el articulo donde
presenta su teoria de los ordinales infinitos, Fundamentos para una Teoria General de

Conjuntos, En ese texto Cantor dice:

La precedente exposicion de mis investigaciones en teoria de conjuntos ha llegado a un
punto en el que su continuacién depende de una extension del verdadero concepto de
numero mas alla de los limites conocidos, y esta extensién va en una direccién que hasta
donde yo sé no habia sido explorada antes por nadie.

[...] Se trata de una extension o prosecucion de la serie de los verdaderos niimeros mas
alla del infinito; por atrevido que esto pueda parecer, estoy en condiciones de expresar
no solo la esperanza, sino la firme conviccién de que con el tiempo esta extension habra
de verse como algo totalmente simple, apropiado y natural. (Cantor 1883, trad.
Ferreir6s 2006: 85)
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En el capitulo anterior se argumenté que la aritmética postula sus definiciones y
axiomas sobre la base del comportamiento de las cantidades pequefas de objetos
discretos. De manera similar, como ya se ha adelantado, argumentaremos aqui que la
teoria intuitiva de conjuntos postula sus axiomas y definiciones sobre la base del
comportamiento de grupos pequerios de objetos concretos.

A modo de ejemplo, considérese la accion de contar con los dedos. Cuando se
cuenta de este modo, a cada miembro de un agregado pequefio de objetos, se le hace
corresponder un dedo diferente, bajo la suposicién implicita de que de este modo la
cantidad de dedos empleados sera igual a la cantidad de miembros del agregado que se
desea contar. Esta intuicion se formaliza mediante el enunciado que afirma que dos
conjuntos finitos tienen la misma cantidad de elementos si y solo si existe entre ellos
una correspondencia uno a uno. Observemos que si se toman como base la teoria de
conjuntos (sea ZFC o NBG), mas las convenciones asociadas a los nimeros naturales, en
particular el principio de induccién completa, entonces el enunciado puede ser
demostrado como teorema. En efecto, el enunciado “Dos conjuntos finitos tienen la
misma cantidad de elementos si y so6lo si existe entre ellos una correspondencia uno a

uno” es equivalente a:
“Para todo nuimero natural n > 1, si A y B son conjuntos finitos y A tiene n
elementos, entonces B tiene n elementos si y solo si entre A y B existe una
correspondencia uno a uno5%”. [1]

El enunciado [1] puede escribirse mas formalmente de la siguiente manera:

vnvm ((#(4) =n€N) A (#(B) =meN)) -
(n =m & (3f: A - B biyectiva))

Donde #(A) indica el cardinal de A. Llamemos P(n) a la expresion:
vm ((#(A) =neN)A#B)=mE€ N)) - (n =meo (3f:A- B biyectiva))

Entonces el enunciado [1] puede escribirse como “vYn > 1, P(n)”. Expresado de

este modo, tal como se indicé mas arriba, [1] puede probarse “por induccién en n”. Este

9 Alos efectos de este trabajo, las expresiones “correspondencia uno a uno” y “funcién biyectiva” seran
entendidas como sin6nimas.
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método consiste en demostrar en primer lugar que el enunciado P(1) es verdadero, y
luego que el enunciado “vn > 1 (P(n) - P(n + 1))” también es verdadero. Una vez
completadas estas dos demostraciones, el principio de induccién completa garantiza
que “VYn = 1, P(n)” es verdadero.

En resumen, si se aceptan las convenciones asociadas a los nimeros naturales, y
el hecho de que estos niimeros son los cardinales de los conjuntos finitos, entonces, el
enunciado “Dos conjuntos finitos tienen la misma cantidad de elementos si y sélo si
existe entre ellos una correspondencia uno a uno” puede probarse como teorema. Por
otra parte, Cantor postulé que esta propiedad se extiende a los conjuntos infinitos, y,
consecuentemente, propuso la definicion de que dos conjuntos infinitos son
coordinables (concepto que corresponde a la idea intuitiva de “tener la misma cantidad
de elementos”) siy sélo si existe entre ellos una correspondencia uno a uno. A partir de
esta definicion, por aplicacién de la l6gica clasica, y basandose en las convenciones que
definen a los conjuntos N, Q y R (entre ellas, la completitud de los reales discutida en el
capitulo anterior), Cantor deduce que N es coordinable con Q, pero no con R.

Como ya se indicd, en otro contexto, en el Capitulo 4, la teoria intuitiva de
conjuntos, en la formulacién original de Cantor, carecia de axiomas que estuvieran
enunciados explicitamente, asi como de un lenguaje formal. Se basaba solamente en
definiciones expresadas en lenguaje natural a partir de las cuales, por aplicacion de la
logica clasica, se deducian los diferentes teoremas. Ejemplo de estas definiciones son

las siguientes:

Por un ‘agregado’ (Menge) entendemos cualquier coleccibn en un todo
(Zusammenfassung zu einem Ganzen) M de objetos definidos y separados m de nuestra

intuicion o nuestro pensamiento. (Cantor 1895: 481)

Llamaremos por el nombre de “potencia” o “nimero cardinal” de Mal concepto general
el cual, por medio de nuestra activa facultad de pensar, surge del agregado M cuando
hacemos abstraccién de la naturaleza de sus varios elementos m y del orden por el que
estdn dados. (Cantor 1895: 482)

La primera contradiccidn en la teoria intuitiva de conjuntos fue descubierta por
el mismo Cantor en 1895. Esta paradoja se relaciona con el llamado conjunto de partes
de A (o conjunto potencia de A), que suele indicarse como §(A); este conjunto tiene
como elementos a cada uno de los subconjuntos de A. Por ejemplo, si A = {0,1} entonces
#(A) ={0,{0},{1},{0,1}}. Notese que A tiene dos elementos (su cardinal es 2),
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mientras que §(A) tiene cuatro elementos (su cardinal es 4). En general, si un conjunto
A tiene n elementos, el conjunto potencia g (A) tiene 2™ elementos (de alli el nombre
de “conjunto potencia”).

En 1895 Cantor demostré que cualquiera sea el conjunto A (finito o infinito), el
conjunto g (A) tiene un cardinal mayor que 4, en consecuencia, para cada A existe un
conjunto con un cardinal mayor que él. Intuitivamente, para todo conjunto infinito A
existe un conjunto de un orden de infinitud superior. La paradoja de Cantor surge
cuando se le aplica el teorema anterior al conjunto universal U, que puede entenderse
como el conjunto de todo lo que existe. En este caso, el teorema dice que g (U) tiene un
cardinal mayor que U, por lo tanto, existe un conjunto cuyo cardinal es mayor que U,
un conjunto de un nivel de infinitud superior al del conjunto universal. Esta conclusidn,
por supuesto, es contradictoria y constituye la llamada paradoja de Cantor.

Una paradoja similar fue hallada en 1897 por Césare Burali-Forti al considerar
el conjunto formado por todos los ordinales®. En efecto, Burali-Forti demostré que a
ese conjunto le corresponde un ordinal, que él llamo6 ), que es mayor que todos los
ordinales existentes. Pero (1 + 1 es también un ordinal, y es mayor que (). Es decir, Q es
el mayor de todos los ordinales, pero al mismo tiempo existe un ordinal mayor que él,
se llega asi a una contradiccién. (Conviene aclarar que hoy en dia el simbolo () designa
al primer ordinal no numerable, un concepto diferente del que hacia referencia Burali-
Forti.)

Cantor intentd superar estas dificultades estableciendo una distincién entre
“conjuntos disponibles” (o “consistentes”) y “conjuntos no disponibles” (o

“inconsistentes”).

Se entiende por conjunto disponible toda multiplicidad en la cual todos los elementos
pueden ser pensados sin contradicciéon como coexistentes, y por tanto como una cosa
en si. (Cantor: carta a David Hilbert fechada en Halle, 10 de octubre de 1898. Traduccién

en Ferreirds 2006: 255)

En los conjuntos no disponibles, entonces, los elementos no pueden ser
pensados como formando una totalidad, y por lo tanto no se les puede atribuir un
cardinal, ni tampoco un ordinal. Ambas paradojas se resolverian, entonces, mediante el
procedimiento de demostrar que tanto el conjunto universal, como el conjunto de todos

los ordinales, son no disponibles. Entre 1897 y 1899 Cantor expuso estas ideas en su

60 Véase van Heijenoort (1976: 110-111).
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correspondencia con David Hilbert y con Richard Dedekind (véase Ferreiréds 2006: 252-
266); sin embargo, ninguno de ellos llegd a aceptar la idea de las “totalidades
inconsistentes”, por lo que Cantor nunca public6 esta propuesta.

Como se indico en el Capitulo 4, Gottlob Frege propuso una formalizacion
rigurosa de la teoria de conjuntos, y también un modo de definir, a partir de la teoria de
Cantor, todos los conceptos de la aritmética. El resultado de este trabajo fue su obra Die
Grundlagen der Arithmetik (Fundamentos de la Aritmética), en dos volumenes
publicados en 1893 y 1903 respectivamente.

En el primer volumen de la obra, entre los axiomas de la teoria de conjuntos,
Frege incluia el llamado axioma de comprension, que dice esencialmente que si P(x) es
una férmula bien formada con una variable libre x entonces el conjunto A = {x : P(x)}
existe. Notese que el axioma afirma que Vx(x € A & P(x)), en otras palabras, si P(x)
expresa una propiedad entonces existe el conjunto formado por todos los objetos para
los cuales esa propiedad es verdadera.

Es importante observar que hacia fines del siglo XIX en la practica matematica
se usaba libremente del axioma de comprension al trabajar con nimeros, funciones,
estructuras algebraicas o cualquier otro tipo de objeto matematico. No sucedia lo
mismo con el conjunto universal o con el conjunto de todos los ordinales, objetos que
eran ajenos al trabajo diario de la mayoria de los matematicos. Por ese motivo, aunque
las paradojas descubiertas por Cantor y Burali-Forti no provocaron una grave
preocupacion, solo se desat6 una crisis cuando en 1903 Bertrand Russell descubrid la
paradoja que hoy lleva su nombre, la cual prueba que el axioma de comprension es
autocontradictorio.6!

Como se indico en el Capitulo 3, la paradoja de Russell surge al considerar el
conjunto R = {x : x € x}, el cual, seglin el axioma de comprension, existe, y ademas

verifica que Vx(x € R & x & x). Puede formularse entonces la siguiente deduccién:

1.Vx(x € A & P(x)) (Axioma de comprension)

2.R = {x : x & x} existe. (Consecuencia de 1)

3.Vx(x ER & x € x). (Por definicién del esquema {x : P(x)})
4 RER-RER (Consecuencia de 3, tomando x = R)

61 Para un estudio histérico detallado de este tema véase Garciadiego (1992).
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Pero la ultima afirmaciéon es de la forma “Q < (=Q)”, y por lo tanto es
autocontradictoria. Se concluye asi que del axioma de comprension de Frege se deduce
una contradiccion, por lo que el axioma es en si mismo contradictorio.

La crisis provocada por el descubrimiento de la paradoja de Russell se resolvié
gracias a la formulacion de diferentes teorias axiomaticas de conjuntos, las cuales, hasta
donde se sabe, evitan la paradoja de Russell, asi como las de Cantor y Burali-Forti. Las
dos teorias axiomaticas mas usadas en la actualidad, como ya sefialamos, son ZFC, la
teoria de Zermelo-Fraenkel con el axioma de eleccion, y la teoria NBG o teoria de von
Neumann, Bernays y Godel. Sin embargo, con la sola excepcion de los especialistas en
logica y en teoria de conjuntos, la practica matematica usual sigue empleando la teoria
intuitiva de conjuntos de Cantor y no apela a ZFC, ni a NBG (ni a ninguna otra teoria
axiomatica). Esto se debe a que la mayoria de las ramas de la matematica nunca, o casi
nunca, necesitan trabajar con conjuntos tan abarcadores como para generar el riesgo
de una paradoja. En otras palabras, casi nunca requieren de los conjuntos que Cantor
llamaba “inconsistentes”.62

A modo de ejemplo, consideremos el siguiente fragmento extraido del capitulo
introductorio de un libro de texto de calculo superior. En ese capitulo se explican los

prerrequisitos que el lector necesita conocer sobre la teoria de conjuntos.

Consideremos ahora los conjuntos. Imaginamos un conjunto como un agregado de
objetos, sean estos ndmeros, simbolos arbitrarios, o entidades. Un conjunto es

identificado en una de estas dos formas:

o exhibiendo sus miembros;
o listando todas las caracteristicas distintivas que tienen los miembros y que los

no-miembros no tienen.

Una de las nociones mas basicas es la igualdad de conjuntos. Los conjuntos A y B son
iguales, se escribe A = B, cuando y sélo cuando contienen los mismos miembros.
(Sprecher 1970: 4)

A continuacidn, el texto de Sprecher define la unién y la interseccion de
conjuntos, asi como otras operaciones y conceptos de uso frecuente, siempre dentro del

contexto de la teoria intuitiva. Incluso los libros de texto de topologia, rama de la

62 Para una historia detallada de la teoria de conjuntos véase Ferreir6s (2007). Aqui nos hemos limitado
a mencionar algunos episodios significativos.
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matematica que contiene ejemplos relacionados con los ordinales transfinitos, ofrecen
de manera intuitiva los elementos de teoria de conjuntos que necesitan.

La razon basica por la cual la teoria intuitiva de Cantor, aunque se ha probado
que es inconsistente, sigue empleandose de manera generalizada es que parece
contener muchas subteorias “Utiles” que son consistentes. Por ejemplo, no se ha
encontrado contradiccion alguna en la teoria cantoriana de los conjuntos finitos ni en
la de los conjuntos infinitos que tienen la cardinalidad del continuo. Tampoco en
conjuntos infinitos mas grandes que el continuo, aunque todavia suficientemente
pequefios. De hecho, la matematica hace poco uso de conjuntos de cardinalidades
grandes (en el sentido propiamente conjuntista del término). Los cardinales grandes se
estudian por su interés intrinseco, pero no en razén de sus aplicaciones. Ademas, se
puede caracterizar claramente cudles son los conjuntos inconsistentes: son todos
aquellos que resultan biyectables (es decir, admiten una biyeccién) con la clase
universal o el conjunto de todos los conjuntos. Algunos ejemplos son el conjunto de
todas las funciones y el conjunto de todos los pares ordenados, que los matematicos
nunca emplean en la demostracidn de teoremas. Respecto de los conjuntos que no son
biyectables con la clase universal, hasta el momento no se han hallado contradicciones
en la teoria. Puede decirse, entonces, que se puede aceptar, con cierto grado de certeza
(aunque no se haya demostrado formalmente), que la subteoria consistente de la teoria
de Cantor es aquella que se refiere a todos los conjuntos que no son biyectables con la
clase universal. Esa subteoria incluye, de hecho, a la totalidad de los conjuntos a los que
se refieren los matematicos en su practica cotidiana.

En conclusion, la practica matematica hace uso fundamentalmente de la teoria
intuitiva de conjuntos, y evita las paradojas mediante el procedimiento de eludir la
referencia a los conjuntos biyectables con la clase universal (aquellas que Cantor
llamaba “inconsistentes”). Esta conclusion es consistente con la postura
convencionalista presentada en el capitulo anterior. En efecto, como ya se ha dicho, las
convenciones de la teoria intuitiva se basan en las propiedades percibidas en los
agregados pequefios de objetos concretos. Las teorias axiomaticas ZFC y NBG se basan
esas mismas convenciones, a las cuales se les agregan convenciones técnicas destinadas
a evitar las paradojas conocidas. En el caso de ZFC la convencion consiste en restringir
el modo en que se pueden definir los conjuntos, de tal modo que los conjuntos
“inconsistentes” simplemente no puedan ser definidos. La solucién que propone la
teoria NBG, en cambio, consiste en formalizar rigurosamente la clasificacién intuitiva
de Cantor entre conjuntos “consistentes” e “inconsistentes”, los primeros pasan a ser

llamados “conjuntos” y los segundos, “clases propias”. La diferencia entre unos y otros
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consiste en que los conjuntos pueden son elementos de otros conjuntos, mientras que
las clases propias no lo son.®3 Pero la teoria intuitiva, asi como NBG y ZFC, se basan en
las mismas intuiciones basicas, por lo tanto, resultan equivalentes en cualquier
situacion en la que los tecnicismos que evitan las paradojas no sean estrictamente
necesarios. En consecuencia, los matematicos, por razones de conveniencia y
simplicidad, adoptan (la mayor parte del tiempo) la convencién de emplear la teoria

intuitiva de conjuntos.

9.3. La convencion conjuntista

(Por qué la convencidn conjuntista, es decir, la eleccién de definir los objetos
matematicos a partir de los conceptos de la teoria de conjuntos, se ha impuesto de una
manera casi universal? La respuesta a esta pregunta, entendemos, es que la teoria de
conjuntos provee a la matematica de un lenguaje con la potencia y la adaptabilidad
suficientes como para expresar todos los conceptos que emplea esa disciplina; al
menos, todos los conceptos que la matematica ha usado hasta la actualidad. La
convencion conjuntista, ademas, no obliga a modificar la l6gica clasica, subyacente a la
practica matematica; como si sucederia si se adoptara la matematica intuicionista, y que
fue uno de los motivos por los cuales el intuicionismo no logré imponer su vision de la
matematica.

Estrictamente hablando, no hay forma de demostrar que una convencion es
mejor que cualquier otra en un sentido absoluto; s6lo pueden proponerse diferentes
criterios para preferir alguna convencidn por sobre la otra. Algunos criterios posibles
son la facilidad de aplicacién, la simplicidad y la unificacién semantica, criterios que
favorecen a la convencion conjuntista. Mas adn, conceptos como el de “grupo” o el de
“anillo”, que comenzaron a ser estudiados en la primera mitad del siglo XIX, es decir,
antes del desarrollo del lenguaje conjuntista, son estipulados en la actualidad como
conjuntos. La misma situacion ocurre en el caso de los nameros y las funciones. (Por el
contrario, conceptos como el de “espacio topoldgico” parecen depender completamente

del lenguaje de la teoria de conjuntos para ser expresados.)

8 Para una comparacion sistematica entre las teorias ZFC y NBG véase Fraenkel, Bar-Hillel & Levy (1973).
Se ha probado que la NBG es una extensidn conservativa de ZFC. Otra teoria axiomdtica de conjuntos es
la de Kelley-Morse (KM), que fue presentada por primera vez en Kelley (1955) y luego completada y
sistematizada por Morse (1965). Esta teoria no es una extension conservativa de ZFC ni de NBG. Se ha
probado que si KM es consistente, entonces, ZFC y NBG también lo son, pero no a la inversa. La teoria KM
ha sido poco utilizada por los matematicos, por lo que no nos ocuparemos de ella aqui.
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En resumen, el lenguaje conjuntista es elegido universalmente como el lenguaje
de la matematica porque permite unificar semanticamente objetos tan disimiles como
los nameros, las funciones, las estructuras algebraicas, las geometrias no euclidianas y
el calculo de probabilidades. Esta convencidn no es subjetiva, ni arbitraria, ni tampoco
definitiva ni inamovible; por el contrario, es revisable a la luz de la experiencia, y del
desarrollo ulterior de la practica matematica. Por ejemplo, el eventual desarrollo de
nuevas ramas de la matematica que no sean reductibles a la teoria de conjuntos podria
obligar a adoptar, total o parcialmente, convenciones diferentes. Sin embargo, los
cientificos tienden a ser conservadores con las convenciones, por lo que es razonable
conjeturar que solamente una necesidad muy imperiosa forzaria al abandono de la

convencion conjuntista.t4

9.4. Algunas reducciones de los niimeros a conjuntos

En la actualidad, como ya se ha observado, todos los objetos de la matematica se
definen usando el lenguaje conjuntista; esto sucede, en particular, con los nimeros
naturales. Sin embargo, la reduccion de los nimeros naturales al lenguaje conjuntista
puede adoptar diversas formas. En lo que sigue, se analizaran los costos y los beneficios
de diversas reducciones, es decir, de las diferentes maneras convencionales de definir
a los nimeros naturales mediante el lenguaje conjuntista.

Historicamente, la primera definicion de los nimeros naturales mediante el
lenguaje conjuntista fue propuesta en 1908 por Ernst Zermelo. En la reduccion de
Zermelo el numero 0 se define como el conjunto vacio; es decir, 0 = @. El nimero 1 se
define como el conjunto cuyo tnico elemento es el 0, o sea, 1 = {0} = {@}. El nimero 2
se define como el conjunto cuyo tnico elemento es el nimero 1, es decir, 2 = {1} =
{{@}}. Y asi sucesivamente. En resumen, la reduccién propuesta por Zermelo comienza
con estas definiciones:

0=09
1={0}= {0}
2={{o}}={1)

3={{o}}} =

64 Acerca de la menra en que la matematica se deduce de la teoria de conjuntos véase, entre otras, la obra
de Kunen (2009).
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En 1923 John von Neumann propuso una reduccion diferente. En ésta, como en
el caso anterior, los niumeros 0 y 1 se definen, respectivamente, como el conjunto vacio
y el conjunto cuyo unico elemento es el 0. El nimero 2, por el contrario, se define como
el conjunto formado por el 0 y el 1; el nimero 3 es el conjunto formado porel 0,el 1y
el 2, y asi sucesivamente. En resumen, la reducciéon propuesta por von Neumann

comienza con:

0=0

1={0}={0}

2={0,(0}} = (0.1}
3={0,(0),{0,(0}}} = (01,2

En ambos casos la reduccién sigue fundamentalmente el mismo tipo de
esquema: se elige en primer lugar un “elemento inicial”, es decir, un primer conjunto
que representara al nimero 0 (en ambas reducciones este primer elemento es el
conjunto vacio). A continuacion, se define una “funcién sucesor” S(x). Finalmente, se
define 1 = S(0), 2 = S(1), y asi sucesivamente. En la reducciéon de Zermelo la funciéon
sucesor es S(n) = {n}, mientras que en la de von Neumann es S(n) = n U {n}. Por
ejemplo, para Zermelo 2 = S(1) = {1}, mientras que para von Neumann, en cambio, es
2=S5(1)=1vu{1}={0}u {1} = {0,1}. Esta observacion sugiere una manera general
de proponer otras reducciones de los nimeros naturales a conjuntos: basta con definir
un primer elemento y una funcién sucesor. Una opcion consiste, por ejemplo, en definir
0=0y S(n) =g(n); a esta definiciéon la llamaremos la “convencién del conjunto
potencia”. En esta nueva reduccion los primeros niimeros estan representados por los

conjuntos que se muestran a continuacion.

0=0

1=p(®) = {0} = {0}

2 =p(1) = p{0}) = {0,{0}} = {0,1}

3 =p(2) = p({0,1}) = {0,{0}, {1}, {0,1}} = {0,1,{13}, 2}

Adviértase que tanto la eleccion del primer elemento de la secuencia de los
naturales, como la definicién del sucesor de un nimero natural son enteramente
convencionales. Parece “natural”, en algiin sentido intuitivo del término, identificar al

numero cero con el conjunto vacio (como ocurre en los tres ejemplos de reducciones
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que se han presentado), pero esa es s6lo es una convencion posible entre otras. En
principio, se lo podria identificar con cualquier conjunto, finito o infinito.

En la actualidad, los matematicos se inclinan casi unanimemente por la
definicion de von Neumann.t5 Tal preferencia se debe seguramente a que esta
convencion conlleva mas beneficios (o menos costos) que la de Zermelo o que otras
convenciones posibles, como la del conjunto potencia. A continuacion, se analizaran los
costos y los beneficios de cada una de las tres convenciones mencionadas.

Un beneficio comtn a las tres convenciones consiste en que cada niimero natural
estd representado por un conjunto finito. Pero en el caso de la convencién de von
Neumann se da el beneficio adicional de que cada conjunto tiene el mismo cardinal que
el nimero que representa. Esta dltima condiciéon no se cumple en la convencion de
Zermelo (donde, con la sola excepcidn del conjunto vacio, todos los conjuntos tienen un
elemento), ni tampoco en la convencion del conjunto potencia (donde, una vez mas con
la sola excepcidn del conjunto vacio, todos los conjuntos tienen un cardinal que es
potencia de 2).

Un beneficio que es comun a la convencién de von Neumann y a la de Zermelo
es que en ambas los conjuntos que representan a los nidmeros naturales tienen como
elementos nimeros mas pequefios. Por ejemplo, para Zermelo 3 = {2}, y para von
Neumann 3 = {0,1,2}. En cambio, adoptar la convenciéon del conjunto potencia
implicaria el costo de admitir la posibilidad de que los elementos de un nimero no sean
todos ellos numeros. Por ejemplo, para la convencién del conjunto potencia 3 =
{0,1,2,{1}} y entonces {1} € 3, pero {1}, en esta convencidn, no representa ningin
numero.

Sin embargo, entendemos que el principal beneficio de la convencién de von
Neumann, beneficio del que carecen las otras convenciones mencionadas, es que puede
ser extendida de manera muy simple a los ordinales infinitos. En efecto, nétese que el
primer ordinal mayor que 0 es {0}, el primer ordinal mayor que 0 y 1 es {0,1}, y el
primer ordinal mayor que 0, 1y 2 es {0, 1, 2}. Por lo tanto, resulta simple, coherente y
conveniente definir al primer ordinal infinito, w, como el conjunto formado por todos
los ordinales finitos, es decir, w = {x : x es un ordinal finito}. De la misma forma, el
primer ordinal no numerable se define como el conjunto formado por todos los

ordinales numerables.

65 Para una detallada defensa de la definicién de von Neumann véase Steinhart (2002). Los argumentos
de Steinhart, en nuestra opinién, no prueban que los nimeros naturales sean los ordinales finitos de von
Neumann, sino solo que es conveniente considerarlos de esa manera.

163



En la convencién de Zermelo, en cambio, no existe una manera clara de pasar de
los ordinales finitos a los infinitos. En efecto, dado que en este caso los ordinales finitos
son @,{0}, {{(Z)}}, {{{@}}},..; si se quisiera mantener la regularidad, el primer ordinal
infinito deberia definirse como w = {...{@} ...}, donde los pares de llaves “{...}” aparecen
una cantidad infinita numerable de veces. Sin embargo, tal expresidon no pertenece al
lenguaje de la teoria de conjuntos, ya que, en éste, cada simbolo sdlo puede aparecer
una cantidad finita de veces. En otras palabras, en la convencién de Zermelo la
definicion del primer ordinal infinito implica necesariamente un quiebre con la
definicion de los ordinales finitos.

De forma similar, en el caso de la convencion del conjunto potencia los ordinales
finitos son @, $(0), go(,go(q))), ... Por lo tanto, el primer ordinal infinito deberia definirse
como £(4(...(d) ...)), donde el simbolo “” aparece una cantidad infinita numerable
de veces. Se observa asi que en esta convencion al definir el primer ordinal infinito se

produce necesariamente un quiebre con la definicion de los ordinales finitos.

9.5. Condiciones de adecuacion para una reduccién de los niimeros a conjuntos

Un beneficio comun a las tres reducciones mencionadas consiste en que la
definicion formal de los conjuntos que aparecen en ellas, asi como la demostracion de
sus propiedades basicas, requieren solamente de los axiomas mas elementales de
cualquiera de las teorias axiomaticas de conjuntos usuales. Axiomas que también son
validos en la teoria intuitiva. Por ejemplo, ninguna de esas reducciones requiere del
axioma de eleccion, ni del axioma de regularidad (que dice, esencialmente, que ningin
conjunto puede ser elemento de si mismo).

De hecho, no solo los conjuntos que aparecen en las definiciones conjuntistas de
los nimeros naturales, sino también en las definiciones conjuntistas de los nimeros
enteros, asi como los racionales, reales y complejos, pueden ser definidos en el contexto
de la teoria intuitiva de conjuntos. Este es la razon por el cual casi todas las ramas de la
matematica pueden basarse en la teoria intuitiva (cuyas convenciones son mas
simples) y prescindir de las complejidades y restricciones lingtiisticas de las teorias
axiomaticas. Puede considerarse esta caracteristica como una propiedad deseable de
cualquier reduccidon de los nimeros a conjuntos: que pueda ser formalizada en el
contexto de la teoria intuitiva de conjuntos. ;Qué otras condiciones deberia cumplir una
reduccion de los numeros naturales a conjuntos?
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Notese en primer lugar que, para que la reduccién sea adecuada, la “funcion
sucesor” deberia ser elegida de tal manera que cada conjunto generado sea diferente
de todos los anteriores. Por ejemplo, se consideraria inadecuado definir S(@) = {@} y

S({@}) = @. En efecto, esta definiciéon conduciria a la convencion que comienza asi:

0=0
= {0}
=0
= {0}
4=0

La falta de adecuacién se debe a que resultaria, por ejemplo, que 0 = 2.
Obsérvese que el hecho de que esta convencidon sea inadecuada demuestra, una vez
mas, que existe una idea intuitiva previa a la definicién conjuntista de los nimeros
naturales. Una idea que nos dice que cada nimero natural es diferente de todos sus
predecesores.

Por otra parte, en principio podria soslayarse la condicién de que todos los
conjuntos sean finitos. Por ejemplo, puede proponerse la siguiente convencién, que
llamaremos “convencion del complemento”. En ella, el primer elemento es N, mientras
que la funcién sucesor es S(n) = n \ {n}. Los primeros nimeros naturales quedan
definidos, entonces, de la siguiente manera:

0=N

1 =N\ {0}

2 =N\{0,1}
3=N\{0,1,2}

El costo de esta definicion consiste en que es impredicativa, ya que la definicion
de cada nimero natural presupone la existencia del conjunto que los contiene a todos.
Sin embargo, es posible modificar esta reduccion de tal modo que no sea impredicativa.

En efecto, considérese en primer lugar el “axioma de infinitud”, que es el mismo
tanto para ZFC como para NBG. Este axioma dice que existe un conjunto A que contiene
al conjunto vacio, y tal que si x pertenece a él entonces x U {x} también pertenece a él.
Usualmente este axioma se interpreta en el sentido de que el conjunto vacio es el
numero 0, que x U {x} es el sucesor de x, y que A es N. Pero puede eludirse esta

interpretacién y considerarse que A = {0,{0}, {0, {®}}, ...} sin atribuirle un significado
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ulterior. Ndotese que resulta evidente que cualquier reduccién no impredicativa de los
numeros naturales, que esté basada en conjuntos infinitos, requiere de la definicién
previa de al menos un conjunto infinito.

Establecidas estas definiciones, puede proponerse la siguiente reduccion, que se

basa en conjuntos infinitos y que no es impredicativa.

0=A4
1=A4\{0}
2 =A\{0,{0}}

3=A\{0.{0}.{0,{0}}}

Esta reduccion permite, sin alterar la regularidad, definir el primer ordinal
infinito como w = @, pero no sucede lo mismo con el ordinal w + 1, ni con los demas
ordinales infinitos.

En resumen, las propiedades de adecuacién deseables que deberia satisfacer

toda reduccion de los nimeros naturales a conjuntos son las siguientes:

i) La existencia y las propiedades de los diferentes conjuntos tienen que ser
demostrables en el contexto de cualquier teoria axiomatica de conjuntos (y, en

consecuencia, en la teoria intuitiva).

ii) Todos los conjuntos tienen que ser finitos; o, en su defecto, las definiciones no

deben ser impredicativas.

iii) La reduccidn tiene que ser extensible de manera no equivoca a la definicién

de los ordinales infinitos.

iv) La reduccién tiene que ser biunivoca: cada conjunto empleado en la
reduccion tiene que corresponderse exactamente con un numero natural
diferente.

Finalmente, aunque estas condiciones limitan las convenciones posibles, no
determinan una unica convencioén. Por el contrario, son muchas las convenciones
posibles que cumplen las cuatro condiciones de adecuacion arriba indicadas. Por
ejemplo, sea f es una funcion inyectiva cualquiera que a cada conjunto A le asigna un

conjunto f(A). Entonces puede definirse la convencién-f de la siguiente manera: 0 = @
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y S(n) = f({0,1,...,n — 1}); para esta convencion, el primer ordinal infinito es w =
f({0,1,...}). Notese que la convencion de von Neumann es el caso particular de la
convencion-f en el que f(A4) = A.

9.6. Costos de las reducciones

Un costo de cualquier reduccion de los nimeros naturales a conjuntos es la
existencia de enunciados referidos a los nimeros naturales, bien formados en el
lenguaje conjuntista, pero ajenos a la aritmética tradicional (asi como a la idea intuitiva
de numero). Estos enunciados, por otra parte, seran verdaderos o falsos dependiendo
de cudl sea la convencidn que se elija. A continuacién, se muestran algunos ejemplos
(donde n y m son nimeros naturales):

a) Sin < mentoncesn € m.
b) Sin < m entonces m € n.
c) Sin < mentoncesn C m.

d) Sin < m entoncesm c n.

También tiene sentido preguntarse por el resultado de operaciones que son
ajenas a la aritmética tradicional, pero que son validas entre conjuntos. Entre ellas, n U
mnnNnmyn\m.

En cuanto al valor de verdad de los enunciados, tanto si adopta la reduccion de
von Neumann, como la del conjunto potencia, los enunciados a) y c) se transforman en
verdaderos, mientras que b) y d) resultan ser falsos. Es decir, en ambos casos, sin < m,
entonces, n € m y n € m. Por otra parte, para la reduccién de von Neumann, n Um =
mynnm=nn\m=0ym\n={n+1,..,m},porlotanto, la diferencia conjuntista
entre dos numeros no siempre es un numero.

En cuanto a la reduccion de Zermelo, n € m siy s6losim =S(n),ysin<m
entonces n ¢ m. Por otra parte, siempre para n <m, vale que nNnm =20, sin >0
entoncesn Um = {n — 1,m — 1}, que no es un namero. Por otra parte,n\m =nym\
n = m. De este modo, los enunciados; 3 € 5;3c5;3U5=5y3n5=3sonverdaderos
segun la definicion de nimero natural de von Neumann y falsos segun la de Zermelo.
Porsuparte,3 ¢ 5;3z5;3uU5={2,3}y3n5=0sonverdaderos segtin la de Zermelo
y falsos segun la de von Neumann. Otros enunciados son verdaderos en las dos: 3 € 4;
3u3=33n3=3.
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A continuacion, se presentan de manera sistematica las cuatro reducciones de
los nimeros naturales a conjuntos analizadas en este capitulo, y se enuncian de forma
generalizada las propiedades de cada una de ellas respecto de las relaciones y
operaciones entre conjuntos. De esta manera, podran advertirse claramente las

semejanzas y diferencias entre cada una de ellas.

A) Reduccion de Zermelo

Primer elemento: &
Sucesor: S(x) = {x}

Numeros naturales:

0=J
1={<}
2={J}}

3 ={{<}}}
Propiedades:

1) Vx Vy ((x ey)o(y = S(x)))
2)Vx Vy (2(x cy) A=(y = X))
3 VxVy(xny=0)
4)VxVyvVz(xuy=z AN z¢N)
D) VxVy (x\y=x)A(y\x = y)

B) Reduccién de von Neumann

Primer elemento: &

Sucesor: S(x) = x U {x}

Numeros naturales:

0=0
1= {2}
2=1{9,{}}

3=1{J, {}, {JT, {I}}}

Propiedades:
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DVxVy((xey) o (x<y))

2) Vx Vy ((xcy) & (x<y))

) VxVy (x Ny =x) & (x<y))

HVxVy (xwy=y) o (x<y))

5)Vx Vy ((x\y =0) & (x<y))

6) VxVyVz(x>y)=> (x\y=2z A z¢N))

C) Reduccién del conjunto potencia

Primer elemento: &
Sucesor: S(x) = @(x)

Nuameros naturales:

0=yY

1={J}

2={J,{}}

3={J,{J}, {{o}}, {4, {F}}}

Propiedades:

DVxVy((xey) < (x<y))

2)VxVy ((xcy) « (x<y))

3)VxVy (xny =x) < (x<y))

HVxVy (xvy=y) o (x<y)

5) VxVy ((x\y = 0) & (x<y))

6) VxVyVz(x>y)—>(x\y = z A zgN))

D) Reduccién impredicativa

Primer elemento: N
Sucesor: S(x) = N\ x

Numeros naturales:
0={0,1,23,..}
1={1,2,3,4,..}
2={2,3,4,5,..}
3={3,4,5,6, ...}
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Propiedades:

DVvxVy((xey) o (x>y))A(yex) o (x<y))
2)VxVy ((xcy) o (x> y) A ((ycx) < (x<y))
) VxVy (xny=y) o (x<y)
4)VxVy (x vy =x) & (x<y))
S5)VaxVy(x>y) > (x\y=T A D ¢N))

6) VxVyVz ((x<y)—= (x\y =2z Az ¢N))

Adviértase que tanto la reduccion de Zermelo como la de von Neumann tienen
un costo en comun: en cada una de ellas existen operaciones entre nimeros naturales
cuyo resultado no es un nimero natural. Segtiin la convencién de Zermelo, la unién entre
dos nimeros naturales nunca es un nimero natural, mientras que segtn la convencion
de von Neumann, el complemento relativo entre dos nimeros naturales no siempre es
un namero natural. Mas aun, el resultado de esas dos operaciones es un conjunto que
no puede identificarse con ninglin nimero en absoluto (ya que es posible probar que
tampoco es un numero entero, racional, real o complejo, al menos, segin las
convenciones usuales). En la aritmética tradicional, en cambio, esa situacién no se
presenta porque toda operacién numérica es cerrada en el conjunto de los nimeros
complejos.

Por otra parte, puede verse que la reducciéon que llamamos “del conjunto
potencia” tiene las mismas propiedades que la de von Neumann, por lo que no implica
ninguna ventaja respecto de esta, pero tiene las dificultades que se han sefialado antes.
Por ultimo, la reduccién del complemento, que también hemos llamado impredicativa,
tiene la consecuencia de que hay operaciones entre nimeros naturales cuyo resultado
no es un numero natural. En esta reduccion, el conjunto vacio no es un nimero natural
y el complemento relativo entre dos numeros naturales cualesquiera nunca es un
numero natural (puesto que o bien es vacio, o bien es un conjunto finito).

Por ultimo, si consideramos las cuatro condiciones de adecuacion que hemos
presentado, advertimos que todas las reducciones son biunivocas y pueden definirse
en cualquier teoria axiomatica de conjuntos. La definicion impredicativa tiene la
dificultad de que cada nimero natural se identifica con un conjunto infinito, cuando
parece mas natural identificarlo con un conjunto finito, como ocurre en las otras tres
definiciones. Por otra parte, la definicion de Von Neumann es la inica de las cuatro que
hemos considerado que resulta extensible de manera no equivoca a todos los ordinales

infinitos. Asi pues, es la inica que cumple todas las condiciones de adecuacion, por lo
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que resulta preferible cuando se la compara con las demas. Como ya sefialamos, no se
sigue de alli que seala mejor convencion posible en un sentido absoluto. Los desarrollos
futuros de la matematica podrian implicar que esa definicion no es apropiada para
ciertos fines y deberia reemplazarse por otra mas adecuada. Pero hasta el momento,

esta situacion no se ha presentado.

9.7. El dilema de Benacerraf

En el Capitulo 5 se ha analizado el dilema de Benacerraf. Expresado brevemente,
este dilema plantea la pregunta de qué es el numero 2. ;El namero 2 es {{#}}? ;0 el
numero 2 es {@, {@}}? ;O bien otro conjunto?

Desde el punto de vista de la solucion convencionalista que se ha propuesto en
el capitulo anterior, la respuesta a la pregunta de qué es el nimero 2 es la siguiente: el
“namero 2” es la formalizacion en el lenguaje matematico de una idea intuitiva basada
en nuestras percepciones de las “cantidades pequefias”. De hecho, el nimero 2 es una
idea asociada a la intuicién que podemos describir como “la cantidad de piedras que
tendré en la mano si tomo una piedra y a continuacion agrego otra” o “la cantidad de
progenitores de un ser humano”. Como se ha visto en este capitulo, esa formalizacién
puede adoptar diversas formas, por ejemplo, el 2 puede definirse como {{@}}, o como
{0,{0}}, o de muchas otras maneras. La eleccién de la formalizacion es solamente
convencional.

En consecuencia, a la pregunta original de Benacerraf, “;El nimero 2 es igual a
{{?}}, o es igual a {@,{0}}?”, la respuesta que corresponde dar es: “depende de la
convencion que se adopte”. Pero, ademas, Benacerraf se preguntaba por qué el numero
2 no puede ser “Julio César”. La respuesta es que el numero 2 podria ser “Julio César”.
En efecto, se podria adoptar una convencion en la que los nimeros naturales fuesen
nombrados por personajes historicos, o por frases del idioma castellano (o cualquier
otro). Una convencidn asi seria legitima, pero, como dice Jorge Luis Borges en la cita

siguiente, implicaria muchos mas costos que beneficios.

Me dijo que hacia 1886 habia discurrido un sistema original de numeracién y que en
muy pocos dias habia rebasado el veinticuatro mil. No lo habia escrito, porque lo
pensado una sola vez ya no podia borrarsele. Su primer estimulo, creo, fue el desagrado
de que los treinta y tres orientales requirieran dos signos y tres palabras, en lugar de

una sola palabra y un solo signo. Aplic6 luego ese disparatado principio a los otros
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numeros. En lugar de siete mil trece, decia (por ejemplo) Mdximo Pérez en lugar de
siete mil catorce, £/ Ferrocarril, otros nimeros eran Luis Melian Lafinur, Olimar, azufre,
los bastos, la ballena, gas, la caldera, Napoleon, Agustin de Vedia. En lugar de quinientos,
decia nueve. Cada palabra tenia un signo particular, una especie marca; las dltimas muy
complicadas... Yo traté de explicarle que esa rapsodia de voces inconexas era
precisamente lo contrario de un sistema numeracion. Le dije que decir 365 era decir
tres centenas, seis decenas, cinco unidades; analisis no existe en los “niumeros” £/ Negro
Timoteo o manta de carne. Funes no me entendio6 o no quiso entenderme. (Borges 1944:
116)

La convenciéon propuesta por Funes no es incorrecta, asi como no seria
incorrecta una convencién que identificara a la “cantidad 2” con el nombre “Julio César”.
Sin embargo, convenciones como estas implicarian un costo atin mas alto que el de
representar a la “cantidad 3” con tres piedras, o a la “cantidad 12” con ||||||||||||- Es
decir, como se dijo en la introduccidn a este capitulo, haria sumamente dificultosa la
definicion de los nimeros negativos, asi como la de los racionales, reales y complejos;

y haria casi imposible asimismo la definicion de las estructuras algebraicas.

9.8. La Hipétesis del Continuo

;Qué dice la solucién convencionalista sobre de la Hipoétesis del Continuo? Los
axiomas y las definiciones de cualquier teoria axiomatica de conjuntos son
convencionales, sin embargo, tal como sucede con las reducciones de los nameros
naturales a conjuntos, estos axiomas y definiciones deben cumplir ciertas condiciones
de adecuacién, una de ellas consiste en que la teoria tiene que ser logicamente
consistente, condicion que no puede ser demostrada de manera absoluta, pero si puede
ser refutada por el hallazgo de alguna paradoja. En consecuencia, el estatus de las
teorias axiomaticas de conjuntos es similar al de las teorias fisicas, en el sentido de que
nunca podran ser verificadas en forma absoluta, aunque pueden llegar a ser refutadas.

Una segunda condicién de adecuacion que deben cumplir las teorias axiomaticas
de conjuntos es que las propiedades que éstas demuestran (o postulan) para los
conjuntos finitos “pequefios” deben ser coherentes con nuestras percepciones de las
agrupaciones pequefias de cantidades de objetos.

Considérese ahora la teoria, que llamaremos ZFC U {HC}, que se obtiene al

agregar, a modo de nuevo axioma, la Hipotesis del Continuo a los axiomas de Zermelo-
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Fraenkel (con el axioma de eleccidn). Analogamente, sea ZFC U {—HC} la teoria que se
obtiene al agregar a ZFC la negacion de la Hipdtesis del Continuo. Suele llamarse “teoria
cantoriana de conjuntos” a la primera teoria, y “teoria no cantoriana de conjuntos”, a la
segunda. Es decir, la Hipétesis del Continuo (tanto en su forma simple, como en su
forma generalizada, es decir, la igualdad 2¥ = X, ;) no es demostrable en ninguna
teoria de conjuntos conocida, por lo que puede postularse mediante un axioma. Esto en
si mismo no es mas sorprendente que el hecho de que la existencia del conjunto vacio
o la existencia de conjuntos infinitos tengan que postularse mediante axiomas de
contenido existencial.

Hasta donde se sabe, tanto ZFC U {HC} como ZFC U {—HC} son consistentes, de
hecho, una es consistente si y solo si lo es la otra. Ademas, en lo que respecta a los
conjuntos finitos, ambas demuestran exactamente los mismos teoremas (y que son
consistentes con nuestras percepciones sobre los agregados pequefios). Dado que
ambas cumplen las dos condiciones de adecuacion indicadas mas arriba, ZFC U {HC} y
ZFC U {—=HC} resultan igualmente validas desde el punto de vista de la solucion
convencionalista. A la pregunta de si la Hipotesis del Continuo es verdadera o falsa, esta
solucién responde, entonces, que “depende de las convenciones que se elijan”. Nuestra
posicion es que ambas son teorias matematicamente aceptables y que la eleccion de
una o de otra depende del uso que se le quiera dar y de la conveniencia de emplearla.

Laigualdad “2 + 2 = 4” sera siempre una igualdad verdadera en cualquier teoria
axiomatica de la aritmética, sin importar las convenciones que se adopten, si estas
cumplan condiciones de adecuacidn razonables (porque la igualdad “2 + 2 = 4” esta
asociada a percepciones inmediatas). La igualdad “102 + 398 = 500” también sera
invariablemente verdadera (porque se deduce, por aplicacion de la légica clasica, de
esas mismas percepciones). Por el contrario, la Hipotesis del Continuo (es decir, la
igualdad 2% = K;) no esta asociada a ninguna percepcién inmediata, ni se deduce
logicamente de ellas, por lo que puede conjeturarse razonablemente que siempre sera
indecidible, principalmente porque en la practica matematica la Hip6tesis del Continuo,
a diferencia del axioma de eleccidon, no interviene en la demostracién de muchos
teoremas fundamentales. Por esa razoén, los matematicos no la consideran
particularmente significativa.

Conviene cerrar esta seccion mencionando otras condiciones de adecuacién que
debe cumplir una teoria axiomatica de conjuntos, ademas de las dos mencionadas mas
arriba. Una de ellas consiste en que el lenguaje de la teoria debe tener la suficiente
generalidad como para unificar semanticamente a la matematica actual. Es decir, todos

los objetos de la matematica actual tienen que poder ser reducidos a conjuntos
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existentes en esa teoria. Otra condicion deseable es que el lenguaje de la teoria sea
simple. La simplicidad es en si misma una propiedad imposible de definir con precision,
pero la idea general es que las reglas de formacion, asi como de interpretacidn, de los
enunciados de la teoria sean sencillas y naturales. Cualquier teoria de conjuntos que
cumpla estas condiciones de adecuacion (consistencia légica, coherencia con los
agregados finitos pequeios, generalidad y simplicidad de lenguaje) serd considerada

valida desde el punto de vista de la solucion convencionalista.

9.9. Balance

Nuestra respuesta al dilema de Benacerraf es que la identificaciéon del nimero 2
con un determinado conjunto es una cuestion enteramente convencional. Es analogo a
la pregunta de si el 0 pertenece o no al conjunto de los nimeros naturales, o a la
pregunta de si el nimero 30 tiene dos cifras. La Unica respuesta razonable, en nuestra
opinidn, es que todo ello depende de la convencién que se adopte. De hecho, la
reduccion de los nimeros naturales a conjuntos es también convencional, tanto como
la reduccion de toda la matematica. No hay hechos que pudieran decidir si los nimeros
son conjuntos o son otra clase de entidad, se trata de una pura decision. Lo mismo vale
para la propia teoria de conjuntos, no hay hechos que nos permitan comprobar si los
conjuntos existen o no, ni mucho menos, cudles conjuntos existen, todo ello debe
postularse. En principio, seria posible elaborar una teoria de conjuntos en la cual no
exista el conjunto vacio ni los conjuntos infinitos. Dicha teoria, sin embargo, no seria
muy util para la matematica y no permitiria deducir ni siquiera la aritmética de los
numeros naturales tal como la conocemos (con todo, seria una teoria utilizable para la
aritmética de la vida cotidiana, por ejemplo, para contar objetos en cantidades
pequeifias). Tampoco hay hechos que pudieran permitirnos decidir cual es la teoria de
conjuntos verdadera, o “correcta”, en algin sentido del término, cualquier teoria de
conjuntos que satisfaga las condiciones de adecuacion que hemos enunciado es
matematicamente aceptable.

La condicion de la consistencia implica que no pueden emplearse
simultdneamente dos convenciones genuinamente diferentes (es decir, que sean
incompatibles). Por otra parte, una vez adoptada una convencién especifica, es
necesario aceptar todas sus consecuencias, que usualmente incluyen tanto costos como
beneficios. La eleccion de una convencion especifica esta determinada también por

razones de parsimonia y de prudencia, asi, por ejemplo, si una teoria de conjuntos
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resulta suficiente para unificar toda la matematica conocida, ceteris paribus, deberia
preferirse respecto de otras teorias mas potentes. Este criterio favorece, por ejemplo, a
ZFC sobre NBG o KM, como la mayoria de los matematicos reconoce. No obstante, no
puede descartarse la posibilidad de que la matematica del futuro requiera una teoria de
conjuntos mas poderosa. La eleccidn de cualquier convencion es revisable a la luz de la

experiencia y de los resultados (deseados o indeseados) que produzca su empleo.
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10. Conclusion

Ventajas y desventajas de la posicién convencionalista

El objetivo principal de esta tesis ha sido proponer una solucién original al
problema filosofico de la existencia de los objetos matematicos. En ese sentido, se ha
intentado defender la postura de que la practica matematica es convencionalista, es
decir, que los axiomas y definiciones en los cuales se basa el trabajo de los matematicos
son elegidos convencionalmente y son establecidos por el uso de la comunidad
matematica. Como apoyo a esta posicion, se ha argumentado asimismo que las posturas
alternativas mas defendidas en la actualidad por los filésofos de la matematica, el
platonismo matematico (en sus diferentes versiones), y el ficcionalismo matematico, no
son concepciones sostenibles. En los capitulos 2 al 7 se ha hecho un estudio critico de
esas posturas, en el cual no se ha intentado analizar con detalle, ni tampoco refutar, los
argumentos clasicos en torno de estas posturas, sino que se ha adoptado un criterio que
no suele aparecer en las discusiones sobre el tema. Este criterio sostiene que una
postura en filosofia de la matematica, para ser defendible, debe ser consistente con la
practica y con la historia de la matematica.

¢Como puede justificarse la adopcion de este criterio? El objeto de estudio de la
filosofia de la matematica es la ciencia matematica, considerada en todos sus aspectos.
En otras palabras, la filosofia de la matematica estudia, entre otras cuestiones, cual es
la ontologia de los objetos matematicos, cdmo podemos los seres humanos llegar a
conocerlos, y mediante qué métodos es posible verificar las afirmaciones que se hacen
acerca de ellos. (Esta tesis se ha ocupado solo del primer problema, pero las conexiones
con los otros dos son muy estrechas, por lo que se los ha mencionado cuando esto se
considero necesario, aunque sin estudiarlos con detalle.) Una dificultad inherente a este
analisis es que, a diferencia de lo que sucede con los objetos fisicos de tamafio medio, el
estatus ontologico de los objetos matematicos no es para nada evidente y esta, en
consecuencia, constantemente sujeto a debate. Mas aun, la propia definicion de lo que
es la matematica puede ser asimismo motivo de discusidn. Si la naturaleza misma de
los objetos matematicos esta en cuestion entonces ;cual puede ser un punto de partida
valido para una filosofia de la matematica? ;Cual es el baremo por el cual nos

inclinariamos a favor de una postura especifica en lugar de otra? La inica manifestacion
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concreta, y de existencia incuestionable, de la ciencia matematica son los articulos
cientificos, los libros de texto, las ponencias en congresos y otros registros similares.
Este conjunto de textos es el producto final de lo que hemos dado en llamar “la practica
matematica”, y es precisamente en esos textos donde queda plasmada asimismo su
evolucion historica. Debido a que este producto final es la tinica manifestacién tangible
asociada a la ciencia matematica, y si se desea que la filosofia de la matematica se refiera
a la matematica en si, resulta consistente proponer el criterio de que cualquier postura
dentro de la filosoffa de la matematica, para ser considerada sostenible, debe ser

coherente con su contenido.

Se ha argumentado, en consecuencia, que ni el platonismo ni el ficcionalismo
resultan compatibles con la practica concreta de la matematica. A continuacion, se
recapitularan brevemente los principales argumentos criticos contra el platonismo y el
ficcionalismo.

Un argumento clasico en contra del platonismo matematico, y que afecta a todas
sus variantes, es la llamada “objecion epistemoldgica”. Tal como se analizd en el
Capitulo 3, esta objecion parte del hecho de que, para el platonismo matematico, los
entes que estudia la matematica son objetos abstractos que existen en un universo no
espaciotemporal. En particular, como se demostro en el Capitulo 2, de la definicién del
concepto de objeto abstracto se deduce que estos serian causalmente inertes, es decir,
no podrian ser causa de ningun fendmeno dentro del espaciotiempo, en particular, no
podrian afectar nuestra percepcion, ni nuestra memoria. Por lo tanto, si el platonismo
matematico fuese verdadero, no habria ninguna manera de que los objetos
matematicos pudieran ser conocidos.

Con una sola posible excepcion, cualquier version del platonismo matematico
quedara refutada por la objecion epistemolodgica. La posible excepcion es la variante
propuesta por Mark Balaguer, conocida como platonismo pleno. Esta postura afirma
que cualquier teoria matematica légicamente consistente describe verazmente una
parte del reino abstracto de las matematicas. En consecuencia, para el platonismo
pleno, cualquier objeto cuya existencia pueda ser demostrada en el contexto de una
teoria matematica consistente, efectivamente existe. De este modo, segun Balaguer,
para demostrar la existencia o las propiedades de un objeto matematico no seria
necesario tener ningun tipo de contacto directo con él, sino que bastaria con estudiar
alguna teoria consistente que lo describa. La falta de necesidad de contacto directo con
los objetos matematicos evitaria los problemas provocados por la objecion

epistemoldgica.
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La primera critica que puede formularse a esta postura proviene del criterio de
coherencia con la practica matematica. De acuerdo con la vision del platonismo pleno,
el trabajo del matematico consistiria en proponer y estudiar teorias formales que sean
légicamente consistentes. El origen de esas teorias es irrelevante, mas aun, en palabras
de Balaguer, el matematico podria haberlas “sofiado”. Es la consistencia logica la que
garantiza que las teorias describan correctamente objetos matematicos. Por otra parte,
las teorias son estudiadas aisladamente, hasta el punto de que los enunciados de una
de ellas pueden ser contradictorios con los enunciados de otra, sin que esto conlleve un
problema (en ese caso, cada teoria describiria una parte diferente del universo
matematico). Sin embargo, tal visién no es consistente con los hechos conocidos de la
practica matematica. En particular, se contradice con la existencia de teoremas que son
formulados en el contexto de una teoria, pero demostrados a partir de los axiomas de
una teoria diferente, y también con la existencia de teoremas que son demostrados
estableciendo una relacién entre dos teorias diferentes (éste ultimo, por ejemplo, es el
caso del Teorema de Fermat).

Por otra parte, el platonismo pleno afirma que, una vez que se ha establecido que
una teoria es consistente, ésta permite estudiar una parte del universo matematico.
Pero del Segundo Teorema de Incompletitud de Godel se deduce que no es posible
demostrar de modo absoluto, usando los recursos de la propia teoria, la consistencia de
una teoria matematica capaz de representar a la aritmética elemental. Justamente por
eso, en la practica matematica suele aceptarse que un sistema axiomatico es consistente
después de que se comprueba que describe correctamente algin modelo. El
matematico no suefia un sistema de axiomas, luego determina si es consistente y
entonces acepta que describe el mundo matematico, sino que postula las propiedades
basicas de algin objeto matematico y luego formaliza esos postulados expresandolos
como axiomas. En la practica matematica el objeto matematico suele preceder al
sistema axiomatico que lo define.

Otra objecion que se ha estudiado expresa que, dado que las teorias formales son
en si mismas objetos matematicos, entonces es posible formular una paradoja que,
entendemos, permitiria demostrar que el platonismo pleno es autocontradictorio. Para
formular la paradoja considérese la teoria formal que tiene como Unico axioma el
enunciado 3x(C(x) A =K (x)). Estipulemos que la variable x recorre el universo de las
teorias formales de primer orden, e interpretemos a C(x) como “x es consistente” y a
K(x) como “x admite un modelo matematico”. Dado que la teoria es sintacticamente
consistente, el platonismo pleno permite concluir que el modelo que surge de la

interpretacién indicada mas arriba describe correctamente una parte del universo
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abstracto de las matematicas. Pero ese modelo esta formado por teorias consistentes
que no tienen un modelo, es decir, que no se refieren a ningin objeto matematico. Por
lo tanto, de los postulados del platonismo pleno se deduce que existen teorias
matematicas que no se refieren a ningiin objeto abstracto, conclusiéon que contradice
esos mismos postulados y, por ende, el platonismo pleno es autocontradictorio.

Una respuesta a la paradoja consistiria en afirmar que el modelo que hemos
propuesto para la teoria es autocontradictorio ya que, en l6gica matematica, el teorema
de Lowenheim-Skolem establece que toda teoria de primer orden consistente tiene al
menos un modelo (cuyo universo es a lo sumo numerable). Pero esta objecion, que
refutaria la paradoja, refuta asimismo la vision del platonismo pleno, ya que demuestra
que las teorias matematicas no existen aisladamente, no son independientes unas de
otras.

Finalmente, en cuanto a la motivacion inicial de Balaguer, en la bibliografia que
es critica del platonismo pleno no suele cuestionarse la afirmacion de que esta postura,
si fuese correcta, superaria el problema de la objecion epistemolégica. Sin embargo, en
el Capitulo 4 de la tesis se han planteado algunos cuestionamientos al respecto.
Resumidamente explicado, uno de ellos expresa que, histéricamente, cuando en 1902
se demostro que teoria intuitiva de conjuntos era inconsistente, esto no significé que
los conjuntos fueran declarados inexistentes, sino que el concepto de conjunto se
conservo y se formularon teorias axiomaticas de conjuntos en las que se introdujeron
modificaciones lingtliisticas o técnicas para evitar las paradojas conocidas

En el mismo sentido, supongamos, a modo de hipétesis, que la teoria de los
numeros racionales fuese consistente, pero que, al agregar el axioma de completitud de
los nimeros reales, que permite demostrar la existencia de los irracionales, la teoria
resultante resultase inconsistente. ;Implicaria esto la inexistencia de los numeros
irracionales? ;O solamente implicaria la inexistencia de algunos de ellos? Y si este
ultimo fuera el caso ;cudles son los nimeros irracionales que deberian conservarse?
Estas observaciones indican que el criterio de existencia de los objetos matematicos
que propone el platonismo pleno, y que es la base de su intento de refutar la objeciéon
epistemoldgica, contradice la practica y la historia de la matematica.

Por otra parte, se ha sefialado que no existe una relaciéon univoca entre la
consistencia o inconsistencia de las teorias matematicas, por un lado, y la existencia de
los objetos postulados por estas teorias, por el otro. En primer lugar, la consistencia de
una teoria no determina cudles sean los objetos a los que dicha teoria se refiera; este
hecho se muestra claramente en la existencia de modelos no estandar. Por ejemplo, si

la aritmética de Peano de primer orden fuera consistente, no se seguiria de ello que solo
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los nimeros naturales existan, ya que la teoria también tendrd modelos en otros
dominios de objetos (de mayor cardinalidad que el conjunto de los nimeros naturales).
Podria decirse que, si una teoria es consistente, entonces, existen todos los objetos que
constituyen los dominios de todos los modelos de dicha teoria, pero eso dejaria
indeterminada la cuestion de cuales son esos objetos. Por otra parte, del hecho de que
una teoria sea inconsistente, tampoco se sigue que no exista ninguno de los objetos a
los que se refiere la teoria. Como ya se indic9, la inconsistencia de la teoria de conjuntos
de Cantor no implica que no exista ninguno de los conjuntos que pueden construirse
segun esa teoria, al contrario, parece evidente que los conjuntos finitos o numerables
no son inconsistentes. En general, toda teoria inconsistente tendra subteorias
consistentes, por lo que los objetos a los que se refieren esas subteorias, segun el
platonismo pleno. deberan existir. En principio, no sera obvio cuales sean los objetos
matematicos cuya existencia es imposible segin una teoria inconsistente y, en
ocasiones no sera posible determinarlo.

Aunque también queda refutada por la objecion epistemolodgica, resulta
interesante detenerse brevemente en la variante del platonismo matematico conocida
como estructuralismo ante rem, que es, junto con el platonismo pleno, la variante del
platonismo matematico mas defendida en la actualidad.

El estructuralismo ante rem, elaborado por Stewart Shapiro y Michael Resnik,
sostiene que todos los objetos que estudia la matematica son posiciones en alguna
estructura, y que todas sus propiedades relevantes provienen de sus relaciones con las
demas posiciones en esa estructura. En otras palabras, para el estructuralismo ante
rem, los objetos matematicos no tienen propiedades intrinsecas, sino que todas sus
propiedades son relacionales.

En el Capitulo 5 se ha intentado demostrar que la visidbn que propone el
estructuralismo ante rem tampoco es consistente con la practica matematica. Un
problema que presenta esta postura, y que es muy discutida en la literatura sobre el
tema, es el de la multiplicidad de los objetos matematicos. En efecto, como la estructura
de los nimeros enteros es diferente de la estructura de los nameros reales, entonces,
para el estructuralismo ante rem, el nimero 4 pensado como nimero entero seria un
objeto matematico diferente del nimero 4 pensado como nimero real (o como nimero
racional, o como nimero complejo), contrariamente a lo que se entiende en la practica
matematica.

También se presenta el problema de la multiplicidad de las estructuras. Por

ejemplo, como se ha mostrado en el Capitulo 5, si se adoptaran los criterios del
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estructuralismo ante rem, entonces, la estructura de los nimeros naturales escritos en
binario seria diferente de la estructura de los niimeros naturales escritos en base 10,
por lo que el niimero 4 escrito en binario seria un objeto diferente del nimero 4 escrito
en base 10. (Para justificar brevemente esta afirmacion, considérese la relacion “ser un
prefijo de”. En la escritura en binario, el nimero “cuatro” es un prefijo de “nueve”,
porque 100, la escritura en binario de “cuatro”, es un prefijo, o sea, aparece al principio,
de 1001, que es la escritura binaria de “nueve”. Pero no sucede lo mismo en base 10,
porque 4 no es un prefijo de 9. Como las propiedades relacionales son diferentes, las
estructuras son asimismo diferentes.)

Por otra parte, también se ha mostrado en el Capitulo 5 que, si se aceptara la
tesis del estructuralismo ante rem, entonces no seria posible definir coherentemente la
operacion de composicion de funciones. Por lo tanto, si se apela al criterio de la
coherencia con la practica matematica, el estructuralismo ante rem no seria una

postura sostenible.

El platonismo pleno y el estructuralismo ante rem son, en la filosofia de la
matematica, las dos posturas realistas mas defendidas en la actualidad. En cuanto a las
posturas antirrealistas, la mas defendida es la propuesta de Hartry Field conocida como
ficcionalismo matematico. La tesis fundamental del ficcionalismo es que los objetos
matematicos no existen en absoluto y, por consiguiente, todos los enunciados
universales de la matematica serian vacuamente verdaderos, mientras que todos los
enunciados existenciales serian falsos. Sin embargo, esta postura no es consistente con
la légica clasica (que es, segin se ha argumentado en esta tesis, la l16gica subyacente a
la practica matematica). Por ejemplo, como se ha mostrado en el Capitulo 7, el
enunciado “3 es primo” es equivalente a un enunciado universal, por lo que seria
verdadero, pero también es equivalente a un enunciado existencial, por lo que seria, al
mismo tiempo, falso. Es decir, si el ficcionalismo matematico fuese verdadero entonces
“3 es primo” serfa un enunciado simultaneamente verdadero y falso.

Asimismo, Hartry Field afirma que un enunciado atémico como “2 + 2 = 4” es
verdadero fundamentalmente por la misma razén por la cual la afirmacién “Oliver
Twist vivia en Londres” es verdadera (en una suerte de verdad en la ficcion, o verdad
en una historia ficticia). Es decir, “2 + 2 = 4” es verdadero porque es parte de una
historia muy conocida que asi lo afirma: la historia de la matematica. Este criterio, sin
embargo, desconoce el hecho de que no existe una tnica historia de la matematica, sino
que la matematica fue desarrollada independientemente por diferentes civilizaciones

(egipcia, sumeria, china, maya, griega, entre otras), y que, en todas esas historias,
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indefectiblemente se ha tomado como verdadero que dos mas dos es igual a cuatro. Por
lo tanto, no parece razonable sostener que se trata de una afirmacién puramente
ficcional, sino que “2 + 2 = 4” tiene que referirse a alguna realidad comun a todas las

civilizaciones humanas.

El andlisis de los productos de la practica matematica nos muestra que esta
practica es ontolégicamente neutral, es decir, en sus articulos y textos los matematicos
evitan cualquier afirmacion a favor o en contra de la existencia independiente de los
objetos matematicos. Sin embargo, como se argumenta en el analisis del ficcionalismo,
la l6gica de la practica matematica, asi como su historia, son inconsistentes con la tesis
de que los objetos matematicos no existen en absoluto. Y si aceptamos que los
argumentos resumidos mas arriba refutan el platonismo matematico, entonces, la
logica y la historia de la practica matematica tampoco son consistentes con la
afirmacion de que los objetos matematicos son entes abstractos. Resulta necesario, en
consecuencia, proponer una solucion alternativa que sostenga que los objetos
matematicos existen, pero que no son entes abstractos.

La solucién que se propone, que puede considerarse como una forma de
convencionalismo moderado, sostiene que la existencia de los objetos matematicos, asi
como sus propiedades basicas, son postuladas (como ocurre con los conjuntos infinitos,
por ejemplo) porque estos objetos resultan utiles, necesarios o convenientes para
desarrollar la matematica. En muchos casos no hay hechos (concretos o abstractos) que
determinen el modo de postularlos, y que puedan ser conocidos, ya sea por percepcion
sensible o intuicion intelectual. Por ejemplo, no hay hechos que permitan determinar si
existen o no conjuntos que sean infinitos en acto, la existencia de tales conjuntos es el
resultado de una convencidn, que se acepta por su conveniencia para alcanzar ciertos
fines.

En otros casos, sin embargo, (por ejemplo, en el caso de las operaciones entre
numeros naturales) las convenciones, aunque siempre determinadas sobre la base de
la utilidad, la conveniencia o la necesidad, estan asociadas a ciertos hechos concretos.
Es decir, el enunciado “2 + 2 = 4” se deduce de definiciones y axiomas convencionales
que reflejan hechos asociados con la manipulacién de cantidades pequefias de objetos
discretos.

La posicion convencionalista permite dar una respuesta simple al famoso
problema planteado por Paul Benacerraf respecto de la identificacidon de los nimeros
naturales con conjuntos. Se ha argumentado que, asi como no hay ningtin hecho que

permita decidir si existen o no conjuntos infinitos, tampoco existe hecho alguno que
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permita determinar si el nimero 2 es el conjunto de Zermelo {{##}} o el conjunto de von
Neumann {@, {@3}}, o bien algin otro conjunto. La pregunta carece de contenido factico
y es semejante a preguntar si existe o no la temperatura negativa. La respuesta a esta
ultima pregunta, como es obvio, es puramente convencional, ya que depende de la
escala de medicion que se adopte. Igualmente, el problema de Benacerraf, como muchos
otros de la matematica (por ejemplo, si el cero es o0 no un nimero natural) depende de
una convencion. Mas en general, no hay ningiin hecho acerca de si los nimeros, las
funciones o los demas objetos matematicos son, o no son, determinados conjuntos, y en
principio, podrian identificarse con cualquier otra clase de objetos. La propia adopcién
de la teoria de conjuntos como fundamento de la matematica es también el producto de
una convencioén, basada fundamentalmente en la unificacion del conocimiento
matematico que resulta de ella.

Segin la soluciébn propuesta, los objetos matematicos existen
independientemente de las mentes individuales, pero no son entidades abstractas en
un mundo platdénico. Dependen de la especie humana para su existencia. En un sentido
literal, tienen el mismo estatus que las creaciones culturales que son el producto de
convenciones, como el dinero, el matrimonio o las personas juridicas, es decir, las
instituciones en general. Sin embargo, tampoco puede decirse que sean ficciones, sino
que son objetos que existen en el espaciotiempo. Por otra parte, como toda creacion
cultural, los objetos matematicos requieren algin soporte material, ya sea la tinta y el
papel, la memoria de una computadora, o el cerebro humano. Por cierto, tales objetos
dejarian de existir si no hubiera soporte material alguno que los conserve, y en

particular, si dejaran de existir los cerebros humanos.

En conclusidn, en esta tesis se ha sostenido que ni el platonismo, ni el
ficcionalismo, son posiciones viables en la filosofia de la matematica. Ambas posiciones,
ademas de presentar dificultades internas (ontolégicas, epistemoldgicas o semanticas),
resultan incompatibles con hechos fundamentales de la practica matematica. Como
alternativa a estas dos filosofias dominantes se ha intentado formular una posicion
convencionalista. Esta postura toma como punto de partida la tesis de que no hay
hechos independientes que permitan determinar si los objetos matematicos existen
independientemente de los sujetos humanos, ni, mucho menos, que permitan
determinar cuales objetos matematicos existen y cuales no. La existencia de los objetos
matematicos es el resultado de convenciones adoptadas por los matematicos, quienes
postulan los objetos matematicos que consideran necesarios, o convenientes, para

desarrollar el conocimiento matematico. Tales convenciones, aunque siempre tienen
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alternativas posibles, no son arbitrarias, sino que, como todas las convenciones
cientificas, estan guiadas tanto por hechos acerca de nuestra experiencia y nuestras
practicas cognoscitivas, como por criterios epistémicos no factuales, generalmente de
caracter pragmatico, tales como la simplicidad, la generalidad, la unificaciéon del
conocimiento, la facilidad de aplicacion, la fertilidad, y otros de esa naturaleza.

Una ventaja de esta postura consiste en que evita todas las criticas que se han
formulado tanto al platonismo como al ficcionalismo, en particular, es consistente con
los hechos conocidos de la practica y la historia de la matematica. Entre otras cosas,
hace innecesario abandonar la légica clasica y da cuenta de la diversidad de
convenciones y usos que pueden constatarse en el desarrollo de esta ciencia. Por ultimo,
una critica posible a esta posicion podria relacionarse con la afirmacién de que algunas
convenciones estan asociadas a hechos concretos, mientras que otras se basan
exclusivamente en la necesidad, la utilidad o la conveniencia. Esta afirmacion podria
conducir a algunos cuestionamientos, tales como: ;Existe algin criterio que permita
decidir entre unas y otras? ;Este origen no uniforme de las convenciones podria llevar
a contradicciones? Futuras investigaciones permitiran analizar estas y otras preguntas

similares.
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